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Bolum O
Giris

Topoloji sizi sadece yeni kavram ve teoremlerle tanistiracak olan bir calisma degil ayni
zamanda surekli fonksiyonlar gibi eski kavramlari da ifade edecek olan matematigin
6nemli ve ilgin¢c bir alanidir. Ancak sadece bunu sbdylemek topolojinin dnemini
oldugundan eksik gdsterecektir. Topoloji o kadar temel bir alandir ki matematigin
hemen her dalinda etkisinin oldugu aciktir. Bu ilk tutkulari ister cebir, analiz, kategori
teorisi, kaos, surekli ortamlar mekanigi, dinamik, geometri, endustriyel matematik,
matematiksel biyoloji, matematiksel ekonomi, matematiksel finans,
matematiksel modelleme, matematiksel fizik, iletisim matematigi, say teorisi, sayisal
matematik, ydoneylem arastirmalari, isterse de istatistik olsun (ya da olacak olsun)
matematikci olmaya talip herkesi topoloji ile ilgili kilar. (Bu kitabin sonundaki
oldukca zengin kaynakca topolojinin gercekten de tum diger alanlarla ve hatta daha
fazlasi ile iliskili oldugunu gostermek icin yeterlidir.) Kimeler ve fonksiyonlar son
ylzyilin matematikcileri icin temel oldugu gibi kompakthk, baglantiliik ve yogunluk
gibi topoloji kavramlari da gunimuz matematikcileri icin temeldir.

Topoloji birkac farkli dala sahiptir — genel topoloji (ayrica nokta-kiime topolojisi
olarak da bilinir), cebirsel topoloji, diferansiyel topoloji ve topolojik cebir— birincisi
olan genel topoloji, digerlerini calismaya acilan bir kapidir. Bu kitapta genel topolojide
kapsamli bir altyapi saglamayi hedeflemekteyim. ilk on bélimu itinayla calisan ve en
azindan alistirmalarin yarisini ¢ézen herhangi bir kisi kesinlikle istenilen bir altyapiya
sahip olacaktir.

Soyut cebir gibi matematigin' bir aksiyomatik dalini daha énceden calismamis
bir okuyucu icin ispat yazmayl 6grenmek bir sorun olacaktir. Nasil ispat yazacaginizi
6grenmeniz icin yardim etmek Uzere ilk bdlumlerde ispatin tamamini olusturmayan
ancak ispati tamamlayacak dustnce surecini 6zetleyen bir kdseye siklikla yer veriyorum.

1YouTube videom http://youtu.be/veSbFIFjbzU soyut matematige yararli bir giris saglamaktadir.
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http://youtu.be/veSbFJFjbzU

Kdseler asadidaki bicimde gbsterilmektedir:

Bir ispati sonuclandirmak icin "kesif" veya "tecrube safhasi" diye adlandirilabilen
disuince sureci boyunca ilerledim.

Ancak okuyucu, kesif veya tecrubenin siklikla dnemli olmakla birlikte,
hicbir seyin bir kuralli ispatin yerini alamayacagini égrenecektir.

ingilizcede ve matematikte "or" kelimesinin kullanimi arasinda énemli bir farkhlik
vardir. Bununla birlikte Turkcede ve matematikte "veya" ayni anlamdadir. Turkcede
(a) ifadesinin veya (b) ifadesinin dogru oldugunu sdylediginiz zaman ya (a) ifadesinin

dogru ya (b) ifadesinin dogru oldugunu ya da ]her ikisinin birden dogru oldugunu
kastedersiniz. Matematikte de durum aynidir: "veya" tek sey ifade etmez. Bu
ylzden "veya" kelimesi ya (a) ifadesinin ya (b) ifadesinin ya da her ikisinin dogru
oldugunu ifade eder. Ornedin = > 2 veya z < 2 olsun. Gercekten de z = 2 oldugu
zaman z < 2 ve z > 2'nin her ikisi de dogrudur. Bu matematiksel kullanim ilk basta
yaniltict olabilir. Dolayisiyla matematikte '"veya'" nin tek sey ifade etmedigini
daima hatirlayiniz.

Bu kitap Donald Knuth tarafindan tasarlanmis, guzel bir dizgi programi olan
TeX'i kullanan yazi dizgisidir. Bu ¢ok akilli bir yazilim paketi olmakla birlikte bir
sonucun ifadesinin ve onun tum ispatinin mimkudn oldugu kadar ayni sayfada gérianmesi
gerektigi benim sahsi gérusumdur. Bu okuyucunun bilinen gercekleri, neyi ispatlamaya
calistigint ve bir ispatta o noktaya kadar ispatlanan seyi aklinda tutmasini
kolaylastirmaktadir. Bu yuzden de bir sonucun ifadesi ve onun ispatl bir sayfa
Ustte kalacaksa yarim sayfa bosluk birakmakta (veya incelikli TgX dizini hileleri
kullanmakta) tereddit etmedim.

Bu kitapta pek cok alistirma vardir. Sadece yeterli sayida alistirma uUzerinden
calismak sizi bu dersin ustasi yapacaktir. Alstirmalarin ¢c6zimuinid yapmadim ve
yapmaya da niyetim yok. Yeterince calisiimis 6érneklerin ve ispatlarin konunun bizzat
icinde oldugunu ve alistirmalarin ¢cézumunu yapmaya gerek olmadigini dustintyorum—
aslinda boyle davranmak istenmeyen bir seydir. Siklikla alistirmalara yeni kavramlari
ekledim; genellikle 6nemli kavramlar konu icinde tekrar verilmektedir.

Daha zor alistirmalar * ile belirtilmektedir.

Bu kitabin okuyuculari alistirmalarin cdézumleri, kitap hakkinda yorumlar, zorluklar
ve daha ileri calismalar ile ilgili olarak birbirleriyle iletisim kurabilir. Bunu daha
kolaylastirmak icin "Topology Without Tears Readers" adli bir Facebook Grubu
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olusturdum. Gruba katilmanizdan memnuniyet duyarim. Bu Grubu arastiriniz ve
sonra Gruba katiliniz.

Son olarak, matematiksel ilerlemelerin tarihsel surec dikkate alindigi zaman en
ivi sekilde anlasildigini belirtmeliyim. Bu kitap tarihsel icerige yeterli bir sekilde
hitap etmekte halen basarisizdir. Simdilik Ek 2'deki topoloji sahsiyetleri hakkinda
notlardan kendi adima memnunum -bu notlar buyuk 6élcide The MacTutor History
of Mathematics Archive [246]'dan alinmistir. Okuyucuya The MacTutor History of
Mathematics Archive [246] web sitesini ziyaret etmesi ve diger kilit nokta sahsiyetler
Uzerine makaleler 6ncelikli olmak Uzere tium makaleleri okumasi tavsiye edilmektedir.
Ancak tarihin iyi bir sekilde anlasilmasi nadiren yalnizca bir kaynaktan okuyarak elde
edilmektedir.

Tarih konusunda burada sdyleyeceklerimin hepsi, bu kitapta tanimlanan topoloji
kavramlarinin pek cogunun yirminci yuzyilin ilk yarisinda kesfedilmis oldugudur. Bu
kesif ddonemi icin cekim merkezinin Polonya oldugunu séylenebilir. (Hudutlar buyuk
Olclide degisti.) Il. Dlinya Savasi'nin cekim merkezini daimi bir sekilde degistirdigini
sdylemek adil olacaktir. Okuyucu bu yorumu anlamak icin Ek 2'ye basvurmalidir.

0.1 Tesekkurler

Bu kitabin daha dnceki versiyonlari La Trobe Universitesi, New England Universitesi,
Wollongong Universitesi, Queensland Universitesi, Guney Australya Universitesi, New
York Sehir Koleji ve Ballarat Universitesi’nde son 30 yil boyunca kullanildi. Daha
Onceki versiyonlarli elestiren ve hatalari bulan &grencilere tesekklur ediyorum.
Sunumdaki sayisiz eksikligi ve hatay! belirten Deborah King ve Allison Plant'e 6zel
tesekkurlerimi sunuyorum. Bu Kkitabin bir cok versiyonunu okuyan ve iyilestirmeler
6neren, bazilari meslektasim olan, Marshall Ash, Ewan Barker, James Dick, Will
Dickinson, Maria Gkerats, Eldar Hajilarov, Karl Heinrich Hofmann, Manisha Jain,
Ralph Kopperman, Ray-Shang Lo, Rodney Nillsen, Guillermo Pineda-Villavicencio,
Peter Pleasants, Kyriakos Papadopoulos, Geoffrey Prince, Carolyn McPhail Sandison
ve Bevan Thompson dahil digerlerine de tesekklur ediyorum. Kaos Uzerine olan
notlarla ilgili eki hazirlamada faydali olan Rod Nillsen’e tesekkur ediyorum. Sonsuz
Kime Teorisi Bolumu'muziu etkiliyen ve 1970'lerde yazilmis olan New South Wales
Universitesi'nin "Set Theory and Transfinite Arithmetic" adi mikemmel ders notlarini
yazan Jack Gray'e 6zel tesekklrlerimi sunuyorum.

Bu kitabin cesitli yerlerinde, 6zellikle de Ek 2'de, tarihsel notlar vardir. Bourbaki
[35] ve The MacTutor History of Mathematics Archive [246]"in iki mikemmel kaynak
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oldugunu séylemek istiyorum.

Oncelikli olarak kitabin yazi dizgisi Donald Knuth'in harika ve gucli TeX paketi
kullanilarak yapildi. Kitap genisletildigi ve renklendirildigi icin IATEX formatina cevrildi.
Ek 5, 1997'de yazdigim "Pontryagin duality and the structure of locally compact"
Morris [194] kitabina dayandiriimaktadir. 10 yil édnce benim icin TeX 'de bu kitabin
dizgisini hazirlayan Dr. Carolyn McPhail Sandison’a minnettarim.

0.2 Okuyucular — Konumlar ve Meslekler

Bu kitap Amerika Birlesik Devletleri, Almanya, Arjantin, Awvustralya, Avusturya,
Banglades, Bolivya, Beyaz Rusya, Belcika, Belize, Birlesik Arap Emirlikleri, Birlesik
Krallik, Brezilya, Bulgaristan, Cezayir, Cek Cumhuriyeti, Cin Halk Cumhuriyeti,
Danimarka, Endonezya, Ekvator, Estonya, Etiyopya, Fiji, Finlandiya, Fransa, Gabon,
Gazze, Gana, Gronland, Guatemala, Guyana, Guney Afrika, Hirvatistan, Hindistan,
Hollanda, Honduras, Irak, iran, ispanya, israil, isvec, isvicre, italya, izlanda, Jamaika,
Japonya, Kambocya, Kamerun, Kanada, Katar, Kosta Rika, Kibris, Kenya, Kolombiya,
Kore, Kuveyt, Litvanya, Liberya, Letonya, Luksemburg, Macaristan, Malezya, Malta,
Mauritius, Meksika, Misir, Nikaragua, Nijerya, Norvec, Ozbekistan, Pakistan,
Panama, Paraguay, Peru, Polonya, Portekiz, Porto Riko, Romanya, Rusya, Senegal,
Sirbistan, Sierra Leone, Singapur, Slovenya, Sri Lanka, Sudan, Surinam, Suriye, Sili,
Tanzanya, Tayvan, Tayland, Trinidad Tobago, Tunus, Turkiye, Ukrayna, Uruguay,
Urdln, Venezuela, Vietnam, Yeni Zelanda ve Yunanistan'daki bazilari muhasebeciler,
sigorta uzmanlari, uygulamali ve soyut matematikciler, gdk bilimciler, biyologlar,
kimyacilar, bilgisayar grafigi ve bilgisayar uzmanlari, ekonometriciler, ekonomistler,
hava, yazilim, elektrik, mekanik, veri tabani, uzay, uzaysal ve iletisim muhendisleri,
finans uzmanlari, oyun teorisyenleri, norofizyologlar, diyetisyenler, borsa tacirleri,
filozoflar, fizikciler, psikiyatristler, psikonalistler, psikologlar, heykeltiraslar, yazilim
gelistiricileri, uzay bilgi uzmanlari, ve istatistikciler olmus yada olacak olan profesérler,
lisansustu Odrenciler, lisans &grencileri ve emekliler tarafindan kullanildi veya
kullanilmaktadir.

Bu kitap &zellikle ekonomi dgrencilerinin yararlanabileceg! "tium ana disiplinlerin
lisansustU seviyedeki ders notlari" icin yararli kaynakcalari tanitmak Uzere tasarlanan
http://www.econphd.net/notes.htm web sitesinde ve topoloji Uzerine bir kaynak olan
http://at.yorku.ca/topology/educ.htm Topoloji Atlasinda kaynak gosterilmistir.


http://www.econphd.net/notes.htm
http://at.yorku.ca/topology/educ.htm
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0.3 Okuyucularin Ovguleri

Hector Rosey, Meksika: “Kitabinizi seviyorum.”;

T. Lessley, ABD: “Guzel yazilmis nefis bir calisma’;

E. Ferrer, Avusturalya: “Notlariniz olaganustu”;

Andreas Loss, Almanya: “Yazinizdan cok keyif aldim!"’;

Yao Jin, Cin: “Cin, Hangzhou, Zhejiang Province, Zhejiang Sci-Tech Universitesi’nden
bir mihendislik 6grencisiyim. Beni cok fazla cezbeden 'Topology without tears’ adli
kitabinizi inceledim.”;

E. Yuan, Almanya: “Topolojiye yeni baslayanlar icin gercekten olaganustu bir kitap'';
Dre Johnson, ABD: “Bu kitabi sevdim”;

S. Kumar, Hindistan: “Matematikci olmayanlar tarafindan kolaylikla takip edilebilen,
konuya kolay yaklasimiyla cok etkileyici bir kitap";

Pawin Siriprapanukul, Tayland: “Kendini (ekonomide) doktoraya hazirlanan birisi
olarak topolojinin karmasik konulari icin kitabinizi calistim gercekten faydali buldum.”;
Hannes Reijner, isvec: “Mikemmel oldugunu distniyorum.”;

Manisha Jain, Hindistan: “Kitabl okuyorum ve okumanin c¢cok kolay oldugunu
sdylemeliyim. Bir cok farkll kitap okudum ancak bu kitabi kavramasi cok kolay.
Kullandiginiz kelimeler bizim cok yaygin kullandigimiz kelimeler ve her seyin bir akisi
var. Kitabl begendim efendim. Topoloji ile zor zamanlar geciriyordum, belki bu bana
yardim edebilir. Size bunun icin tesekkurler’;

G. Gray, ABD: “Harika metin";

Dipak Banik, Hindistan: “Guzel not";

Jan van Linschoten, Hollanda: “Topoloji temellerinin acik ve genisletilmis bir
aciklamasinin oldugu bir kitabi saatler (gunler) boyu aradiktan sonra gece
yarisindan beri bir saattir kitabinizi okuyorum. Ve aradigimi (kitabinizi) buldugumu
fark ettim.”

Daniel Csaba, Macaristan: “Budapeste, Eotvos Lorand Universitesi’'nde bir ekonomi
6grencisiyim ve su an gercekten buyluleyici buldugum 'Topology without tears’ adli
kitabinizi okuyorum ve calisiyorum.";

Andrea johnson, Long Beach, ABD: “‘Topology Without Tears’ bu konuyu anlamamda
tam olarak ihtivac duydugum sey. Benim gibi insanlar icin cabalarinizi takdir ediyorum!”;
B. Pragoff Jr, ABD: “Bir lisans &grencisi icin topolojiyi cok iyi acikhiyor.”;

Tapas Kumar Bose, Hindistan: “Mukemmel bir bilgi koleksiyonu';

Debanshu Ratha, Hindistan: “Web sayfanizdan "Topology Without Tears" adl
kitabinizi hentiz ulasma firsatim oldu. Ve ne kadar cok takdir ettigimi ifade edemem.
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Hali hazirda Hindistan'da (3. yilinda) bir Matematik Universite 6grencisiyim. ilk
Topoloji dersimi gecen ddonem aldim ve kitabiniz benim icin gercekten heyecan verici
bir kaynak oldu. Ayrica kiz kardesim de Matematigin icinde, kitabinizi ona da tanittim
ve 0 da sevdigini séyledi.”;.

Bosko Damjanovic, Sirbistan: * ‘Topology Without Tears’' adl kitabinizi bilgisayar
Uzerinden okudum, cok hos kitap.”;

Kyriakos Papadopoulos, Xanthi, Yunanistan: “Kitabinizi online olarak kesfettim ve
karmasik dusunceleri aciklama yolunuzu sevdim!'';

Mekonnen Yimam, Etiyopya: ‘“Lisansustl calismam icin asiri derecede 6nemli bir
kaynak oldu. O olmadan topolojideki ana fikri anlamak benim icin zor olabilirdi....
Ayrica yasamim boyunca sizi buyuk bir katki olarak hatirlayacagim.”;

Yassine Amar: “Simit ve kahve bardadi arasinda fark olmadigini séyleyen topoloji
gibi bir seyi anlamak icin mukemmel bir kitap”,;

Muhammad Sani Abdullahi, Nijerya: ‘“Sadece "cok tesekklr ederim" demek benim
icin yeterli olmadigindan derin sukranlarimi sunmak icin kullanacagim kelimeleri tam
bilemiyorum. Ancak bununla birlikte, bir gelenek oldugu Uzere ne zaman iyi bir sey
yapllirsa en azindan "tesekkuir ederim" demelisiniz. Ayni seyi sOylemekte tereddut
etmeyecedim ancak bundan daha fazlasini borcluyum. O ylUzden size dua etmeye
devam edecegim.”;

Spyridon N. Dimoudis, Yunanistan: “Gecenlerde "Topology Without Tears" kitabinizi
buldum. Kendi basima biraz topoloji 6grenmek istiyorum. Kitabinizdan dikkatlice
birkac sayfa okudum, bunun muazzam faydali olacagini dusunuyorum.”;

Emelife Onochie, Nijerya: “Nigerya, Awka, Nnamdi Azikiwe Universitesi'nde
matematik bélumu égrencisiyim. "topology without tears" kitabini internette okudum.
Paradan dolay! bilgisini gizlemeyen sizin gibi insanlara minnettarim.”;

S. Saripalli, ABD: “Ben 10. sinif evde okul égrencisiyim. .. Topology Without Tears’i
okumaktan keyif aldim.”;

Roman Goncharenko, Cek Cumhuriyeti: “Harika kitabinizin basilabilir bir kopyasl icin
bir sifre gbndermenizi istivorum. CERGE-EI, Prag'da Ekonomi bdlumu yuksek lisans
ogrencisiyim.";

Samuel Frade, ABD:"ilk olarak mikemmel bir Topoloji metni yazdiginiz icin tesekkr
ediyorum, ilk iki béliumu bitirdim ve gercekten yararlandim. "Zorlayici" alistirmalar
eklemenizi dnermek istiyorum. Alistirmalar bir parca kolay gérunuyor. Ben bir
matematik uzmaniyim, analiz ve soyut cebir Uzerine dersler aldim ve kitabiniz genis
bir kitleye hitap etmektedir. Okulum ciddi bir butce krizi yasiyor ve matematik
béliumunun topoloji icin yeterli butcesi yok, bu yuzden kompleks ve reel analizi
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derinlemesine anlamay! saglayacagini hissettigim icin topolojiyi kendi kendime
6greniyorum.”;

Maria Amarakristi Onyido, Nijerya: “Nijerya Universitesi matematik bolimuinde son
sinif 6grencisiyim.... Zorlayicl topoloji dersini daha ilginc kildig! icin kitabinizi son
derece ilginc buldum. Sunum cok iyi ve benim gibi yeni baslayanlar icin genel
topolojinin temellerini anlamakta buyuk bir yardimi olacak.”;

Andree GarcAna Valdivia, Peru: "Sadece kisisel kullanim icin kitabinizin ispanyolca
sturiumunu indirmek icin izin istivorum. Ekonomi okuyorum ve konuyu kendi kendime
6grenmekle ilgileniyorum. Latin Amerika’'nin en eski Universitesi olan San Marcos
Universitesi’'nde okuyorum.";

Eszter Csernai, Macaristan: “Matematiksel Ekonomi’'de lisans &grencisiyvim ... Daha
once bircok kez duydugunuza eminim ancak yine de kitabin kesinlikle harika oldugunu
tekrar edecegim!’;

Prof. Dr. Mehmet Terziler, Yasar Universitesi, Turkiye: “ "Topology without tears"
kitabinizi dersimde kullanmak istiyorum. HARIKA calismanizin (tcretsiz) basilabilir
bir sirimundu géndermenizi istiyorum.”;

Christopher Roe, Avustralya: “ilk énce 'Topology without tears’ kitabiniz icin
tesekklr edebilir miyim? Sizin icin muhtemelen cok basit olsa da onu okumayi
tamamen mukemmel deneyim olarak buldum.”;

Jeanine Dorminey, ABD: “Su anda Topoloji dersi aliyorum ve olaganustu zorlaniyorum.
cok fazla yardimci oldugu icin kitabinizi online okuyorum.”;

Dr. Anwar Fawakhreh, Qassim Universitesi, Suudi Arabistan: “Guzel kitabiniz
"TOPOLOGY WITHOUT TEARS" icin sizi tebrik etmek istiyorum. Gercekten
harika bir kitap. Ogrencilerin anlamasi icin cok kolay bir sekilde yazildigindan cok
hos bir kitap. Lisans &égrencilerine Topoloji égretiyorum. Ogrencilerin anlamasi icin
kitabinizi cok iyi ve kolay buldum. Ogrencilerim icin "TOPOLOGY WITHOUT
TEARS" kitabinizi kullanmak istiyvorum. Ogrenciler ve ayrica kitliphane icin kitabin
Arapca kopyasini naslil siparis edecegimi lutfen séyler misiniz?"

Michael Ng, Makao: “Diger pek cok matematik kitabinin aksine oldukca icten
yaziimis. Ornegin, ilk bolimlerde, teoremlerin ispatlarinin neredeyse hepsinin ipuclarini
ve analizini verdiniz. Bu bizim, Ozellikle yeni baslayanlarin, ispatlari nasil
dusunecegimizi anlamamizi kolaylastirmaktadir. Bunlarin yaninda, her bir tanimdan
sonra surekli bir cok érnegin yani sira gibi karsit 6érnekler veriyorsunuz bdylece kavramin
dogru ve berrak bir gbérustune sahip olabiliyoruz”;

Elise Delagnes, Birlesik Krallik: “Su an Oxford Universitesi'nde topoloji okuyorum.
Hali hazirda kullandigdim kitabi umdugumdan daha zor buldum. Ogretmenim kitabiniz
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"Topology Without Tears"| tavsiye etti.”;

Tarek Fouda, ABD: “Finans muhendisligi biliminde uzmanlik kazanmak icin Stevens
Teknoloji Enstitust'nde yuksek matematik okuyorum. Topoloji konusuyla ilk kez
karsilastim. Birkac kitap satin aldim ancak sadece sizin kitabinizin konuyu ilginc bir
sekilde acikladigr gordim. Sadece tren veya okulda okumak icin kitaba sahip olmayi
diliyorum.”

Ahmad Al-Omari, Malezya: “UKM (Malezya)'da doktora &grencisiyim, benim
arastirma alanim genel topoloji ve kitabinizi cok ilgin¢c buldum.”;

Jose Vieitez, Uruguay: “Bu dénem "Facultad de Ciencias of Universidad de la
Republica" da topoloji dersi veriyorum. Sizin (cok iyi) kitabinizin basilabilir bir
surumuonud istiyorum.”;

Muhammad Y. Bello, Matematik Profesori, Bayero Universitesi, Nijerya: ' Topology
Without Tears' adh e-kitabiniz topoloji bilgisine ihtiyac duyan herhangi birisi icin
mukemmel bir kaynak. Topolojide temel altyapl gerektiren bazi analiz dersleri
veriyorum. Ne yazik ki, 6grencilerimin bazisi ya bdyle bir bilgi birikimine sahip degil ya
da unutmus. Kitabin elektronik versiyonu ile karsilastiktan sonra inceledim. Kitabiniz
ogrencilere alt yapl saglamak/yenilemek icin iyi bir kaynak olacak.”

Prof. Dr. Ljubomir R. Savic, Yapilar Teorisi ve Mekanik Enstitusu, Belgrad
Universitesi, Sirbistan: “Topolojiyi yeni 6grendim ve muhtesem kitabinizi gérdim.
Benim alanim aslinda Surec Mekanigi ve Yapisal Analizdir.”;

Pascal Lehmann, Almanya: “Gercek kagit sayfalarinin kenarina notlar yazmak icin
sizin harika kitabinizi yazdirmam gerekiyor.";

Profesor Luis J. Alias, Murcia Universitesi, Matematik Bolimua, ispanya: “Muikemmel
kitabinizi "Topology Without Tears"I kesfettim. Bu dénem boyunca Genel Topoloji
oOgretecegim (aslinda, doneme bu sabah baslayacagim). Bu dersi gecen sene vermeye
basladim ve esasen Munkres'in (Topoloji, ikinci basim) kitabinin 2., 3. bolimleri,
4, 5'in bazi kisimlari ve 9'un bir kismini kapsayacak sekilde takip ettim. Kitabinizi
okuyorum ve gercekten yararlandim. Ogrencilere verdiginiz yeni kavramlari, ipuclarini
ve Kilit noktalari tanitma yolundan &zellikle hoslandim.”

Daniel Nkemzi, Okutman, Fizik Bolumu, Buea Universitesi, Kamerun: "Topolojinin
temelini anlama mucadelesiyle gecen basarisizlikla dolu yillardan sonra, vazgectim!.
Gecenlerde internette dolasirken sizin Tanri vergisi kitabinizla karsilastim. Online
sayfalari cevirirken konuyu bu metinden de anlayamazsam muhtemelen baska hicbir
kitabin bana yardimci olamayacadgina ikna oldum.";

Tirthankar Chakravarty, Oxford Universitesi, Birlesik Krallik: “Cambridge
Universitesi’'nden bir ekonomistim. Notlariniz cok iyi yazilmis.”;
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Thomas Evelbauer, Almanya: “icerik ve stilden asiri bir sekilde etkilendim. Ozellikle
de temel kavramlari tanitma yolunuzu ve onlart alistirmalar ve gudumld ispatlar
yoluyla calistirmanizi sevdim.”;

Gabriele. E.M. Biella MD PhD, Arastirma Baskani, Molekuler Biyogdrintuleme
ve Psikoloji Enstitust, Ulusal Arastirma Konseyi, italya: “Ben bir nérofizyologum ve
topolojik yaklasim ile algisal stireclerin bazi yeni nébrodinamik tanimlamasini basarmay!
hedefliyorum. Harika kitabiniza mudahil oldum.”

Fazal Haq, Pakistan: “Pakistan, Ghlam Ishag Khan Muhendislik Fakultesi, Teknoloji
ve Bilim Enstitlisi’'inde doktora 6grencisiyim. Kitabiniz "topology without tears"i
okurken cok sasirdim. Gercekten de daha 6nce topoloji tzerine bu kadar guzel
yazilmis bir kitap gérmedim.”;

Gabriele Luculli, italya: “Sadece genc bir 6grenciyim ancak topoloji konusunu
sunmanizi ve Ozellikle pek cok 6rnegin varligini begendim.”;

K. Orr, ABD: “"mukemmel kitap'';

Profes6r Ahmed Ould, Kolombiya: “Sunum, valinlik ve materyalin acikhg icin sizi
kutlamama izin verin.”,

Paul Unstead, ABD: “Pek cok somut 6rnek sagladigl ve okuyucuyu bir matematik
uzmani varsaymadigl icin notlarinizi begeniyorum.”;

Alberto Garcia Raboso, ispanya: “Onu cok begendim.”;

Guiseppe Curci, Teorik Fizik Ulusal Enstitist, Teorik Fizikte Arastirma Yodneticisi,
Pisa: “Topoloji Uzerine hos ve aydinlatict bir kitap";

M. Rinaldi, ABD: “Bu simdiye kadar gérdigum topolojiyi en akillica ve en iyi sekilde
tanitan bir kitap ... Notlarinizi calistigim zaman kavramlari anladim. Ornekleriniz
muazzam.”;

Joaquin Poblete, Ekonomi Lisans Profesori, Sili Katolik Universitesi: “Kitabinizi
okumay! yeni bitirdim ve gercekten sevdim. Cok anlasilir ve verdiginiz érnekler ufuk
aciciydi.”;

Alexander Liden, isvec: “Kitabinizi ekrandan okumaktan keyif aldim, ancak basilabilir
bir kopyasini istiyorum”

Francois Neville, ABD: “(US) Maine Universitesi'nde uzay muhendisligi lisans
Ogrencisiyim ve bizim profesdérimuz Topoloji konusu icin sizin kitabinizi i1srarla tavsiye
etti.”;

Hsin-Han Shen, ABD: “Buffalo’da New York Devlet Universitesi’'nde Finans doktora
6grencisiyim. Benim gibi matematikte uzman olmayan doktora &dgrencileri icin
topolojide ideal bir ilk ders olan web sitenizdeki topoloji gereclerini cok detayl ve
okunabilir buldum™;
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Degin Cai, ABD: “Kitabiniz mikemmel";

Eric Yuan, Darmstadt, Almanya: “Darmstadt Teknoloji Universitesi'nde topoloji
calisan bir matematik &grencisiyim ve profesdérimiz K.H. Hofmann kitabiniz
‘Topology Without Tears't oldukca tavsiye etti.”;

Martin Vu, Oxford Universitesi: “Oxford’'da uygulamali matematikte yuksek lisans
Odgrenciyim. Hali hazirda matematikteki soyut kavramlara alismaya calistigim icin
kitabinizin bashgini dogal bir cekicilige sahip oldugunu dustunuyorum.”;

Ahmet Erdem, Tlurkiye: “Kitabinizi cok begendim.”;

Kartika Bhatia, Hindistan: “Delhi Universitesi, Delhi Ekonomi Okulu’'nda yiksek
lisansima devam ediyorum. Kitabinizi ¢cok faydali ve anlasiimasi kolay buldum.
Kitabinizi okurken suphelerimin pek cogu ortadan kalkti.”;

Wolfgang Moens, Belcika: “Leuven Katolik Universitesi’'nde lisans 6grencisiyim.
Kendimi birkac saat icinde "Topology Without Tears" kitabinin ilk kismini okurken
buldum. Devam etmeden &nce acik yaziminiz ve (fark edilmemesi kesinlikle mimkdin
degil!) harikulade yapitiniz icin sizi évmeliyim.”;

Duncan Chen, ABD: “Buna benzer pek cok mail almis olmalisiniz fakat yine de
"Topology without Tears' topoloji kitabiniz icin tesekkur ediyorum. Profesyonel bir
yazilim gelistiricisiyim ve matematik okumaktan hoslaniyorum.”;

Maghaisvarei Sellakumaran, Singapur: “Amerika'ya gidecegim ve doktorami kisa
sureligine ekonomide yapacagim. Topoloji ustune Kkitabinizi son derece iyi buldum.”;
Tom Hunt, ABD: “internette ulasilabilir bir metin yaptiginiz icin tesekkirler’;
Fausto Saporito, italya: ‘““cok hos olan kitabinizi okuyorum ve bu konu hakkinda
simdiye kadar gérdugim en iyi kitap”,;

Takayuki Osogami, ABD: “Kitabi online olarak okumaya basladim ve genel matematik
kavramlarinin yaninda topoloji 6grenmek icin cok guzel bir gerec oldugunu anladim.”;
Roman Kndll, Almanya: “Sizin harika bir kitabinizi okumama izin verdiginiz icin cok
tesekkir ederim. ‘topology without tears’ bana cok fazla yardimci oldu ve gereksiz
ezberleme ve sistematik olmayan dersler yuzinden matematige karsi kaybolan ilgimi
tekrardan kazandim.”;

Yuval Yatskan, ABD: “Kitaba bir g6z attim ve bu muhtesem bir is gibi gérinuyor.”;
N.S. Mavrogiannis, Yunanistan: “Cok iyi bir calisma”;

Semih Tumen, Turkiye: “Ekonomi béliumuindeki doktoranin matematiksel programlar
gerektirdigini biliyorum, bu yuzden gerekli konulari gbézden gecirirken Kkitabinizi son
derece faydall buldum.”;

Pyung Ho Kim, ABD: “Su an bir doktora &grencisiyim... Ekonomik cografya
6greniyorum ve topolojinin temel bir kavramini 6grenmek icin kitabinizi kusursuz
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buldum.”;

Javier Hernandez, Tdlrkiye: “Mumu masa altinda saklamakla sadece elde edecedi
faydalari ve bize i1sik tutmak icin para kazanmay! dustinmeksizin bilgisini digerleriyle
paylasmak icin caba harcayan sizin gibi kisilere minnettarim.”;

Martin D. Siyaranamual, Ekonomi ve Kalkinma Calismalari Merkezi (CEDS),
Padjadjaran Universitesi, Bandung, Endonezya: “Stockholm Ekonomi okulundaki
calismama gelecek Eylul'e kadar devam edecedimden dolay! kitabinizi benim icin
faydali buldum. Yaptiginiz her sey icin tesekkulrler, yuksek okula gitmeden &nce
hazirlanmam icin kitabin cok yardimi oldu.”;

J. Chand, Awvustralya: “topology without tears’'t ortaya koydugunuz icin cok
tesekkirler. Kitabiniz olaganustud.”;

Richard Vande Velde, ABD: “iki yIl énce "Topology without Tears"in bir kopyasini
kendim kullanmak amaciyla indirmek Uzere sizinle irtibata gecmistim. O zamanlar
topolojide birlestirilmis lisans/lisanslusti dersi veriyordum. Metin erisimi (online) icin
Ogrencilere URL adresi verdim. Sizin yaptiginizla tam olarak ayni sirada gelismeleri ve
konulari takip etmesem bile ders icin tek gerekli kitap oldugunu sinifimdaki 6grencilere
belirttim! Bunun cok guzel bir tavsiye oldugunu dusunuyorum. Tarih kendini tekrar
ediyor ve iki yIl sonra ayni dersi ayni 6grencilere 6gretivorum. Bu yuzden kitabin tam
bir sirimudnd indirmek istiyorum.”;

Profesdr Sha Xin Wei, Gulzel Sanatlar ve Bilgisayar Bilimi, Concordia Universitesi,
Kanada: "Topoloji tzerine cok dikkatli ve icten bir sekilde yazilmis metninize évguler!
"Yasayan" matematigi, hevesli bilimsel akranlarima ve sanatcilara tanitan bir ders
icin onu uyarlamay! dusundyorum. Odin vermeksizin akranlara ulasan sizinki gibi
calismalar bulmak daima memnuniyet vericidir.”;

Docent Dr Rehana Bari, Banglades: ‘“Bangladesh, Dhaka Universitesi, Matematik
bolumuinun yluksek lisans sinifinda topoloji dersi 6gretmeniyim. Sahane kitabiniz
"Topology Without Tears"in bir kopyasini Kisisel kullanim icin alabilir miyim?";
Emrah Akyar, Matematik Bolumu, Anadolu Universitesi, Turkiye: ‘“Guzel kitabiniz
"Topology without Tears"i simdi gérdum ve bu yaz ddénemi kitabinizi takip etmeyi
planliyorum.":

Rahul Nilakantan, Doktora Ogrencisi, Guney Kaliforniya Universitesi, Ekonomi
Bolumu, ABD: “Los Angeles, Gluney Kaliforniya Universitesi, Ekonomi Bolumu'nde
doktora 6grencisiyvim. EKsik piyasalarla genel denge alaninda calismayl umuyorum.
Bu alan topolojik kavramlarin tam bir anlayisini gerektiriyor. MuUkemmel kitabiniz
Kansas Universitesi'nden meslektasim (Mr. Ramu Gopalan) tarafindan Onerildi.
Kitabin basilamayan pdf dosyasindan bir kismini okuduktan sonra bu kitabin topoloji
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6grenmek icin okumak isteyecegim kitap oldugu hukmune vardim.”;

Long Nguyen, ABD: “Boylesine zor bir konuda bu kadar acik bir kitap daha once
gérmedim.’”;

Renato Orellana, Sili: “Harika kitabiniz icin tebrikler. ik bolumleri inceledim ve
harika vakit gecirdim. Topolojinin benim ulasabilecegimden 6te bir konu oldugunu
dasunurdim, simdi kendimi bu konuda bir iyimser olarak tarif edebilirim. ";

Sisay Regasa Senbeta, Dekan Yardimcisi, Ticaret ve Ekonomi Fakultesi, Addis
Ababa Universitesi, Etiyopya: "Dogu Afrika, Etiyopya, Ababa Universitesi, ekonomi
boéliumuinde okutmanim. Kitabinizin basilabilir bir kopyasini gbénderebilir misiniz?";
Nicanor M. Tuan, 'Davao Oriental State College of Science and Technology’, Filipinler:
“Selamlar! Egitim kaynaklarinizi coOmertce paylasmaniz icin sukranlarimi vurgulamak
istiyorum. Topolojik olgunlugu kazanmamizda bana ve Ogrencilerime gercekten
yardim ediyorsunuz. TesekkuUrler, kolay gelsin.”;

Ernita R. Calayag, Filipinler: “Ben bayan Ernita R. Calayag, Filipinliyim, De La
Salle Universitesi Matematik bolimunde doktora 6grencisiyim. Kitabiniz “Topology
Without Tears" hakkinda iyi seyler duydum ve matematik &grencisi olarak, bir
kopyasini elde etme ve ondan faydalanma firsatini kaciramam. Sizin onaylamanizla
birlikte matematigin kurucusu niteligindeki Topolojiyi anlamaya baslayabilecegimi
umuyorum.”;

Nikola Matejic, Sirbistan: “Kitabiniz gercekten essiz, degerli ve genis bir Kitle icin cok
uygun. Bu sizden dunya capinda takdir edilen degerli bir hediyedir. Sanirim topolojide
uygun bilgi elde etmeye ihtiyac duyan neredeyse herkes kitabinizdan oldukca
faydalanabilir.”;

Iraj Davoodabadi, iran: “(Uygun olmayan mektubum icin beni bagislayin) Ben bir
mekanik muhendisiyim ancak matematikle cok cok (6zellikle analizle daha fazla)
ilgiliyim. Ogretmen olmaksizin kendi kendime calisiyorum. Soyut matematikte heniz
iyi olmadigim icin buradaki bazi konular benim icin zor (érnegin topoloji ve soyut
analiz). Simdi sizin kitabinizi calisiyorum. Bu kitap bu konudaki diger kitaplardan ve
simdiye kadar bana &gretilenlerden cok cok farkl [Tesekkdirler]'";

Dr Abdul Iguda, Bayero Universitesi, Kano, Nijerya: "Benim adim Abdul Iguda (Genel
Topolojide doktor). 18 yildir Gniversitemde Genel Topoloji 6gretiyorum. Ayrica iki
universiteye (Gwambe Devlet Universitesi ve Umaru Musa Yar'Adua Universitesi)
misafir 6gretim (yesi olarak gidiyorum. (Topology Without Tears) kitabinizin
(Ocretsiz) basilabilir bir versiyonunu istiyorum. Cok tesekkdrler";

Mahdi Jafari, KNToosi Universitesi, Tahran, iran: "Benim adim Mahdi Jafari ve uzay
muhendisligi calisiyorum."
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Jayakrishnan M, Kerala, Hindistan: “Matematik bdlimu lisans égrencisiyim ve bu vil
topoloji 6grenmeye basladim. Simdiye kadar 6grendiklerimin hepsi Stopology with
tears’ idi. Topoloji (kitabinizla tanisana kadar) benim icin en zor alan oldu. Ancak
bazi teoremleri ezberleyebildim. Fakat her zaman problemlerle karsilastim. Sanirim
bir problemi bile cézemeden ve konuyu acikca anlamadan daha fazla teoremi sadece
ezberleyerek daha ileri gitmenin anlamsiz oldugunu dusuntuyorum. Bdyle bir zorlukla
topoloji alirken bana yardimci birkac kaynagl internette aradim. Buldugum cogu
sey benim takip ettigim notlar ve kitaplarla asagl yukari ayniydi. Ancak kusursuz,
tamamen farkli bir calisma olan konularin guzel bir sekilde sunuldugu, her bir tanimin
belli sayida iyi 6rnekle aciklandigi TOPOLOGY WITHOUT TEARS'I bulmaktan
memnun oldum. Calismaniz kolay ulastlabilirligi ile digerlerinden ayrilir. Simdi topoloji
6grenmekten gercekten zevk aliyorum. Topolojiyi benim icin ilgin¢ bir konu yaptiginiz
icin tesekkurlerimi sunuyorum.”;

M.A.R. Khan, Karachi: “Bir tcuncu dunya 6grencisini hatirladiginiz icin tesekkurler.”.

0.4 Yazar

Yazar Sidney (Shmuel) Allen Morris, Avustralya Ballarat Universitesi'nde emekli
profesdr, Avustralya La Trobe Universitesi'nde misafir profesér, ve Avustralya,
Adelaide, The William Light Enstitist'nde akademik kurul baskanidir. Nisan 2010'a
kadar bilisim profesdru ve Ballarat Universitesi Bilgi Teknolojisi ve Matematik Bilimleri
Lisansusti Okulu muadard idi. New England Universitesi, Wollongong Universitesi ve
Glney Avustralya Universitesi matematik bélimuinde (tam) kadrolu profesor olarak
gbrev yapmistir. Ayrica Yeni Guney Galler Universitesi, Adelaide La Trobe Universitesi,
Tel Aviv Universitesi, Tulane Universitesi ve Bangor'daki Kuzey Galler Universitesi
Koleji'nde gorevlerde bulnmustur. "Mathematical Association of America"’'dan Lester
R. Ford odulund ve "Australian Computer Society"'den Seckin Hizmet odulinu
almistir. Halen "Gazette of the Australian Mathematical Society"'nin editérudar,
"Research and Practice in Information Technology" dergisinde sef editdru, "Australian
Mathematical Society" bulteninin editdrt, "Group Theory" dergisi editéria ve
Cambridge Universitesi yayin evi tarafindan basilan kitaplar serisi olan "Australian
Mathematical Lecture Series"de kurucu sef editdéri olarak hizmet vermistir. Yazar
asadidaki dort kitabi yayinlamistir;

(1) Karl Heinrich Hofmann ile birlikte, “The Lie Theory of Connected Pro-Lie
Groups: A Structure Theory for Pro-Lie Algebras, Pro-Lie Groups, and Connected
Locally Compact Groups”, European Mathematical Society Publishing House,
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XV + 678pp, 2007, ISBN 978-3-03719-032-6;

(2) Karl Heinrich Hofmann ile birlikte, “The Structure of Compact Groups: A Primer
for the Student — A Handbook for the Expert”, Third Edition, xxii + 924pp.,
de Gruyter 2013. ISBN 978-3-11-029655-6

(3) “Pontryagin Duality and the Structure of Locally Compact Abelian Groups”,
Cambridge University Press, 1977, 136pp. (Tranlated into Russian and published
by Mir);

(4) Arthur Jones ve Kenneth R. Pearson ile birlikte, “Abstract Algebra and Famous
Impossibilities "', Springer-Verlag Publishers, 1st ed. 1991, ISBN 0-387-97661-2,
Corr. 2nd printing 1993, ISBN 3-540-97661-2

Ayrica uluslararasi hakemli dergilerde yaklasik 140 arastirma makalesi yayimlamistir.
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Bolum 1

Topolojik Uzaylar

Giris

Tenis, futbol, beysbol ve hokey hepsi heyecan verici oyunlar olabilir ama oynamak icin
ilk olarak oyunlarin kurallarini (bazilarini) 6grenmek gerekir. Matematik de bunlardan

farkli degildir. Bu yuzden topolojinin kurallari ile baslayacagdiz.

Bu bolim topoloji tanimi ile baslamaktadir ve sonlu topolojik uzaylar, ayrik
uzaylar, asikar topolojik uzaylar ve sonlu-kapali topolojik uzaylar gibi ilgili bazi basit

orneklere yer verilmektedir.

Topoloji, grup teorisi gibi soyut matematigin diger dallarina benzer bicimde,
aksiyomatik bir konudur. Bundan dolay! aksiyomlarin kiimesi ile baslayacagiz. Onermeleri
ve teoremleri kanitlamak icin bu aksiyomlari kullanacagiz. Bu, kanit yazma becerilerini

gelistirmek icin son derece dnemlidir.

Kanitlar nicin énemlidir? Gérevimizin bir bina insa etmek oldugunu varsayalim.
Mutlaka temel ile baslamaliyiz. Bizim durumumuzda ise bunlar aksiyomlar veya
tanimlar olup her sey onlarin Uzerine insa edilir. Her teorem ya da dnerme, vyeni
bir bilgi seviyesini temsil eder ve kesin olarak bir 6énceki seviyeyle baglantili olmasi
gerekir. Yeni seviyeyi, bir dncekine bir kanit kullanarak ekleriz. Bu yuzden kanitlar alt
seviye ile baglantiyl kuran harclar iken teoremler ve dnermeler elde ettigimiz bilginin

yeni zirveleri olur. Kanitlar olmadan vyapi ¢cdker.

Oyleyse bir matematiksel kanit nedir?

18
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Bir matematiksel kanit, size verilen bilgilerle baslayan, mantiksal akil yurdtme
ile devam eden ve sizden ispatlamanizi istenilen ile biten, hata kabul etmeyen bir
cikarimdir.

Bir ispata, size verilen bilgileri yazarak ve ardindan sizden kanitlanmasi istenen
durumu belirterek baslamalisiniz. Eger verilen bilgi veya kanitlamaniz istenen sey
teknik terimler iceriyorsa bu teknik terimlerin tanimlarini yazmalisiniz.

Her kanit tam cimlelerden olusmalidir. Bu cimlelerin her biri ya (i) daha énceden
belirtilmis olan bir durum ya da (ii) halihazirda kanitlanmis teorem, énerme ya da
lemma olmalidir.

Bu kitapta bircok kanit gdreceksiniz, fakat matematik bir gdsteri sporu degildir.
Bu katilimcilar icin bir oyundur. Kanit yazmay! 6grenmenin tek yolu bunlari kendi

kendinize yazmaya calismaktir.

1.1 Topoloji

1.1.1 Tanimlar. X bostan farkl bir kime olsun. X'in alt kimelerinin bir

ailesi T asagidaki ozellikleri saghyorsa X uUzerinde bir topoloji denir;
(i) X ve © bos kiime T 'ya aittir,

(ii) 7'daki herhangi (sonlu veya sonsuz) sayida kiimenin birlesimi 7'ya aittir, ve

(iii) 7'daki herhangi iki kiimenin kesisimi 7'ya aittir.

(X, T) ikilisine bir topolojik uzay denir.

1.1.2 Ornek. X ={a,b,c,d,e, f} ve

T1=1{X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d e, f}}

olsun. 7, Tanimlar 1.1.1'in (i), (ii) ve (iii) sartlarini sagladigindan X Gzerinde bir
topolojidir. []
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1.1.3 Ornek. X ={a,b,c,d, e} ve
To=1{X,0,{a},{c,d},{a,c,e},{b,c,d}}
olsun. Bu takdirde T3y 'nin iki elemaninin birlesimi
{¢,d} U{a,c,e} ={a,c,d, e}

T,'ye ait olmadigindan; yani Tanimlar 1.1.1'in (ii) sartini saglamadigindan 7, ailesi

X Uzerinde bir topoloji |degildir|. []
1.1.4 Ornek. X ={a,b,c,d,e, f} ve

7-3 = {X7 @7 {a}7 {f}7 {a7 f}7 {a’707 f}? {b7 C7 d? 67 f}}
olsun. O halde T3'0Un iki elemaninin kesisimi

{a,c, fy 0 {be;de, f} = {e, [}

T3'e ait olmadigindan; yani Tanimlar 1.1.1'in (iii) sartini saglamadigindan 73 ailesi

X Uzerinde bir topoloji |degildir|. []

1.1.5 Ornek. N tim dogal sayilar (yani, tim pozitif tam sayilar) kiimesi olsun
ve T, ailesi de N, @ ve N'nin tum sonlu alt kiimelerinden olussun. Oyleyse 7,'Un
elemanlarinin sonsuz birlesimi

(2bU{U-- U{njU--=1{23,....n,...}

T,'e ait olmadigindan; yani Tanimlar 1.1.1%in (ii) sartini saglamadigindan 7, ailesi N

Uzerinde bir topoloji |degildir|. []

1.1.6 Tanimlar. X bostan farkli herhangi bir kime ve 7, X'in tum alt
kimelerinin ailesi olsun. Oyleyse T'va X kumesi Uzerinde ayrik topoloji denir.
(X, T) topolojik uzayina da ayrik topolojik uzay denir.

Tanimlar 1.1.6'daki T'nun Tanimlar 1.1.1'in kosullarini sagladigini ve bu yuzden
de bir topoloji oldugunu gbrebiliriz.

Tanimlar 1.1.6'daki X kiimesinin bostan farkll bir kiime olabilecegine
dikkat ediniz. Bu yuzden her bir X kimesi icin bir tane olmak Uzere sonsuz sayida
ayrik uzay vardir.
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1.1.7 Tanmlar. X bostan farkli bir kime ve T = {X, @} olsun. Oyleyse
T'ya ayrik olmayan topoloji ve (X,7)'ya da ayrik olmayan topolojik uzay

denir.

Bir kez daha 7'nun Tanimlar 1.1.1'in kosullarint sagladigini ve bu yuzden de bir

topoloji oldugunu kontrol etmek zorundayiz.

Tanimlar 1.1.7'deki X kimesinin bostan farkli bir kiime olabilecegini
tekrar gbzlemleyelim. Bu yuzden her bir X kumesi icin bir tane olmak Uzere sonsuz

saylda ayrik olmayan uzay vardir.

Bu bdlumuoan giris kisminda, ispatlarin édnemini ve ispat
vaziminin neleri icerdigini tartistik. ispatlarla ilk
deneyimimiz Ornek 1.1.8 ve Onerme 1.1.9 olacaktir. Bu
ispatlari dikkatlice calismalisiniz.

Ispatlarla ilgili olan YouTube videolarinin birincisini izlemek
isteyebilirsiniz. Bu video

“Topology Without Tears — Video 4 — Writing Proofs in
Mathematics”

olarak adlandirildi ve YouTube'da
http://youtu.be/T1snRQEQuEk

va da Cin Youku sitesinde

http://tinyurl.com/mwpmlqgs

veya

http://www.topologywithouttears.net

linklerinden izlenilebilir.



http://youtu.be/T1snRQEQuEk
http://tinyurl.com/mwpmlqs
http://www.topologywithouttears.net
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1.1.8 Ornek. X ={a,b,c} ve {a} € T, {b} € T ve {c¢} € T olmak lUzere T, X
Uzerinde topoloji olsun. 7'nun ayrik topoloji oldugunu ispatlayalim.

Ispat.

Bize T'nun bir topoloji ve {a} € T, {b} € T, ve {c} € T oldugu verilmistir.
T'nun ayrik topoloji oldugunu; yani (Tanimlar 1.1.6'dan) 7'nun X'in

alt kimelerini icerdigini ispatlamamiz isteniyor. 7'nun topoloji oldugunu ve
dolayisiyla Tanimlar 1.1.1'in (i), (ii), ve (iii) sartlarini sagladigini hatirlayalim.

Bu yuzden X'in tum alt kimelerini yazarak ispatimiza baslamaliyiz.

X kumesinin 3 elemani vardir ve dolayisiyla 2* tane farklh alt kimesi vardir.
Bunlar; Sy = 0, Sy = {a}, S3 = {b}, Sy = {c}, S5 = {a,b}, Ss = {a,c}, S; = {b,c} ve
Ss = {a,b,c} = X'dir.

Bu alt kiimelerin her birinin T'da oldugunu ispatlamamiz isteniyor. T bir topoloji
oldugundan Tanimlar 1.1.1 (i), X ve @'nin 7 'nun elemani; yani, S; € T ve Sg € T
olmasini gerektirir.

Bize {a} € T, {b} € T ve {c} € T; yani, S, € T, S3€ T ve S, € T verilmistir.

ispati tamamlamak icin S5 € T, Ss € T ve S; € T oldugunu gdéstermemiz gerekir.
Oysa S5 = {a,b} = {a} U {b}'dir. {a} ve {b}, T'da verildiginden, Tanimlar 1.1.1 (ii)
onlarin birlesiminin de T 'da; yani, S5 = {a,b} € T olmasini gerektirir.

Benzer sekilde  Sg = {a,c} = {a}u{c} €T ve S;={bc}={b}u{c}eT dir. L[]

Bu bdélumdin tanitma amaciyla yapilan yorumlarinda matematigin bir seyirci
sporu olmadigini séyledik. Aktif bir katihmci olmalisiniz. Tabii ki katiliminiz bazi
alistirmalari yapmayi icermektedir. Fakat sizden bundan daha fazlasi beklenmektedir.

Size verilen gerec konusunda |dusinmek | zorundasiniz.

Gorevlerinizden biri ispatladigimiz sonuclara bakmak ve ilgili sorular sormaktadir.
Ornegdin, sadece {a}, {b} ve {c} tek nokta kimelerinin her biri T7'da ve X = {a,b,c}
ise T'nun ayrik topoloji oldugunu gdstermistik. Bunun daha genel bir olgunun bir
ornegi olup olmadigini sormalisiniz, yani T her tek nokta kiumesini icerecek sekilde
iken (X, T) herhangi topolojik uzay ise T ayrik topoloji olmak zorunda midir? Cevap
"evet" dir, ve bu Onerme 1.1.9'da ispatlandi.



1.1. TOPOLOUJI

23

sekilde bir topolojik uzay ise T bir ayrik topolojidir.

1.1.9 Onerme. (X,T), her z € X icin, {z} tek nokta kimesi 7T 'da olacak

ispat.

Bu sonu¢ Ornek 1.1.8'in bir genellemesidir. Boylece ispatin benzer olmasi
beklenebilir. Ancak, Ornek 1.1.8’de yaptigimiz gibi X'in tim alt kiimelerini
listeleyemeyiz cunkl X sonsuz bir kGime olabilir. Yine de X'in alt
kimesinin 7'da oldugunu ispatlamak zorundayiz.

Bu noktada, 6rnegin 4,5 ya da hatta 100 elemandan olusan X'i alarak,
herhangi 6zel durumlar icin sonucu kanitlamak cazip gelebilir. Ancak bu
yaklasim basarisiziga mahkimdur. Matematiksel kanitin hata kabul etmez
bir delil oldugunu acikladigimiz bu boélumun giris yorumlarini hatirlayalim.
Birkac &6zel durumu ya da cok fazla sayida &ézel durumlari bile gbéz dnlune
alinarak hata kabul etmez bir delil uretemeyiz. Boylece bir delil |[tum
durumlari icerir. Bu yuzden bostan farklh keyfi bir X kUimesi ele almaliyiz.
Bir sekilde X'in her alt kiimesinin 7'da oldugunu ispatlamaliyiz.

Ornek 1.1.8'in ispatina tekrar bakarak kilit noktay!r goriyoruz, Oyle Ki
X'in her alt kimesi X'in tek nokta alt kimelerinin bir birlesimidir ve tUm
tek nokta klmelerinin zaten 7'da oldugunu biliyoruz. Bu genel durumda da

dogrudur.

Her kiimenin tek nokta alt kimelerinin bir birlesimi oldugu gercegini kaydederek

ispata baslayalim. S, X'in herhangi alt kimesi olsun. O halde

s =Jtst

z€eS

olur.

Her {z}'in T'da oldugu verildigine gére Tanimlar 1.1.1 (ii) ve yukaridaki ifade

S € T olmasini gerektir. S, X'in keyfi bir alt kiimesi oldugundan 7'nun ayrik topoloji

oldugunu gdrmekteyiz.

[]



24 BOLUM 1. TOPOLOJIK UZAYLAR

Her S kumesinin tek nokta alt kimelerinin bir birlesimi olmasi kitap boyunca
bircok farkli durumda zaman zaman kullanacagimiz bir sonuctur. Bunun S = @ iken
bile sonucunu O olarak elde ettigimiz bos birlesimi olusturdugumuzda saglandigina
dikkat edelim.

Alistirmalar 1.1

1. X ={a,bc,d,e f} verilsin. X'in alt kimelerinin asagidaki siniflarinin X Gzerinde
bir topoloji olup olmadigini belirleyiniz:

(a) T = {X7 A, {a}v {a7 f}v {baf}7 {a7bv f}}v
(b) T2 ={X, O, {a,b, f}, {a,b,d}, {a,b,d, f}};
() T3 ={X, 0, {f} {e [} {a f}}.

2. X ={a,b,c,d,e, f} verilsin. X' in alt kimelerinin asagidaki siniflarindan hangileri
X Uzerinde bir topolojidir? (cevabinizi dogrulayiniz.)

(a) 71 =1{X, O, {c}, {b,d,e}, {b,c,d, e}, {b}};
(b) T2 ={X, O, {a}, {b,d,e}, {a,b,d}, {a,b,d,e}};
(c) Ts={X, 0, {b}, {a,b,c}, {d. e, f}, {b,d, e, f}}.

3. X ={a,b,c,dye, f} and ve T, X Uzerinde ayrik topoloji ise asadidaki ifadelerden
hangileri dogrudur?

(a) X eT; (b) {X}eT; (c) {0} eT; (d) 0eT;
(e) Ve X; (f) {0} € X; (9) {a} e T; (h) aeT;
(i) © C X; () {a} € X; (K {otcx; ()aeX;
(m) Xxc7; (n){a}CT; () {X}<c7;  (P)aCT.

[ipucu. Yukarida tam olarak 6 tane dogru var.]

4. (X,T) herhangi bir topolojik uzay olsun. 7 herhangi sonlu sayida elemanin
kesisiminin 7’'nun elemani oldugunu kanitlayiniz.
[ipucu. ispatlamak icin “matematiksel timevarim” kullaniniz.]
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5. R tum gercel sayilar kiimesi olsun. R'nin alt kimelerinden asagidaki siniflarinin
her birinin topoloji oldugunu kanitlayiniz.
(i) 71, R, @ ve herhangi n pozitif tam sayisi icin tim (—n,n) araliklarindan olusur;
(ii) T2, R, © ve herhangi n pozitif tam sayisi icin tim [—n,n| araliklarindan olusur;

(iii) T3, R, © ve herhangi n pozitif tam sayisi icin tim [n,oc0) araliklarindan olusur.

6. N tum pozitif tam sayilarin kimesi olsun. N'nin alt kdmelerinin asagidaki

siniflarinin her birinin bir topoloji oldugunu kanitlayiniz.

(i) 71, N, © ve herhangi n pozitif tam sayisi icin her {1,2,...,n} kimelerinden
olusur. (Bu baslangic bolut topolojisi olarak adlandirilir.)
(ii) T2, N, @ ve herhangi n pozitif tam sayisi icin her {n,n+1,...} kimelerinden

olusur. (Bu bitis bolut topolojisi adi olarak adlandirilir.)

7. Asagidaki kimeler tUzerinde tim olasi topolojileri listeleyiniz:
(a) X ={a,b};
(b) Y ={a,b,c}.

8. X sonsuz bir kime ve T Uzerinde bir topoloji olsun. X'in her sonsuz alt kumesi

T'da ise T'nun ayrik topoloji oldugunu ispatlayiniz.
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9.* R tum gercel sayilar kiimesi olsun. R'nin alt kiimelerinin asagidaki on sinifindan
hangi Ucu topolojidir? Bunlarl tespit ediniz ve cevabinizi dogrulayiniz.

(i) 71, R, ©® ve a < b olmak Uzere herhangi a ve b gercel sayilari icin her (a,b)
araligini icerir;

(ii) T2, R, © ve herhangi r pozitif gercel sayisi icin her (—r,r) araligini icerir;
(iii) 73, R, @ ve herhangi r pozitif rasyonel sayisi icin her (—r,r) araligini icerir;
(iv) T4, R, @ ve herhangi r pozitif rasyonel sayisi icin her [—r,r] arahgini igerir;
(v) T5, R, © ve herhangi r pozitif irrasyonel sayisi icin her (—r,r) arahigini icerir;
(vi) Te, R, @ ve herhangi r pozitif irrasyonel sayisi icin her [—r,r] araligini icerir;
(vii) T7, R, © ve herhangi r pozitif gercel sayisi icin her [—r,r) arahgini icerir;
(viii) Ts, R, @ ve herhangi r pozitif gercel sayisi icin her (—r,r] arahgini icerir;

(ix) To, R, @ ve herhangi r pozitif gercel sayisi icin her [—r,r] araligini ve her (—r,r)
araligini icerir;

(X) T, R, © ve herhangi n pozitif tam sayisi ve herhangi r pozitif gercel sayisi
icin her [—r,r] arahigini ve her (—r,r) arahgini icerir.

1.2 Acik Kumeler, Kapalh Kumeler, Hem Acik Hem Kapali
Kumeler

Surekli olarak “7 'nun elemanlari" demek yerine bdyle kimelere bir isim vermek daha
uygundur. Onlara “acik kimeler" denir. Ayrica acik kimelerin tumleyenlerine de isim
verilir. Onlar da “kapali kimeler" olarak adlandirilir. Bu terminoloji ideal olmamakla
birlikte gercel sayilar ailesindeki “acik araliklar" ve “kapali araliklar" kavramlarindan
gelmektedir. B&6lium 2'de bunlar hakkinda daha fazla bilgiye sahip olacagiz.

1.2.1 Tanim. (X, T) herhangi bir topolojik uzay olsun. Bu durumda 7'nun
elemanlari acik kumeler olarak adlandirilir.
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1.2.2 Onerme. Eger (X,T) herhangi bir topolojik uzay ise
(i) X ve O acik kimelerdir,

(ii) herhangi (sonlu ya da sonsuz) sayida acik kimelerin birlesimi bir acik

kimedir, ve

(iii) herhangi sonlu sayida acik kiimelerin kesisimi bir acik kimedir.

Ispat. Acik¢a (i) ve (ii), Tanim 1.2.1 ve Tanimlar 1.1.1 (i) ve (ii)'nin asikar
sonuclaridir. (iii) kosulu ise Tanim 1.2.1 ve Alistirmalar 1.1 #4'den goralir. []

Onerme 1.2.2'yi okudugunuzda, hafizanizda bir soru meydana gelir: Acik
kimelerin herhangi sonlu ya da sonsuz birlesimi acikken acik kiimelerin sadece
kesisimlerinin acik oldugu ifade edilir. Acik kimelerin sonsuz kesisimleri daima acik
midir? Asagidaki 6rnek cevabin “hayir" oldugunu goésterir.
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1.2.3 Ornek. N tum pozitif tam sayilarin kimesi olsun. 7, N'de S'nin tumleyeni
N\ S sonlu bir kime olacak sekilde N'nin her S alt kimesi ve @'den olussun. T'nun
Tanimlar 1.1.1'i sagladigl ve boylece N Uzerinde bir topoloji oldugu kolay bir sekilde
goérular. (Bir sonraki kisimda bu topolojiden ayrica s6z edilecek olup sonlu kapall
topoloji olarak adlandirilacaktir.) Her bir n dogal sayisi icin S, kiimesini asagidaki
gibi tanimlayalim:

Sp,={1}u{n+1}u{n+2}u{n+3tu---={1}U G {m}.

m=n+1

T topolojisinde her bir S, kimesi acik bir kimedir. CunkU tumleyeni sonlu bir
kiumedir. Bununla birlikte,

ﬂ Sn = {1} (1)

dir. {1}'in timleyeni ne N ne de sonlu kiime oldugundan, {1} acik kime degildir. Bu
ylzden (1) gosterir ki S, acik kiimelerinin kesisimi acik dedildir. []

Ornek 1.2.3'deki 6rnegdi nasil buldunuz? diye sorabilirsiniz. Cevap siradandir!
Deneme ve yanilma yoluyla bulunmustur.

Ornegin eger ayrik bir topolojiyi deneseydik acik kimelerin her bir kesisiminin
gercekten acik oldugunu bulurduk. Ayni sey ayrik olmayan topolojide de gecerlidir.
Oyleyse yapmaniz gereken bazi ustaca tahminlerdir.

Acik kiumelerin kesisimlerinin acilk kime olmak zorunda olmadigini ispatlamak
icin bir karsit érnege ihtiyaciniz oldugunu unutmayiniz!

1.2.4 Tanim. (X, T) bir topolojik uzay olsun. Eger X'in bir S alt kimesinin
X'deki tumleyeni X'\ S, (X,7)'da acik ise S alt kimesine (X, 7)'da kapall kume
denir.

Ornek 1.1.2'de kapali kimeler

0, X, {b,c,d,e, f},{a,b,e, f},{b,e, f} ve {a}

dir. Eger (X,T) bir ayrik uzay ise X'in her bir alt kimesinin kapali bir kime oldugu

asikardir. Ancak bir (X, T) ayrik olmayan uzayinda kapali kimeler sadece X ve @'dir.
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1.2.5 Onerme. Eger (X, T) topolojik uzay ise
(i) ©® ve X kapali kimelerdir,

(ii) herhangi (sonlu ya da sonsuz) sayida kapali kimelerin kesisimi bir kapal

kiumedir ve

(iii) herhangi sonlu sayida kapali kiimelerin birlesimi bir kapali kiimedir.

Ispat. (i) sikki, X'in timleyeni ® ve @'nin timleyeni X oldugundan Onerme 1.2.2
(i) ve Tanim 1.2.4'ten dogrudan gorulur.

(iii) sikkinin dogru oldugunu kanitlamak (zere Si,S5,,...,S, kapali kimelerini
alalim. S;US,U---U S, nin bir kapali kime oldugunu ispatlamamiz isteniyor. Tanim
1.2.4'den X\ (S;US;U---US,)"in bir acik kime oldugunu gdstermek yeterlidir.

S1,82,...,8, kapal kimeler olduklari icin timleyenleri olan X\ Sy, X\Ss, ..., X\S,
aclk kumelerdir. Ancak

X\ (S1USU---US,)=(X\S)NX\S)N---N(X\S,) (1)

dir. (1)'in sag tarafl acik kimelerin sonlu bir kesisimi oldugu icin bir acik kiimedir.
Bu ylzden (1)'in sol tarafi bir acik kiimedir. Boylece S;US,U---US, bir kapali kimedir.
Bu yuzden (iii) dogrudur.

(i) sikkinin ispati (iii) sikkina benzerdir. [Ancak bununla birlikte, Ornek 1.3.9'un

ispatindaki uyariyr okumalisiniz.] []



30 BOLUM 1. TOPOLOJIK UZAYLAR

Uvari. “Acik” ve “kapali” isimleri topoloji diunyasina yeni gelenleri sik sik yaniltmaktadir.
Bu isimlere ragmen bazi acik kimeler ayrica kapali kimelerdir! Dahasi bazi kimeler

ne aclk ne de kapali kimelerdir! Gercekten de Ornek 1.1.2'yi gdz énine alirsak
goruruz ki,

(i) {a} kimesi hem acik hem kapaldir;

(ii) {b,c} kimesi ne acik ne de kapahdir;

(iii) {c,d} kimesi aciktir fakat kapal degildir;

(iv) {a,b,e, f} kimesi kapahdir fakat acik degildir.

Ayrik olmayan (X, T) uzayinda X ve O haricinde X'in tum alt kimeleri ne acik ne
de kapall iken ayrik uzaydaki her kiime hem acik hem kapali kimedir. []
Kumelerin hem acik hem de kapali olabilecegini hatirlatmak icin asagidaki tanimi

verelim.

1.2.6 Tanim. Bir (X, T) topolojik uzayinin bir S alt kimesi acik ve kapal
ise bu kimeye (X,7)'da hem acik hem kapal denir.

Her (X, T) topolojik uzayinda X ve @'nin her ikisi de hem acik hem kapahdir.t
Bir ayrik uzaydaki X'in tim alt kimeleri hem acik hem kapalidir.

Bir ayrik olmayan uzayda hem acik hem kapali alt kimeler sadece X ve @'dir.

Alistirmalar 1.2

1. Ornek 1.1.2'deki X kimesinin 64 tane alt kimesinin hepsini listeleyiniz. Her bir
kiimenin yanina (i) hem acik hem kapali, (ii) ne acik ne kapali, (iii) acik ancak

kapali olmayan ve (iv) kapali ancak acik olmayan, olup olmadigini belirleyiniz.

2. (X, T) uzay! her alt kimesinin kapal oldugu bir topolojik uzay olsun. Bu uzayin

bir ayrik uzay oldugunu ispatlayiniz.

titiraf edelim ki “hem acik hem kapali" terimi cok hos olamayan bir kullanimdir ancak kullanimi
artik yaygindir.
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(X, T) bir ayrik uzay ya da ayrik olmayan uzay ise her acik kimenin, hem acik hem
kapali kime oldugunu gbézlemleyiniz. Bir X = {a,b,¢,d} kimesi Uzerinde ayrik ve
ayrik olmayan topolojiler disinda her acik kiimenin, hem acik hem kapali kime

oldugu bir T topolojisi bulunuz.

X sonsuz bir kime olsun. Eger 7, X uUzerinde X'in her sonsuz alt kimesi kapali
olacak sekilde bir topoloji ise T'nun ayrik topoloji oldugunu kanitlayiniz.

X bir sonsuz kime ve 7, X uzerinde X'in acik olan tek sonsuz alt kimesi X'in
kendisi olacak sekilde bir topoloji olsun. (X, T) uzayinin ayrik uzay olmasi gerekli

midir?

(i) T, X kimesi lUzerinde tam olarak doért kiimeyi icerecek sekilde bir topoloji

olsun:;
vani A ve B kumeleri X'in bostan ve birbirinden farklh alt kimeleri olmak

tizere T = {X,0,A,B} olsun. [A'nin X'in Ozalt kumesi olmasi A C X ve
A # X olmasl anlamina gelir. Bu A C X ile gosterilir.] A ve B'nin asagidaki

durumlardan sadece birini saglamasi gerektigini kanitlayiniz:

(a) B=X\4; (b) A C B; (¢c) B C A.
[ipucu. Oncelikle A ve B'nin en azindan bir kosulu saglamasi gerektigini
gosteriniz, daha sonra bu kosullardan birden fazlasi saglamayacagini goésteriniz.]

(ii) (i)'yi kullanarak, X = {1,2,3,4} Uzerinde tam olarak 4 kime iceren butun
topolojileri listeleyiniz.
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(i) Wikipedia’da http://en.wikipedia.org/wiki/Finite_topological_space Wweb

(i1)

(iii)

adresinde kaydedildigi gibi n € N noktali bir kime Uzerinde farkli topolojilerin
sayisi kucuk bir n icin bile cok fazla olabilir dyle ki n = 2 oldugunda 4
topoloji; n = 3 oldugunda 29 topoloji; n = 4 oldugunda 355 topoloji; n =5
oldugunda 6942 topoloji vardir. Matematiksel timevarimi kullanarak, n
arttikca topolojilerin sayisinin da artigini kanitlayiniz.

[ipucu. Eger n noktal bir kiime M farkh topolojiye sahipse n + 1 noktali bir
kiilmenin en az M + 1 topolojiye sahip oldugunu gdstermeniz gereklidir.]

Matematiksel tumevarimi kullanarak, X sonlu kimesi n € N noktaya sahip ise
en azindan (n — 1)! farkh topolojiye sahip oldugunu kanitlayiniz..

lipucu. X ={zy,...,2,} ve Y ={xy,...,2,, 2,41} Olsun. T, X Gzerinde herhangi
bir topoloji olmak lzere biri € {1,2,...,n} aliniz. Y Uzerinde bir T, topolojisini
su sekilde tanimlayiniz: Her bir U € T acik kimesi icin, U'daki herhangi bir
x;'yi z,41 ile yer degistirerek U;'yi tanimlayiniz; daha sonra Y\{z;} ve Y kiimeleri
de dahil tim U; kimeleri ile T;'yi olusturunuz. T,'nin gercekten Y Ulzerinde
bir topoloji oldugunu gosteriniz.]

X kimesi kardinalitesi X olan herhangi bir sonsuz kiime ise X Uzerinde en az
2% farkli topoloji oldugunu kanitlayiniz. Her sonsuz kiime Uzerinde sayllamaz
sayida farkli topoloji oldugu sonucunu cikariniz.

[ipucu. Sadece 3 acik kime ile en az 2% farkli topolojinin var oldugunu
kanitlayiniz. Kardinal sayilarin tanitimi icin bkz. Ek 1.]
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1.3 Sonlu-Kapah Topoloji
Hangi kimelerin acik oldugunu belirterek bir kime Uzerinde bir topoloji tanimlamak

alisilmistir. Ancak bununla birlikte, bazen hangi kimelerin kapali oldugunu sdyleyerek
topoloji tanimlamak daha olagandir. Bir sonraki tanim buna bir érnektir.

1.3.1 Tanim. X bos olmayan herhangi bir kime olsun. Eger X'in kapall
kimeleri X ve X'in tum sonlu alt kimeleri; yani acik kiimeleri ® ve X'in sonlu
timleyenlere sahip olan tum alt kimeleri ise X Uzerindeki T topolojisine sonlu-
kapali topoloji veya sonlu tumleyenler topolojisi denir.

Tanim 1.3.1'deki T'nun gercekten bir topoloji oldugunu; yani Tanimlar 1.1.1'in
her bir kosulunu sagladiginit géstermek gerekir.

Tanim 1.3.1'de X ve X'in sonlu kimelerinin kapali oldugu her topolojik uzayin
sonlu-kapall topoloji olarak isimlendirildigine dikkat ediniz. Bunlar kapall
kiimeler olmalidir. [Tabii ki herhangi bir X kimesi (zerindeki ayrik topolojide X
kimesi ve X'in tum sonlu alt kimeleri gercekten de kapalidir, fakat X'in tUm diger
alt kiimeleri de kapalidir.]

Sonlu-kapall topolojideki tim sonlu kGimeler kapalidir. Ancak bununla birlikte,
asadidaki 6rnek sonsuz alt kimelerin acik kumeler olmasi gerekmedigini gdsterir.

1.3.2 Ornek. N tum pozitif tam sayilarin kimesi ise Uzerindeki sonlu-kapali
topolojide {1}, {5,6,7}, {2,4,6,8} gibi kimeler sonludurlar ve dolayisiyla kapahdir.
Boylece tumleyenleri olan

{2,3,4,5,...}, {1,2,3,4,8,9,10,...}, {1,3,5,7,9,10,11,...}

kumeleri, sonlu-kapall topolojide acik kimelerdir. Diger bir yandan, cift pozitif tam
sayllar kimesi sonlu olmadigindan kapall bir kime degildir ve bdylece onun timleyeni
olan tek pozitif tam sayilar kimesi, sonlu-kapali topolojide bir acik kiime degildir.

Dolayisiyla tim sonlu kimeler kapali olmakla birlikte tim sonsuz kimeler acik
degildir. []
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1.3.3 Ornek. T bir X kimesi Uzerinde sonlu-kapali topoloji olsun. Eger X en
az 3 farkli hem acik hem kapall alt kimeye sahipse X'in sonlu bir kiime oldugunu
ispatlayiniz.

ispat.

T'nun sonlu-kapall topoloji oldugu ve en az 3 farkli hem acik hem kapali
alt kimesinin bulundugu bize verilmistir. X'in bir sonlu kime oldugunu
ispatlamamiz istenmektedir.

T 'nun sonlu-kapall topoloji olmasinin, X ve X'in tum sonlu alt kimelerinden
olusan ailenin tim kapali kimeler ailesi olmasi anlamina geldigini hatirlayiniz.
Ayrica bir kimenin hem acik ve hem kapali olmasi icin kimenin kapall ve
aclk, yvani her ikisi de olmasi gerektigini hatirlayiniz.

Her topolojik uzayda X ve ¢ olmak uzere en az 2 tane hem acik hem
kapali kime var oldugunu unutmayiniz. (Tanim 1.2.6'nin altindaki yoruma
bakiniz.) Fakat bize (X,7) uzayinda en az 3 tane hem acik hem kapal
kimenin var oldugu sdylenmisti. Bu X ve ¢'den baska hem acik hem kapali
bir alt kiime var oldugunu belirtir. Bu diger hem acik hem kapali kimeyi
dikkatlice incelemeliyiz!

Bizim (X, 7T) uzayimiz 3 farkli hem acik hem kapali alt kiimeye sahip oldugu icin,
X'in S # X ve § # () olacak sekilde hem acik hem kapali bir S alt kimesi vardir. S
alt kimesi (X, 7)'da acik oldugu icin Tanim 1.2.4, X\ S timleyeninin kapali olmasini
gerektirir.

Boylece S ve X\ S kimeleri sonlu-kapali 7 topolojisinde kapalidir. Bu nedenle S
ve X \ S, yani her ikisi de X'e esit olmadiklarindan sonludur. Fakat X = SU (X \ S5)
ve bdylece X iki sonlu kimenin birlesimidir. Bu nedenle istendigi gibi X sonlu bir
kimedir. []

Henlz herhangi bir sonsuz kiilme tzerine uc fakli topoloji koyabildigimizi biliyoruz—
ve cok daha fazlasi da vardir. Bildiklerimizin Gcl, ayrik topoloji, ayrik olmayan
topoloji ve sonlu-kapali topolojidir. O halde bir kime Uzerindeki topolojiyi belirlemek
icin daima dikkatli olmaliyiz.
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Ornegin, {n : n > 10} kUmesi dogal sayilar kiimesi Uzerindeki sonlu-kapali
topolojide aciktir fakat ayrik olmayan topolojide acik degildir. Tek dogal sayilar
kimesi, dogal sayilar kimesi Uzerindeki ayrik topolojide aciktir, fakat sonlu-kapali

topoloji icinde acik degildir.
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Muhtemelen daha 6nce karsilastiginiz bazi tanimlari hatirlayalim.

1.3.4 Tanimlar. f, X kimesinden Y kumesine bir fonksiyon olsun.

(i) z1,290 € X olmak Uzere f(z1) = f(x2) iken z; = x5 ise f fonksiyonuna bire-bir
veya injektif fonksiyon denir;

(ii) Her y € Y icin f(z) = y olacak sekilde bir z € X bir f fonksiyonu varsa orten
veya surjektif fonksiyon denir;

(iii) f fonksiyonu hem bire-bir hem de &érten ise bijektif fonksiyon denir.

1.3.5 Tanimlar. f, X kimesinden Y kumesine bir fonksiyon olsun. Her

x € X icin g(f(x)) =z ve her y € Y icin f(g(y)) =y olacak sekilde Y'den X'e bir g
fonksiyonu varsa f fonksiyonunun bir tersi vardir denir.

Asadidaki dnerinin ispati sizin icin bir alistirma olarak birakilmistir.

1.3.6 Onerme. f, X kimesinden Y kimesine bir fonksiyon olsun.
(i) f fonksiyonunun bir tersi vardir ancak ve ancak f bire-bir ve értendir.
(ii) g1 ve g2, Y'den X'e iki fonksiyon olsun. Eger g; ve g, fonksiyonlarinin her iKisi
de f'nin ters fonksiyonlari ise g; = go'dir; yani her y € Y icin ¢;1(y) = g2(y)'dir.
(iii) g, Y'den X'e bir fonksiyon olsun. ¢ fonksiyonu f'nin bir tersidir ancak ve
ancak f fonksiyonu g'nin bir tersidir.

Uyvari. Bir fonksiyon "bir noktay! bir noktaya ddénusturuyorsa" bu fonksiyonun bire-
bir oldugunu dusinmek 6grenciler icin cok yaygin bir hatadir.

Tum fonksiyonlar bir noktay! bir noktaya donusturur. Nitekim bu fonksiyon
taniminin bir parcasidir.

Bire-bir fonksiyon farklh noktalari farkhh noktalara eslestiren bir fonksiyondur.

[]
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Simdi daha 6nce hic¢c karsilasmadigimiz énemli bir kavrama dikkatimiz verelim.

1.3.7 Tanim. f, X kimesinden Y kumesine bir fonksiyon olsun. Eger §,
Y'nin herhangi bir alt kiimesi ise f~*(S) kimesi

f1(S)={r:r€ X and f(z) € S}

ile tanimlanmaktadir. X'in f~1(S) alt kiimesine S'nin ters goruntusu denir.

Hatirlarsiniz ki; f: X — Y'nin bir ters fonksiyonu vardir ancak ve ancak f bire-bir
ve Ortendir. Fakat Y'nin herhangi alt kimesinin ters géruantusu f bire-bir veya Orten

olmasa dahi vardir.

1.3.8 Ornek. f, Z tam sayilar kimesinden kendi icine, her z € Z icin f(z) = |z|
olacak sekilde verilmis bir fonksiyon olsun.

f fonksiyonu f(1) = f(—1) oldugundan birebir degildir.

Ayrica f(z) = —1 olacak sekilde herhangi bir z € Z var olmadigindan orten
de degildir. Boylece f kesinlikle bire-bir ve 6rten degildir. Bunun sonucu olarak
Onerme 1.3.6 (i)'den f bir ters fonksiyona sahip degdildir. Ancak bununla birlikte
ters goéruntuleri kesinlikle mevcuttur. Ornegin,

1({1,2,3}) ={-1,-2,-3,1,2,3}
f1({-5,3,5,7,9}) = {-3,-5,-7,-9,3,5,7,9}. O

Bu boélumu ilginc bir 6rnek ile bitirelim.

1.3.9 Ornek. (Y, T) bir topolojik uzay, X bos olmayan bir kime ve f, X'den
Y'ye bir fonksiyon olsun. 7, = {f'(S): S € 7} alahim. 7T,'in X Uzerinde bir topoloji
oldugunu ispat edelim.

Ispat.
Amacimiz 7, kumeler ailesinin X Uzerinde bir topoloji oldugunu gdstermektir.

Yani 71'in Tanimlar 1.1.1"in (i), (ii) ve (iii) kosullarini sagladigini gdostermemiz

gerekir.
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X=f4Y) ve YeT oldugundan X €T,
%]

f7H®) ve ©@eT oldugundan O cT;.

Boylece 71, Tanimlar 1.1.1'in (i) &zelligine sahiptir.

Tanimlar 1.1.1'in (ii) kosulunu saglatmak Gzere J indis kiimesi icin {4; : j € J},

T1'in elemanlarinin bir ailesi olsun. |J..;A; € T; oldugunu gbéstermeliyiz. A eT,y

jeJ
oldugundan T,'in tammi geredi B; € T iken A; = f~'(B;)'dir. Ayrica U, 4; =
Ues f1(By) = 17 (UjGJBj>'dir. [Bkz. Alistirmalar 1.3 # 1.]

T, Y Uzerinde bir topoloji oldugundan her j € J i¢cin B; € T ve boylece |J._;B; € T

olur. Bu nedenle T.'in tanimindan f! <Uj€JBj> € Ty, yani, UjeJAj € T, olur.

jeJ
Dolayisiyla 71, Tanimlar 1.1.1'in (ii) 6zelligine sahiptir.

[Uyari. Tuam kimelerin sayilabilir olmadigini hatirlayiniz. (Sayilabilir kiimeler lizerine
degerlendirmeler icin Ek bdélime bakiniz.) Bu gérius dogrutusunda A, Ay, ..., A,,...
kimelerinin T,'de oldugunu kabul etmek ve onlarin A;UA,U...UA,U... birlesimlerinin

T.'de oldugu gostermek yeterli olmayacaktir. Bu sadece T,'deki |sayilabilir| sayida
kimelerin birlesiminin 7;'de oldugunu ispat edecek, fakat 7; 'in Tanimlar 1.1.1'in

(ii) Ozelligine sahip oldugunu gostermeyecektir. Bu &zellik 7,'in ister sayilabilir ister
sayllamayan sayida kimelerinin, birlesimlerinin 7,'de olmasini gerektirir.]
Son olarak, A; ve A; kKumeleri T,'de olsun. A; N Ay € T1 oldugunu gdstermeliyiz.

A17A2 €Ty Oldugundan Bl,BQ € T iken Al = fﬁl(Bl) ve AQ = fﬁl(Bg),dir.

ANAy=fH(B)NFUBy) = f BN By). [Bkz. Alistirmalar 1.3 #1.]

BN By € T oldugu icin f~Y(B,NB,) € T, elde ederiz. Bu yluzden A;NA, € T, olur ve
T.'in ayni zamanda Tanimlar 1.1.1'in (iii) &zelligine sahip oldugunu gostermis olduk.

Boylece T, gercekten de X Uzerinde topolojidir. []



1.3. SONLU-KAPALI TOPOLOJI 39

Alistirmalar 1.3

1. f, bir X kimesinden bir Y kimesine bir fonksiyon olsun. Herhangi bir J indis
kimesi ve Y'nin herhangi B; alt kimeleri icin
rUs) =Ur sy (1)
jeJ jeJ
ve

STHBINBy) = fH(B1) N fH(By) (2)

oldugunu Ornek 1.3.9'da ifade ettik.

(a) (1)'in dogrulugunu ispat ediniz.
[ipucu. Soldaki kiimenin herhangi z elemanini alarak ispata baslayiniz ve
onun sag taraftaki kiimenin icinde oldugunu gdsteriniz. Daha sonra tersini
yapiniz.]

(b) (2)'nin dogru oldugunu ispatlayiniz.

(c) A1 C X ve A, C X olmak Uzere f(A1NAs) # f(A1)N f(Ay) olacak sekilde Ay, As, X,
ve Y (somut) kimelerini ve f: X — Y fonksiyonu bulunuz.

2. Alistirmalar 1.1 #6 (ii)’'de tanimlanan T topolojisi sonlu kapali topoloji midir?
(Cevabinizi dogrulayiniz.)

3. Bir (X, T) topolojik uzayinda her {z} tek nokta kimesi icinde kapal ise (X, T)
topolojik uzayina bir T;-uzayl denir. Asadidaki 9 topolojik uzaylardan sadece
ikisinin T,-uzay! oldugunu g&steriniz. (Cevabinizi dogrulayiniz.)

(i) Ayrik uzay;
(ii) en az 2 noktali ayrik olmayan bir uzay;
(iii) sonlu-kapal topoloji ile birlikte sonsuz bir kiime;
(iv) Ornek 1.1.2;
(v) Ahlstirmalar 1.1 #5 (i);
(vi) Alstirmalar 1.1 #5 (ii);
(vii) Alstirmalar 1.1 #5 (iii);
(viii) Alstirmalar 1.1 #6 (i);
(ix) Ahstirmalar 1.1 #6 (ii).
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4. T bir X kimesi Uzerinde sonlu-kapali topoloji olsun. Eger T ayni zamanda ayrik
topoloji ise X kimesinin sonlu oldugunu ispat ediniz.

5. X uzayinin her farkli a,b noktalari icin a'y! icerip b'yi icermeyen ya da? b'yi icerip
a'yl icermeyen bir acik kime varsa (X, 7T) topolojik uzayina bir Ty-uzay! denir.

(i) Her Ti-uzayinin bir Ty-uzay! oldugunu ispatlayiniz.

(ii) Ahstirma 3'deki (i)—(vi) siklarindan hangileri Ty-uzayidir? (Cevabinizi dogrulayiniz.)

(iii) X ={0,1} kumesi Gzerine (X, T) topolojik uzay! Ty-uzayi olacak fakat T;-uzay!
olmayacak sekilde bir 7 topolojisi koyunuz. [Elde edeceginiz uzay Sierpinski
uzayi olarak adlandirilmaktadir.]

(iiv) Alistirmalar 1.1 #6'da tanimlanan topolojik uzaylarin her birinin bir Ty-uzay!
oldugunu kanitlayiniz. (Yukarida verilen Alistirma 3'Gn hicbir maddesinin
T,-uzayl olmadigini gézlemleyiniz.)

6. X herhangi bir sonsuz kiime olsun. Sayilabilir-kapal topoloji, kapali kimeleri
X ve X'in tum sayilabilir alt kimeleri olacak sekilde tanimlanmaktadir. Bunun
gercekten de X Uzerinde bir topoloji oldugunu ispatlayiniz.

7. T1 ve Ty bir X kimesi uzerinde iki topoloji olsun. Asagidaki ifadelerin her birini
kanitlayiniz.

(i) Eger T3 topolojisi T3 =T,UT, olarak tanimlanirsa 73, X lGzerinde bir topoloji
olmak zorunda degildir. (Cevabinizi somut bir 6érnek bularak kanitlayiniz.)

(ii) Eger T4 topolojisi T4 =T, N T, ile tanimlanirsa 7,, X Uzerinde bir topolojidir.
(T, topolojisine T, ve T, topolojilerinin arakesiti denir.)

(iii) Eger (X,T1) ve (X,T,), Ti-uzayi iseler (X, T,) de bir Ty-uzayidir.

(iv) Eger (X,Ti) ve (X,T3), To-uzay iseler (X, T,) bir Ty,-uzayr olmak zorunda
dedildir. (Cevabinizi somut bir érnek bularak kanitlayiniz.)

(v) EQer T1,To,...,T, bir X kiimesi lGzerine topoloji ise T = ﬁ T, de X Uzerinde
bir topolojidir. -

(vi) Herhangi I indis kiimesi ve her bir i € I icin her bir T;, X lGzerinde bir topoloji

ise T =()T;, X Uzerinde bir topolojidir.
el

2"¥Ya da" kelimesinin matematikte ki kullaniminin gunliik kullanimindan farkh oldugunu
hatirlayiniz. "Ya da'" matematikte tek bildirim ifade etmez. Bu konu uzerine yorumlar icin
Bolum 0’a bakiniz.
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8. Wikipedia'da http://en.wikipedia.org/wiki/Finite_topological_space adresinde,
Alistirmalar 1.2 #7'de belirttigimiz gibi n € N elemanl sonlu bir kime Uzerinde
topolojilerin sayisi kicluk bir n icin bile oldukca cok fazla olacagi ifade edilmistir.
Ayrica bu Alstirmalar 1.3 #5'de tanimlanan Tgy-uzaylarl icin de dogrudur.
Gercekten de ayni Wikipedia kaynagi, eger n = 3 ise 19 farkli Tgy-uzayl, n = 4
icin 219 farkli Ty-uzayl, n =5 icin 4231 farkli Ty-uzay! oldugunu sdylemektedir.
Matematiksel tumevarim kullanarak n arttikca Tgy-uzaylarinin sayisinin arttigini
ispatlayiniz.

[ipucu. Eger n noktali M adet Ty-uzay! varsa en azindan n+1 noktali M/ +1 adet
To-uzay! oldugunu gdstermeniz yeterlidir.]

9. Bir X uzayinin her alt kiimesi ya acik ya kapal (ya da her ikisi de) ise (X, T)
topolojik uzayina bir kapit uzayi denir.
(i) Bir ayrik uzay kapi uzay midir?
(ii) Bir ayrik olmayan uzay kapi uzay midir?

(iii) X sonsuz olmayan bir kime ve T sonlu-kapali topoloji ise (X, T) bir kapi uzay
midir?

(iv) X kimesi {a,b,c,d} olsun. X Uzerinde kapi uzay! olacak sekilde T topolojileri

tanimlayiniz?

10. Bir (X,T) topolojik uzayinin bir S alt kuimesi (X,7T)'daki acik kimelerin bir
arakesiti ise bu kiimeye doymus denir.

(i) Her acik kiimenin bir doymus kiime oldugunu kanitlayiniz.
(ii) Ti-uzayindaki her kiimenin doymus kime oldugunu kanitlayiniz.
(iii) Doymus olmayan en az bir kiimeye sahip olan bir topolojik uzay érnegi veriniz.

(iv) (X, T) topolojik uzayinin her alt kimesi doymus kiime ise (X,7T) topolojik
uzayinin bir T;-uzay! oldugu dogru mudur?
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1.4 Dipnot

Bu bdélumde bir topolojik uzayin temel kavramlarint tanittik. Ayrik uzayla, ayrik
olmayan uzayla ve sonlu-kapali topolojili uzaylarin yani sira cesitli sonlu topolojik

uzaylari® 6rnek olarak gorduik.

Bunlarin hicbiri uygulamalara gbére 6zel olarak dnemli bir 6rnek degildir. Ancak
bununla birlikte Alistirmalar 4.3 #8'de her sonsuz topolojik uzayini; ayrik olmayan
topoloji, ayrik topoloji, sonlu-kapali topoloji, Alistirmalar 1.1 #6'daki baslangic ya da
bitis bolut topolojisi olmak Uzere bes topolojiden birini ihtiva ettigi belirtilmektedir.
Bir sonraki bolimde cok 6dnemli olan Oklid topolojisini tanimlayacagiz.

Bu yolda "acik kime" ve "kapali kime" terimleriyle karsilastik ve bu terimlerin
yaniltici oldugu hakkinda uyarilarda bulunduk. Kimeler hem acik hem kapall, ne
aclk ne de kapall, acik fakat kapall degil ya da kapali fakat acik degil olabilir. Kapal
kime olmadigini kanitlayarak bir kiUmenin acik oldugunu ispatlayamayacagimizi akilda

tutmak dnemlidir.

Topoloji, topolojik uzay, acik kime ve kapall kime tanimlarinin yani sira verilen

en 6nemli konu ispat yazma uUzerine olandir.

Bu bdélumun giris yorumlarinda ispatlari yazmay! 6grenmenin dnemine isaret
ettik. Ornek 1.1.8, Onerme 1.1.9 ve Ornek 1.3.3'de bir ispat boyunca nasil
"dustnecegimizi" goérdik. Ispat yazabilmede kendi becerilerinizi gelistirmeniz olmazsa
olmazdir. Bu amacla denemek Uzere Alistirmalar 1.1 #38, Alistirmalar 1.2 #2,4 ve

Alistirmalar #1,4 yararh alistirmalar eklenmistir.

3Sonlu topolojik uzay ile X kiimesi sonlu iken (X, T) topolojik uzayini kastediyoruz.



1.4. DIPNOT

Henlz yapmadiysaniz, ispatlar tzerine YouTube videolarinin
ilk iki tanesini izlemelisiniz.

“Topology Without Tears — Video 4a — Writing Proofs
in Mathematics” ve “Topology Without Tears — Video
4b — Writing Proofs in Mathematics” olarak adlarilan bu
videolara

http://youtu.be/T1snRQEQuEk ve http://youtu.be/VrAwuszhzTw
veya Chinese Youku sitesinde

http://tinyurl.com/mwpmlgs Ve http://tinyurl.com/n3jjmsm
veya

http://www.topologywithouttears.net

adreslerindeki link takip edilerek ulasilabilir.

Ayni zamanda ispatlari yazmakta ddérdincu videoyu izlemek
de oldukca yararli olacaktir. Bu Matematiksel timevarim
kullanilarak ispat yazimi tzerinedir. “Topology Without
Tears - Video 4d - Writing Proofs in Mathematics”
olarak adlandirilan bu videoya
http://youtu.be/gu0Z029ebo0

adresinden erisilebilir.
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Bazi &grenciler "kumelerin kumesi" olan topoloji kavramini Kkaristirmaktadir.

Anladiginizi kontrol etmek icin Alistirmalar 1.1 #3'0 yapiniz.

Alistirmalar daha sonra ayrintili olarak tanitilacak olan Ty-uzayl ve Ti-uzayl

kavramlarini icerir. Bunlar ayirma aksiyomlari olarak bilinir.

Son olarak, ters géruntulerin dnemini vurguladik.

Bunlar Ornek 1.3.9 ve

Alistirmalar 1.3 #1'de ele alindi. ileride surekli dontusim tanimimiz ters goruntilere

dayandirilacaktir.


http://youtu.be/T1snRQEQuEk
http://youtu.be/VrAwuszhzTw
http://tinyurl.com/mwpmlqs
http://tinyurl.com/n3jjmsm
http://www.topologywithouttears.net
http://youtu.be/gu0Z029ebo0

Bolum 2

Oklid Topolojisi

Giris

Genellikle bir film veya romanda hikaye konusunun etrafinda déndigu bir kac ana
karakter vardir. Topoloji hikdyesinde, gercel sayilar kimesi Uzerindeki Oklid topolojisi
ana karakterlerden biridir. Gercekten de Oylesine zengin bir 6rnektir ki ilham ve ileri

inceleme icin siklikla geri ddnecegiz.

TUum gercel sayilar kimesini R ile gbsterelim. B&Olum 1'de herhangi bir kime
Uzerine konulabilecek; ayrik topoloji, ayrik olmayan topoloji ve sonlu kapall topoloji
olmak uzere U¢ topoloji tanimladik. Boylece R Uzerine konulabilecek U¢ topolojiyi
biliyoruz. R Uzerindeki diger alti topoloji, Alistirmalar 1.1 #5 ve #9'da tanimlandi.
Bu bolumde R tzerinde Oklid topolojisi olarak bilinen, cok daha énemli ve ilginc bir

topoloji tanimlayacagiz.

Oklid topolojisinin analizi bizi "topoloji icin taban" kavramina gotarar. Lineer
cebir alaninda her vektdr uzayinin bir tabana sahip oldugunu ve her vektdrun, taban
elemanlarinin bir lineer birlesimi oldugunu &greniriz. Benzer sekilde, topolojik uzayda
her aclk kiime taban uyelerinin bir birlesimi olarak ifade edilebilir. Gercekten de bir
kime aciktir ancak ve ancak taban elemanlarinin bir birlesimidir.

Bu bolimuoO anlamak icin, A 1.1; yani Ek 1’in ilk b&limdnun icerigine asina
olmak gerekir. Bu bilgiler Youtube'da bulunan http://youtu.be/9h83ZJeiecg &
http://youtu.be/QPSRB4Fhzko; Youku'da bulunan http://tinyurl.com/m4dlzhh
& http://tinyurl.com/kf91p8e; "Topology Without Tears - Video 2a & 2b -
Infinite Set Theory" videolari ve http://www.topologywithouttears.net linki ile

desteklenmektedir.
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http://youtu.be/9h83ZJeiecg
http://youtu.be/QPSRB4Fhzko
http://tinyurl.com/m4dlzhh
http://tinyurl.com/kf9lp8e
http://www.topologywithouttears.net
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2.1 R Uzerinde Oklid Topolojisi

2.1.1 Tanim. R'nin bir S alt kimesi asagidaki &zellige sahipse R uzerinde
Oklid topolojisi’'nde aciktir denir;

(x) Her birze S vea<bicin z € (a,b) C S olacak sekilde a,b € R vardir.

Gosterim. Topolojiyi 6zel olarak belirtmeksizin R topolojik uzayindan bahsettigimizde
R ile Oklid topolojisini kastedecegiz.

2.1.2 Uyarilar. (i) T “Oklid Topolojisi” bir topolojidir.

ispat.

T'nun Tanimlar 1.1.1'in (i), (ii) ve (iii) kosullarini sagladigini géstermemiz
isteniyor.

Bize verilen ise bir kimenin 7'nun elemani olmasi icin gerek ve yeter sartin

x Ozelligine sahip olmasidir.

ilk olarak, R € T oldugunu gosterecediz. z € R olsun. Eger a=xz—1veb=x2+1
alirsak = € (a,b) C R olur, yani R, * 6zelligine sahip olur ve bdylece R € 7'dir. IKkinci
olarak, @®'nin x O6zelligine sahip oldugu varsayildigi icin @ € T 'dir.

Simdi, herhangi J indis kiimesi icin {A; : j € J}, T'nun elemanlarinin bir sinifi

olsun. O zaman |J..;A; € T oldugunu yani U].EJA]- 'nin * 6zelligine sahip oldugunu

JEJ
gostermeliyiz. = € |J,.; A4; olsun. Oyleyse herhangi k € J icin x € Ay'dir. A, € T
oldugundan a < b olmak Uuzere x € (a,b) C A, olacak sekilde R'de a ve b vardir. ke J
oldugundan A; C |J;c;4;'dir ve bdylece z € (a,b) C U;c;A; olur. O halde {J,.; 4;, *
Ozelligine sahiptir ve bu yuzden istenildigi gibi 7'dadir.

Son olarak, A; ve A; kiimeleri T'da olsun. A; N A, € T oldugunu kanitlamaliyiz.
Ovyseyle y € A;NA, alalim. Buradan y € A; olur. A, € T oldugundan a < b olmak lzere
y € (a,b) C A; olacak sekilde R'de a ve b vardir. Ayrica y € A, € T'dir. O halde ¢ < d
olmak uUzere y € (¢,d) C Ay olacak sekilde R'de ¢ ve d vardir. Kabul edelim ki e, a ve

c'den daha buyuk ve f ise b ve d'den daha kucuk olsun. e < y < f oldugu kolayca
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goérulur ve boéylece y € (e, f) olur. (e, f) C (a,b) C Ay ve (e, f) C (¢,d) € Ay oldugundan
y € (e, f) C A NAydir. Dolayisiyla A; N Ay, x 6zelligine sahiptir ve bdylece T'dadir.
O halde T gercekten R Uzerinde bir topolojidir. [
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Simdi, R Gzerindeki Oklid topolojisinde acik ve kapali kimeleri tanimlayarak
devam edelim. Ozellikle, tim acik araliklarin gercekte bu topolojide acik kimeler ve

tim kapali araliklarin da kapali kiimeler oldugunu gdrecegiz.

(i) r < s olmak Uzere r,s € R olsun. R Uzerindeki 7 Oklid topolojisinde (r,s)

aclk araligl gercekten de 7T'dadir ve bdylece acik kumedir.

ispat.

Bize (r,s) acik arahgi verilmistir.
Bizden istenen ise (r, s)'nin OKlid topolojisinde acik oldugunu, yani (r,s)'nin
Tanim 2.1.1'deki (%) &zelligine sahip oldugunu gdstermemizdir.

Bu yuzden z € (r,s) alarak baslamaliyiz. a < b olmak lOzere z € (a,b) C (r,s)

olacak sekilde R'de a ve b bulmak istiyoruz.

x € (r,s) olsun. a=r ve b= s secelim. O zaman ac¢ikca
x € (a,b) C (r,s)

olur. Dolayisiyla (r,s) acik araligi Oklid topolojisinde acik bir kiimedir. O

(iii) Tum r gercel sayilari icin (r,00) ve (—oo,r) acik araliklari R'de acik kimedir.

ispat.

Oncelikle, (r,00) acik araliginin bir acik kiime; yani bu arahgin (x) 6zelligine

sahip oldugunu go&stermeliyiz.

Bunu gostermek icin x € (r,00) alalim ve
z € (a,b) C (r,00)

olacak sekilde a,b € R bulalim.

x € (r,00) olsun. a=r ve b=x+1 alalim. O zaman z € (a,b) C (r,00) ve bdylece

(r,o00) € T olur.

Benzer bir akil yurutme ile (—oo,r) acik araligi da R'de acik kiimedir. d
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(iv) R’de her acik aralik, acik kiime iken tersinin dogru olmadigini not etmek
onemlidir. R'deki tim acik kimeler araliklar degildir. Ornegin, (1,3) U (5,6) kimesi
R'de acik bir kimedir fakat acik bir aralik degildir. Hatta, |J,—,(2n,2n+1) kiimesi R'de
aclk kumedir. ]

(v) ¢ <dolmak Uzere R'deki her bir ¢ ve d icin [¢,d] kapali arahgl R'de acik kiime
degildir.t

Ispat.

[c,d] araliginin (x) 6zelligine sahip olmadigini gbstermeliyiz.

Bunu yapmak icin (x) 6zelligine sahip olan a,b noktalari var olmayacak
sekilde herhangi bir z bulmak yeterlidir.

¢ ve d noktalarinin [e,d] araliginin cok 6zel noktalari olduklari asikardir.

Bu yuzden x = ¢ sececegiz ve istenilen Ozellige sahip a,b noktalarinin var
olmadigini gbsterecegiz.

Celiski yoluyla ispat adi verilen ispat ydntemini kullanalim.

istenilen &6zellige sahip a ve b var olsun. Bunun celiskiye yol actigi gosterelim.

Sonuc¢ olarak yanlistir! Dolayisiyla boyle a ve b yoktur. Bu
ylzden [c,d], (x) 6zelligine sahip degildir ve bdylece acik kime degildir.

¢ € [e,d] alp inceleyelim. a < b olmak lizere ¢ € (a,b) C [¢,d] olacak

sekilde R'de a ve b var olsun. O halde ¢ € (a,b) olmasi a < ¢ < b olmasini ve bdylece
a < &% < ¢ < b olmasini gerektirir. Buradan <% € (a,b) ve <2 ¢ [c,d] olur. Dolayisiyla
(a,b) Z [c,d] bulunur ki bu bir celiskidir. O halde ¢ € (a,b) C [¢,d] olacak sekilde a ve b

yoktur. Dolaysiyla [¢,d], (x) 6zelligine sahip dedildir ve bdylece [¢,d] ¢ T bulunur. O

(vi) a < b olmak lGzere R'de her bir a ve b icin [a,b] kapali araligi, R Uzerindeki
OKklid topolojisinde bir kapali kimedir.

1Celiski yoluyla ispat konusunu ele alan “Topology Without Tears - Video 4c - Writing Proofs in
Mathematics” YouTube videosunu izlemelisiniz. Bkz. http://youtu.be/T4384JAS3L4.


http://youtu.be/T4384JAS3L4
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ispat. Kapali oldugunu gbérmek icin sadece, iki acik kimenin birlesimi olarak
yazilan, timleyeni (—oo, a)U(b,00)'nin bir acik kime oldugunu gdstermemiz gerekmektedir.
O

(vii) Her bir {a} tek nokta kiimesi R'de kapahdir.
Ispat.  {a}'nin timleyeni (—oo,a) ile (a,00) acik kiimelerinin birlesimidir ve dolayisiyla
aciktir. O halde {a} istenildigi gibi R'de kapalidir.

[Alstirmalar 1.3 #3'0n terminolojisinde bu sonuc R'nin bir T;-uzay!l oldugunu
go6stermektedir.] O

(viii) Basitce “a < b" esitsizligini “a <" ile yer dedistirerek (vii)'yi (vi)'ye dahil
edebilecegimize dikkat edelim. {a} tek nokta kimesi sadece [a,b] kapali araliginin

dejenere durumudur. O

(ix) Tum tam sayilarin kimesi Z, R'nin kapali bir alt kiimesidir.

Ispat. Z'nin tumleyeni R'nin (n,n 4+ 1) acik alt kumelerinin birlesimi olup
U, . (n,n+1)'dir ve bu yizden R'de aciktir. Sonuc olarak Z, R'de kapalidir. O

(x) TUOm rasyonel sayilarin kimesi Q, R'nin ne acik ne kapali bir alt kiimesidir.

ispat.

Q'nun acik bir kime olmadigini (%) 6zelligine sahip olmadigini kanitlayarak
gOsterecegiz.

Bunu yapmak icin, Q'nun a < b olacak sekilde herhangi bir (a,b) arahgini
kapsamadigini géstermek yeterlidir.

a < b olmak Uzere a,b € R icin (a,b) C Q olsun. Herhangi iki farkl reel

sayl arasinda bir irrasyonel sayi vardir. (Bunu kanitlayabilir misiniz?) Bu nedenle,
c ¢ Q olacak sekilde ¢ € (a,b) vardir. Bu (a,b) C Q ile celisir. Dolayisiyla, Q herhangi
bir (a,b) araligini icermez ve bu yuzden acik bir kime degildir.

Q'nun kapali bir kime olmadigini kanitlamak icin R\ Q'nun acik bir kime
olmadigini gostermek yeterlidir. Herhangi iki farkli reel say! arasinda bir rasyonel sayi
oldugunu kullanarak R\Q'nin a < b olmak Uzere herhangi bir (a,b) arahgini icermedigini
goruruz. Boylece R\ Q, R'de acik degildir ve dolayisiyla Q, R'de kapali degildir. ]
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(xi) Bolum 3'de R'nin hem acik hem kapali alt kiimelerinin sadece asikar olanlar,

yani R ve 0 oldugunu kanitlayacagiz. O
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-

8.

Alistirmalar 2.1

.a < b olmak uzere a,b € R icin ne [a,b) ne de (a,b]'nin R'nin acik alt kimesi

olmadiklarini ispatlayiniz. Ayrica R'nin kapali alt kimesi de olmadiklarini gésteriniz.

. [a,0) ve (—oo,a] kimelerinin R'nin kapali alt kimeleri olduklarini ispatlayiniz.

. Bir 6rnekle R'nin sonsuz sayida kapall alt kimelerinin birlesiminin R'nin kapall

alt kimesi olmasi gerekmedigini gdsteriniz.

. Asadidaki ifadelerin her birini ispatlayiniz.

(i) Tum tam sayilar kiimesi Z, R'nin acik alt kiimesi dedildir.
(ii) Tum asal sayllar kimesi S, R'nin kapali bir alt kimesidir fakat acik bir alt
kimesi degildir.

(iii) Tum irrasyonel sayilarin kiimesi P, R'nin ne acik ne de kapalil bir alt kiimesidir.

. Eger F, R'nin bos olmayan sonlu bir alt kimesi ise F, R'de kapalidir fakat acik

degildir, gbésteriniz.

. Eger F, R'nin bos olmayan sayilabilir bir alt kimesi ise F acik kime degildir

fakat F'nin secimine bagli olarak I kapali bir kime olabilir ya da olmayabilir,
ispatlayiniz.

(i) $={0,1,1/2,1/3,1/4,1/5,...,1/n,...} olsun. S kimesinin R Gzerindeki OKklid

topolojisinde kapall oldugunu ispatlayiniz.
(i) T ={1,1/2,1/3,1/4,1/5,...,1/n,...} Kimesi R'de kapali midir?
(i) {v2, 2v2, 3v2,...,nV?2,...} kiimesi R’de kapal midir?

(i) (X,T) bir topolojik uzay olsun. Eger X'in bir S alt kiimesi sayilabilir sayida
kapali kimelerin birlesimi ise F,-kume olarak adlandirilir. Tum (a,b) acik ve

tim [a,b] kapali araliklarinin R'de F,-kimeler olduklarini ispatlayiniz. .

(ii) (X, T) bir topolojik uzay olsun. Eger X'in bir T alt kimesi sayilabilir sayida
acik kumelerin kesisimi ise Gs-kume olarak adlandirihir. Tum (a,b) acik ve
tim [a,b] kapali araliklarinin R'de Gs-kumeler olduklarini ispatlayiniz.

(iii) Q rasyonel sayilar kiimesinin R'de bir F,-kime oldugunu ispatlayiniz.
(Alistirmalar 6.5#3'da Q'nun bir Gs-kiime ispatladik.)

(iv) Bir F,-kiimesinin timleyeninin Gs-kiimesi ve bir Gs-kiimesinin timleyeninin
F_-klimesi oldugunu dogrulayiniz.
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2.2 Bir Topoloji icin Taban

Uyarilar 2.1.2, R Gzerindeki Oklid topolojisini tanimlamamiza cok daha uygun bir
bicimde imkan vermektedir. Bunu yapmak icin, topoloji tabani kavramini tanitalim.

2.2.1 Onerme. R'nin bir S alt kimesi aciktir ancak ve ancak S kiumesi acik

araliklarin birlesimidir.

Ispat.

Bizden ispatlamamiz istenen; S aciktir ancak ve ancak S acik araliklarin

birlesimidir, yani
(i) eger S acik araliklarin birlesimi ise S acik kimedir ve

(ii) eger S acik kiime ise acik araliklarin birlesimidir.

Varsayalim ki S acik araliklarin birlesimi olsun, yani 5 herhangi J indis kiimesine
ait iken S = {U,c,(a;,b;) olacak sekilde (a;,b;) acik araliklari var olsun. Uyarilar 2.1.2
(ii)'den her bir (a;,b;) acik arahdi bir acik kiimedir. Bdylece S kimesi acik kiimelerin
birlesimidir ve bu yluzden S kumesi acik bir kimedir.

Tersine, S kimesinin R'de acik oldugunu varsayalim. Her bir x € Sicin x € I, C S
olacak sekilde I, = (a,b) arahgi vardir. Simdi S =], 4, oldugunu iddia edelim.

Bizden S ve Uwes I, kKimelerinin esit oldugunu gdstermemiz isteniyor.
Bu kimelerin esitligi,
(i) eger ye Sise y € J,cq s, Ve
(ii) eger z € U, I ise z € S,
oldugu ispatlanarak go&sterilir.
[(ii) ifadesi | J,.q I, € S ifadesine esdeger iken (i) ifadesi S C|J, 4/, ifadesine

esdegerdir.]

Ilk olarak, y € S olsun. Bu durumda y € I,'dir. Boylece istendigi gibi y € Uses I

olur. ikinci olarak, z € Umeslm olsun. O zaman herhangi t € S icin z € I, olur. Her
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bir I, € S oldugundan I; C S oldugunu goéruruz ve buradan z € S'dir. Dolayisiyla,
S = Umeslx'dir ve istenildigi gibi S acik araliklarin bir birlesimidir. []

Yukaridaki 6nerme R'nin topolojisini tanimlamak igcin tim (a,b) a¢ik araliklarinin
acik kimeler oldugunu séylemenin yeterli oldugunu bildirir. Diger her acik kime bu
aclk kimelerin bir birlesimidir. Bu ise bizi siradaki tanima goturar.

2.2.2 Tanim. (X, T) bir topolojik uzay olsun. Eger her acik kime X'in acik
alt kimelerinin bir sinifi olan B'nin elemanlarinin bir birlesimi ise B, T topolojisi

icin bir topoloji tabanmdir.

B, bir X kimesi Uzerinde bir T topolojisi icin bir taban ise X'in U alt kimesi
T 'dadir ancak ve ancak U, B'nin elemanlarinin bir birlesimidir. Bdylece B asadidaki
anlamda T topolojisini “Uretir”. B'nin elemanlarinin hangi kimeler oldugu belirtilirse
T'nun elemanlarini belirleyebiliriz. Bunlar sadece B'nin elemanlarinin birlesimi olan
tum kumelerdir.

2.2.3 Ornek. B = {(a,b) : a,b € R,a < b} olsun. Bu durumda Onerme 2.2.1'e
gore B, R uzerindeki Oklid topolojisi icin bir tabandir. O

2.2.4 Ornek. (X,T) bir ayrik uzay ve B, X'in tum tek nokta alt kiimelerinin bir
sinifi olsun. Yani B = {{z} : z € X} olsun. Bu durumda Onerme 1.1.9'a goére B, T
topolojisi icin bir tabandir. ]

2.2.5 Ornek. X ={a,b,c,d,e, f} ve

T1=1{X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d e, f}}

olsun. Bu durumda B C T, oldugu icin B = {{a},{c,d},{b,c,d,e, f}}, T1 icin bir tabandir
ve T.'in tim elemanlari, B'nin elemanlarinin bir birlesimi olarak ifade edilebilir. (®'nin,

B'nin elemanlarinin bos birlesimi olduguna dikkat ediniz.)

T.'in bizzat kendisinin de, 71 icin bir taban olduguna dikkat ediniz. O
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2.2.6 Uyarl. (X, T) bir topolojik uzay ise B =T, T topolojisi icin bir tabandir.
Ornedin, X'in tim alt kimelerinin kiimesi X Uzerindeki ayrik topoloji icin bir taban

olusturur.

Buna binaen gorulur ki ayni topoloji icin pek cok farkli taban olabilir. Gercekten
de B, bir X kimesi Uzerindeki bir T topolojisi icin bir taban ve B C B, C T olmak
Uzere X'in alt kimelerinin bir sinifi B, ise B; sinifi da 7 icin bir tabandir. [Bunu

dogrulayiniz.] O

“Bir topoloji icin taban’ kavrami yukarida belirtildigi gibi topolojileri tanimlamamizi
saglar. Bununla birlikte asagidaki drnek dikkatli olmamiz gerektigini gbstermektedir.

2.2.7 Ornek. X = {a,b,c} ve B = {{a},{c},{a,b},{b,c}} olsun. Bu durumda B, X
herhangi topoloji icin bir taban degildir. Bunu gbrmek icin, B, bir T
topolojisi icin taban olsun. Bu durumda 7, B'daki kimelerin tum birlesimlerini icerir;
yani
T ={X,90,{a},{c},{a, ¢}, {a, b}, {b,c}}

olur. (Bir kez daha @'nin B'nin elemanlarinin bos bir birlesimi oldugu bilgisini
kullanalim ve boylece O € T7'dir.)

Ancak bununla birlikte {b} = {a,b} N {b,c¢} kimesi T'da olmadigi ve bodylece T,
Tanimlar 1.1.1'in (iii) &zelligini saglamadigi icin 7 bir topoloji degildir. Bu bir
celiskidir ve bu ylUzden bizim varsayimimiz yanlistir. Bdylece X Uzerinde herhangi

bir topoloji icin taban |degildir|. ]

Oyleyse bir soru soralim; B, X'in alt kimelerinin bir sinifi ise B hangi kosullar
altinda bir topoloji icin bir taban olusturur? Bu soru Onerme 2.2.8 ile cevaplanmaktadir.
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2.2.8 Onerme. X bos olmayan bir kime ve B, X'in alt kimelerinin bir
sinifi olsun. Bu durumda B, X uzerinde bir topoloji icin tabandir ancak ve ancak
B asadidaki &zelliklere sahiptir:

(a) X= U B ve
BeB
(b) herhangi By, B, € B icin B; N By kimesi B'nin elemanlarinin bir birlesimidir.

Ispat. B bir T topolojisi icin bir taban ise 7 topolojisi Tanimlar 1.1.1'in (i),(ii) ve
(iii) ozelliklerini saglamahdir. Ozel olarak X acik bir kime olmali ve herhangi iki acik
kimenin kesisimi de acik bir kime olmalidir. Acik kiimeler sadece B'nin elemanlarinin
birlesimleri oldugu icin bu durum yukaridaki (a) ve (b)'nin dogru olmasini gerektirir.

Tersine B, (a) ve (b) o6zelliklerine sahip oldugunu varsayallm ve 7, B'nin
elemanlarinin birlesimi olan X'in alt kimelerinin bir sinifi olsun. 7 'nun Uzerinde
bir topoloji oldugunu gdsterecegiz. (Eger oyleyse B acikca bu 7 topolojisi icin bir
taban olur ve énerme dogrudur.)

(a)'dan X =Jpz B olup X € T'dir. @, B'nin elemanlarinin bos birlesimi olduguna
ve buradan @ € T olduguna dikkat ediniz. Boylece T'nun Tanimlar 1.1.1'in (i)
6zelligine sahip oldugunu géruruz.

Simdi, T'nun elemanlarinin bir sinifi {7;} olsun. O zaman her bir 7;, B'nin
elemanlarinin bir birlesimidir. Dolayisiyla tim T;j'lerin birlesimi de B'nin elemanlarinin
bir birlesimidir ve buradan da 7'nun elemanidir. Boylece 7, Tanimlar 1.1.1'in (ii)
kosulunu saglamaktadir.

Son olarak C' ve D, T'nun elemani olsun. C N D € Toldugunu dogrulamaliyiz.
Fakat herhangi K indis kumesi ve B, € B kumeleri icin C' = UkeKBk'dir. Ayrica
herhangi J indis kimesi ve B; € B kiimeleri icin D = (J,; B;'dir. Bu nedenle

CND= <UB'<) N <U3j> = U BBy

dir.
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C'ND icin iki ifadenin de gercekten esit oldugunu dogrulamaniz gerekir!

Sonlu olmasi durumunda bu
(Bl U BQ) N (Bg U B4) == (Bl N Bg) U (Bl N B4) U (BQ N Bg) U (BQ N B4)

benzeri ifadeleri icerir.
(b) varsayimimiza gore her bir B, N B; kimesi B'nin elemanlarinin bir birlesimidir

ve bu yuzden C'nN D, B'nin elemanlarinin bir birlesimidir. Boéylece CND € T olur. O
halde 7, Tanimlar 1.1.1'in (iii) 6zelligine sahiptir. Sonuc¢ olarak T gercekten de bir

topolojidir ve B bu topoloji icin istenildigi gibi bir tabandir. O
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Onerme 2.2.8 cok kullanisli bir sonuctur. Bu, bir taban yazarak basitce topolojiler
tanimlamamizi saglar. Cogu kez tum acik kimeleri tanimlamaya calismaktan daha

kolaydir.

Simdi duzlem ulzerindeki topolojiyi tanimlarken bu &dnermeyi kullanacagiz. Bu

topoloji “Oklid topolojisi” olarak bilinir.

2.2.9 Ornek. B, duzlemde her bir kenari X- veya Y-eksenlerine paralel olan
“acik dikdoértgenler” sinifi olan {{z,y) : (z,y) € R*, a <z <b, ¢ <y < d} kiimesi olsun.
Y

=

X

Bu durumda B, duzlemde bir topoloji icin bir taban olusturur. Bu topoloji Oklid
topolojisi olarak adlandirilir.

R? sembolini her kullandigimizda dizlemi ve eger R?*'ye topolojik uzay olarak
basvuruyorsak topolojinin ne oldugu acikca sdylenmeden Oklid topolojisi ile birlikte
duzlemi kastetmekteyiz.

Gercekten B'nin bir topoloji icin bir taban oldugunu gérmek icin (i) dizlemin tim
acik dikdoértgenlerin bir birlesimi olduguna ve (ii) herhangi iki dikddértgenin arakesitinin
bir dikdoértgen olduguna dikkat ediniz. [“Dikddrtgen’” ile kenarlari eksenlere paralel
olan cekli kastetmekteyiz.] Bodylece Onerme 2.2.8'in kosullari saglanir ve bundan
dolay! B bir topoloji icin tabandir. O

2.2.10 Uyari. Ornek 2.2.9'u genelleyerek her n > 2 tam sayisi icin R" =
{{z1,29,... ,z) :2; €R, i=1,..., n} Gzerine bir topoloji nasil konuldugunu goérebiliriz.
B, R"'nin kenarlari eksenlere paralel olan tim {(xy,z2,... ,x,) € R" 1 a; < x; < b;, i =
1,2,... ,n} alt kimlerinin sinifi olsun. Bu B sinifi R" Gzerinde Oklid topolojisi icin

taban olusturur. ]
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Alistirmalar 2.2

1. Bu alistirmada {(z,y) : 22 +4* < 1} yuvarinin R*'nin bir acik alt kiimesi oldugunu
ve akabinde duzlemde her acik yuvarin bir acik kime oldugunu ispat edeceksiniz.

(i) (a,b), D = {(x,y) : 22+y* < 1} yuvari icinde herhangi bir nokta olsun. r = v/a2 + b2
alalim. Ry koseleri (a £ 1%7‘, b+ %) noktalari olan acik dikdértgen olsun.
Ry C D oldugunu dogrulayiniz.

(ii) (i)'yi kullanarak

D = U R(a,b)
(a,b)eD

oldugunu gobsteriniz.
(iii) (ii)'yi kullanarak D'nin R? Gzerinde acik kiime oldugu sonucuna ulasiniz.

(iv) Her {{z,y) : (x —a)®> + (y — b)®> < &, a,b,c € R} yuvarinin R*'de acik oldugunu
gobsteriniz.

2. Bu alistirmada R?'deki tum acik yuvarlarin sinifinin R? Gzerindeki topoloji icin
bir taban oldugunu gostereceksiniz. [Daha sonra bu topolojinin Oklid topolojisi
oldugunu gérecegiz.]

(i) R**de D, N D, # @ olmak lzere D, ve D, herhangi acik yuvarlar olsun. Eger
(a,b), DN Dy'de herhangi nokta ise D C Dy N D, olmak lzere merkezi (a,b)
olan bir D acik yuvarinin var oldugunu gosteriniz.

[ipucu. Bir sekil ciziniz ve Alistirma 1(i)'nin benzeri bir ydntem kullaniniz.]
(ii) DyN Dy = U<a7b>eDlmj2 D, oldugunu gdésteriniz.

(iii) (ii) ve Onerme 2.2.8'yi kullanarak, R?'deki tim acik yuvarlarin sinifinin R?

Uzerinde topoloji icin bir taban olusturdugunu ispatlayiniz.

3. B, a ve b rasyonel sayilar ve a < b olmak Uzere R'deki tim (a,b) acik arahklarinin
sinifi olsun. B'nin R Gzerindeki Oklid topolojisi icin bir taban oldugunu ispatlayiniz.

[ ve b rasyonel sayl olmak zorunda degilken Onerme 2.2.1 ile Ornek 2.2.3'l
karsilastiriniz.]

[ipucu. Onerme 2.2.8, B'nin sadece OKkKlid topolojisi icin bir taban degdil de
herhangi bir topoloji icin taban oldugunu goéstereceginden onu kullanmayiniz.]
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4. Eger bir T topolojisi icin sayilabilir sayida kiimelerden olusan bir B tabani varsa
(X, T) topolojik uzayina ikinci sayilabilirlik aksiyomunu sagliyor veya iKinci
sayilabilirdir denir.

(i) Yukaridaki Alistirma 3’0 kullanarak, R’'nin ikinci sayilabilirlik aksiyomunu
saglandigini gosteriniz.
(ii) Sayilamaz bir kiime Gzerinde ayrik topolojinin ikinci sayilabilirlik aksiyomunu

saglamadigini ispatlayiniz.
[ipucu. Belirli bir tabanin sayilamaz oldugunu gdstermek yeterli degildir. Bu
topoloji icin tabanin sayllamaz oldugunu kanitlamak zorundasiniz.]

(iii) Her pozitif n tam sayisi icin R"'nin ikinci sayilabilirlik aksiyomunu sagladigini
ispatlayiniz.

(iv) (X,T) sonlu-kapall topoloji ile birlikte tim tam sayilar kimesi olsun. (X, 7T)

uzay! ikinci sayilabilirlik aksiyomunu saglar mi?

5. Asadidaki ifadeleri ispatlayiniz.

(i) m # 0 olmak Uzere m ve c reel sayilar olsun. L = {{z,y) : y = mx + ¢} dogrusu
R?'nin kapall alt kiimesidir.

(ii) S' = {{x,y) € R? : 22 +y? = 1} ile verilen birim cember S' olsun. S, R*' nin kapali
alt kumesidir.

(i) S* = {(z1, 22, ..., T, Tpp1) € R 122 422 + .- + 22, = 1} ile verilen birim n-kire
S™ olsun. S*, R*"''nin kapali alt kiimesidir.

(iv) B" = {(z1,29,...,3,) € R" : 2 + 23 + --- + 22 < 1} ile verilen birim n-yuvari B"
olsun. B", R"'nin kapall alt kimesidir.

(v) C = {(z,y) € R? : xy = 1} egrisi R*'nin kapal alt kimesidir.

6. B, bir X kUmesi Uzerinde bir T, topolojisi icin taban ve By, bir Y kiimesi Uzerinde
bir T, topolojisi icin taban olsun. X xY kiimesi z € X ve y € Y olmak Gzere (x,y)
siral ikililerden olusur. B, By € By ve B, € By olmak lUzere tum B; x By kimelerinden
olusan X xY'nin alt kumelerinin sinifi olsun. B'nin X xY Uzerinde bir topoloji icin
tabani oldugunu ispatlayaniz. Bu sekilde tanimlanmis topolojiye X x Y Uzerinde

carpim topolojisi denir.
[ipucu. Bkz. Ornek 2.2.9.]

7. Yukaridaki Ornek 3 ve Ornekler 2.1 #38'i kullanarak R'nin her acik alt kiimesinin
bir F_-kimesi ve bir Gs-kumesi oldugunu ispatlayiniz.
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2.3 Verilen bir Topoloji icin Taban

Onerme 2.2.8, bir X kiimesinin alt kimelerinin bir B sinifinin hangi kosullar altinda
X izerindeki bir topoloji icin taban oldugu bildirmektedir. Ancak bazen
X Uzerinde bir T topolojisi ve B'nin bu belirli T topolojisi icin bir taban olup
olmadigini bilmek isteriz. B'nin T icin bir taban oldugunun saglatiimasi icin basitce
Tanim 2.2.2'yi uygulayabilir ve T'nun her elemaninin B'daki elemanlarin bir birlesimi
oldugunu godsterebiliriz. Bununla birlikte Onerme 2.3.2 bize alternatif bir yontem
sunmaktadir.

Fakat déncelikle X'in alt kimelerinin bir B sinifinin bir topoloji icin taban
oldugunu soylemek ile bir topoloji icin taban oldugu sdylemek arasindaki farki

gbsteren bir drnek verelim.

2.3.1 Ornek. a<bve (a,b ={r:z R, a<x<b} olmak lzere tim (a,b] yari-acik
araliklarinin bir sinifi B olsun. Bu durumda R, B'nin elemanlarinin bir birlesimi ve her
iki yari-acik araligin kesisimi de yari-acik aralik oldugundan B, R Uzerindeki bir topoloji
icin bir tabandir.

Buna ragmen B tabanina sahip olan 7, topolojisi Oklid topolojisi degildir. Bunu
(a,b]'nin Oklid topolojisi ile verilen R'de acik kime olmamasina ragmen, 7T, topolojisi
ile verilen R'de acik kiime oldugunu gdzlemleyerek goérebiliriz. (Bkz. Ornekler 2.1
#1). Yani B bazi topolojiler icin tabandir fakat R tzerinde Oklid topolojisi icin taban
degildir. 0
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2.3.2 Onerme. (X, T) topolojik uzay olsun. X'in acik alt kimelerinin bir B
sinift 7 icin bir tabandir ancak ve ancak herhangi U acik kimesinin herhangi x
noktasi icin x € B C U olmak uzere B € B'dir.

Ispat.

Bizden ispatlamamizi istenen asagidadir;
(i) eder B, T icin bir taban ve x € U € T ise x € B C U olacak sekilde B € B
vardir,

ve
(ii) eger her bir U € T ve z € U icin x € B C U olacak sekilde B € B varsa B,
T icin bir tabandir.

Kabul edelim ki B, T icin bir taban ve x € U € T olsun. B, T icin bir taban oldugu
icin U acilk kiimesi B'daki elemanlarin birlesimidir; yani herhangi J indis kimesindeki
her bir j icin B; € B iken U = UjeJBj’dir. Bununla birlikte herhangi j € J icin x € U
olmasi x € B; olmasini gerektirir. BOylece, istendigi gibi x € B; C U'dir.

Tersine, her bir U € T ve her bir x € U icin z € B C U olacak sekilde bir B € B
var oldugunu varsayallm. Her acik kimenin B'nin elemanlarinin birlesimi oldugunu
gbéstermeliyiz. Bu yuzden V herhangi bir acik kime olsun. Her birz e Vicinz e B, CV
olacak sekilde bir B, € B vardir. Acikca V = (J,o
Bdylece V, B'nin elemanlarinin bir birlesimidir. O

B,'dir. (Bunu dogrulayiniz!).

2.3.3 Onerme. B, bir X kimesi Uzerindeki bir T topolojisi icin bir taban
olsun. X'in bir U alt kiimesi aciktir ancak ve ancak her bir z € U icin x € BCU
olacak sekilde B € B vardir.

Ispat. U, X'in herhangi bir alt kimesi olsun. Kabul edelim ki her bir x € U icin
r € B, C U olacak sekilde B, € B var olsun. Acikca U = |J. ., B,'dir. Bodylece U,
acik kumelerin bir birlesimidir ve dolayisiyla aciktir. Aksi durum Onerme 2.3.2'den

zelU

goérular. ]
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Onerme 2.3.3'de tanimlanan taban 6zelliginin tam olarak R tzerindeki OKklid

topolojisini ]tammlamak\ icin kullandigimiz &zellik olduguna dikkat ediniz. R'nin bir

U alt kimesinin acik olmasi icin gerek ve yeter sartin her bir x € U icin a < b ve
z € (a,b) CU olacak sekilde R'de a ve b noktalarinin var olmasi oldugunu ifade ettik.

Uyari. Onerme 2.2.8 ile Onerme 2.3.2 arasindaki farki kavradiginizdan emin olunuz.
Onerme 2.2.8, bir X kiimesi Uzerindeki herhangi bir topoloji icin bir taban olusturacak
sekilde X'in alt kimelerinin bir B sinifi icin kosullari verir. Bununla birlikte Onerme
2.3.2, verilen belli bir T topolojisi icin bir taban olusturacak sekilde bir (X, T) topolojik

uzayinin alt kimelerinin bir B sinifi icin kosullari verir.

Bir topolojinin bircok farkli tabana sahip oldugunu gérduk. Bir sonraki dnerme
X kUmesindeki B; ve By tabanlarinin ne zaman ayni topolojiyi tanimladigint ifade
etmektedir.

2.3.4 Onerme. Bostan farkli bir X kimesi Uzerinde T, ve T, topolojileri
icin tabanlar sirasiyla B; ve By olsun. Bu durumda 7; = Ty'dir ancak ve ancak

(i) her B € B, ve her z € B icin x € B' C B olacak sekilde bir B € B, vardir, ve

(ii) her B € B, ve her z € B icin z € B' C B olacak sekilde bir B' € B, vardir.

Ispat.

Bizden gdstermemiz istenen sudur: B; ve By'nin ayni topoloji icin tabandir
ancak ve ancak (i) ve (ii) dogrudur.

Ilk olarak B; ve By'nin ayni topoloji, yani T, = T, icin taban olduklarini
varsayalim. (i) ve (ii) kosularinin saglandigini gdsterelim.

Daha sonra (i) ve (ii)'nin saglandigini varsayalm. 7, = T, oldugunu
gosterelim.

ilk olarak T, = T, oldugunu varsayalim. Oyleyse (i) ve (ii), Onerme 2.3.2'den
dogrudan goralar.

Tersine B; ve By'nin (i) ve (ii) kosullarini sagladigini varsayalim. Onerme 2.3.2'den
dolay! (i) kosulu her bir B € B; kimesinin (X,7T3)'de acik olmasini; yani By C T,
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olmasini gerektirir. 71'in her bir elemani Ty'nin elemanlarinin bir birlesimi oldugundan
T, C T, olur. Benzer sekilde (ii) kosulu 7, C T, olmasini gerektirir. Boylece istendigi
gibi T, = T, olur. ]

2.3.5 Ornek. X-eksenine paralel tabana sahip tum *acik eskenar ucgenlerin”
kiimesi B'nin R? izerinde OKkKlid topolojisi icin bir taban oldugunu gdsteriniz. ("Acik
dcgen" ile sinirin dahil olmadigini kastetmekteyiz.)

Taslak Ispat. (Biz burada sadece resimsel bir kanit verdik. Detayl ispat size
birakilmistir.)

Bizden B'nin Oklid topolojisi icin bir taban oldugunu géstermemiz isteniyor.

Onerme 2.3.4'(1 uygulayacagiz ancak ilk olarak B'nin R? (izerindeki herhangi
bir topoloji icin taban oldugunu gdstermeliyiz.

Bunu yapmak icin B'nin Onerme 2.2.8'i sagladigini gostermeliyiz.

Y

X

ilk gdzlemledigimiz, B'nin herhangi bir topoloji icin bir taban oldugudur cinki
B, Onerme 2.2.8'in kosullarini saglamaktadir. (B'nin Onerme 2.2.8'in kosullarini
sagladigini gdérebilmek icin R?>'nin X-eksenine paralel tabanli batin acik eskenar
ucgenlerin bir birlesimine esit oldugunu ve bu sekildeki iki Ucgenin arakesitinin yine
bu sekilde diger bir G¢cgen oldugunu godzlemleyiniz.)

Daha sonra Onerme 2.3.4'tGn (i) ve (ii) kosularini sagladigini gosterelim.

Oncelikle (i) kosulunu kanitlayallm. R eksenlere paralel olan kenarlara sahip
aclk bir dikdértgen ve z, R icinde herhangi nokta olsun. z € T C R olacak

sekilde X-eksenine paralel tabanl acik bir T' eskenar tc¢cgenin var oldugunu goéstermek
zorundayiz. Sekilden bunu gdérmek kolaydir.
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Son olarak Onerme 2.3.4'Un (ii) kosulunu dogrulayallim. T’, X-eksenine paralel
tabanli acik bir eskenar Gc¢gen ve y, T’ icinde herhangi nokta olsun. Bu durumda
y € R C T’ olacak sekilde bir R' acik dikddrtgeni vardir. Yine bunu sekilden gérmek
kolaydir.

X

Boylece Onerme 2.3.4'Gn kosullari saglanir. Dolayisiyla B gercekten de R?
tzerinde bir Oklid topolojisi icin bir tabandir. O

Ornek 2.2.9'da Oklid topolojisi icin tum (kenarlari eksenlere paralel olan)
“acik dikdortgenler”in sinifi olacak sekilde bir taban tanimladik. Ornek 2.3.5 ise
topoloji degismeksizin “acik dikdoértgenler” ile (X-eksenine paralel tabanh) “acik
eskenar ucgenler’in yer degistirebilir oldugunu go6stermektedir. Alistirmalar 2.3
#1'de yukarida parantez icindeki sartlarin topoloji degismeksizin kaldirilabilecegini
gbrmekteyiz. Ayrica “acik dikdortgenler” ile “acik yuvarlar”? degistirebilir.

2Aslinda pek cok kitap R? Gzerindeki topolojiyi acik yuvarlara dayandirarak tanimlamaktadir.
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Alistirmalar 2.3

1. Asagidaki siniflarin her birinin R? Gzerinde OKklid topolojisi icin bir taban olup
olmadigini belirleyiniz:

(i) eksenlere paralel kenarli tim “acik” karelerin sinifi;
(ii) tim “acik” yuvarlarin sinifi;

(iii) tum *"“acik” karelerin sinifi;

(iv) tim "“acik” dikdoértgenlerin sinifi;

(v) tim *“acik” tcgenlerin sinifi.

2. (i) B, bostan farkh bir X kiimesi Uzerinde bir 7 topolojisi icin bir taban olsun.
T O By 2 B olmak ulzere By, X'in alt kimelerinin bir sinifi ise B;'in de T icin bir
taban oldugunu ispatlayiniz.

(ii) (i)'den R uzerindeki Oklid topolojisi icin sayillamaz sayida farkli tabanin var

oldugu sonucunu cikariniz.

3. B={(a,b]:a,b e R, a<b} olsun. Ornek 2.3.1'de goéruldigi gibi B, R Gzerinde bir
T topolojisi icin bir tabandir ve T, R tzerinde Oklid topolojisi |degildir|. Bununla
birlikte her bir (a,b) arahginin (R, 7)'da acik oldugunu gdsteriniz.

4.% [0,1] Gzerindeki tim reel degerli sturekli fonksiyonlarin kiimesi C[0,1] olsun. .
(i) M = {M(f,e) : f € C[0,1] ve e pozitif gercel sayi} ve M(f,e) = {g 1 g €
1
C10,1] ve / If—g| < g} olmak tzere M sinifinin C0, 1] tzerinde bir T, topolojisi
0
icin bir taban oldugunu gdsteriniz.

(i) U = {U(f,e) : f € C[0,1] ve e pozitif gercel sayi} ve U(f,e) = {g : g € C[0,1]
ve sup,epq | f(z) — g(x) [< e} olmak Gzere U sinifinin C[0,1] Uzerinde bir T,
topolojisi icin bir taban oldugunu gdsteriniz.

(iii) T1 # T, oldugunu ispatlayiniz.
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11.

12.
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(X, T) bir topolojik uzay olsun. Eger X'in acik alt kimelerinin bostan farkl bir S
sinifinin elemanlarinin tim sonlu arakesitlerinin sinifi 7 icin bir taban olusturursa
S'ye T icin bir alt taban denir.

(i) (a,00) veya (—oco,b) bicimindeki tim acik aralklarin sinifinin R tGzerindeki Oklid
topolojisi icin bir alt taban oldugunu ispatlayiniz.

(ii) Ornek 1.1.2'deki T, topolojisi icin S = {{a},{a,c,d},{b,c,d, e, f}}'nin alt taban
oldugunu ispatlayiniz.

S, R kiimesi lGzerinde bir 7 topolojisi icin bir alt taban olsun. (Yukaridaki Alistirma
5'e bakiniz.) a < b olmak lzere tim [a,b] kapali araliklari S'de ise T'nun ayrik

topoloji oldugunu ispatlayiniz.

X bos olmayan kime ve z € X olmak uzere S, tum X\ {z} kimelerinin sinifi olsun.

S'nin X Ozerindeki sonlu-kapall topoloji icin bir alt taban oldugunu ispatlayiniz.

X herhangi sonsuz kiime ve 7, X Uzerinde ayrik topoloji olsun. T icin S, herhangi
tek nokta kumelerini icermeyecek sekilde bir § alt tabani bulunuz.

R? dizlemindeki tim dogrularin sinift S olsun. Eger S, R 2 kiimesi (zerinde bir
T topolojisi icin alt taban ise bu topoloji nedir?

Diizlemdeki X-eksenine paralel olan tim dogrularin sinifi S olsun. Eger S, R?
Uzerinde bir T topolojisi icin alt taban ise (RQ,T)'daki aclk kimeleri tanimlayiniz.

Dizlemdeki tim cemberlerin sinifi S olsun. Eger S, R? Gzerinde bir T topolojisi
icin alt taban ise (R? 7T)'daki acik kimeleri tanimlayiniz.

Merkezleri X-ekseni Uzerinde olan duzlemdeki tim cemberlerin sinifi S olsun.
Eger S, R? Uzerinde bir T topolojisi icin alt taban ise (R2,7‘)'daki acik kumeleri

tanimlayiniz.
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2.4 Dipnot

Bu bolimde, cok 6nemli bir topolojik uzay olan ve lGzerinde OKklid topolojisi bulunan
tim gercel sayilarin kimesi R'yi tanimladik ve onu incelemek icin biraz zaman ayirdik.
Bu topolojide acik araliklarin gercekte acik kimeler (ve kapali araliklarin kapali
kiimeler) oldugunu gérdik. Ancak bununla birlikte tim acik kiimeler acik araliklar
degildir. Buna ragmen R’'deki her acik kime acik araliklarin bir birlesimidir. Bu ise
“bir topoloji icin taban” kavramini tanitmamiza ve R lzerindeki Oklid topolojisi icin
bir tabanin tum acik araliklarin sinifi oldugunu tespit etmemize yol acti.

Bolum 1'in girisinde hata kabul etmeyen bir cikarim olarak bir matematiksel
ispatl betimledik ve ispat yazmanin énemini verdik. Bu boélimde Uyarilar 2.1.2 (v)
ile birlikte bir diger 6rnek olan Ornek 2.2.7'de celiski yoluyla ispati tanittik. “Gerek
ve yeter” sartlarin, yani “ancak ve ancak” kosullarin ispati Onerme 2.2.1 ile birlikte
daha ileri 6rnekler olan Onermeler 2.2.8, 2.3.2, 2.3.3, ve 2.3.4'de acikladik.

Topolojiler icin tabanlar baslh basina 6nemli bir konudur. Ornegin, tim tek
nokta kimelerinin sinifinin ayrik topoloji icin bir taban oldugunu gordik. Onerme
2.2.8 bir X kiimesi lizerindeki bir topoloji, X'in alt kiimelerinin bir sinifinin
taban olusturmasi icin gerek ve yeter sartlari vermektedir. Bu X tzerinde bir
topoloji icin X'in alt kimelerinin bir sinifinin taban olmasi icin gerek ve yeter sartlari
veren Onerme 2.3.2 ile karsilastirildi. iki farkli B; ve By sinifinin ayni topoloji icin
taban olabileceklerine dikkat cekildi. Bunun icin gerek ve yeter sartlar Onerme 2.3.4

ile verildi.

Herhangi n pozitif tam sayisi icin R™ Uzerindeki Oklid topolojisini tanimladik. R?
icin tim acik yuvarlarin ailesi gibi tim acik kareler ailesi ya da tum acik dikddrtgenler
ailesinin de bir taban oldugunu gorduk.

Alistirmalar uc farkl ilging fikir sunmaktadir. Alistirmalar 2.1 #8 dlcum teorisinde
onemli olan F,-kumesi ve Gs-kimesi kavramlarini icermektedir. Alistirmalar 2.3 #4
gercel-degerli strekli fonksiyonlarin uzayini tanitmaktadir. Bdyle uzaylara fonksiyonel
analizdeki calismalarin esas konusu olan fonksiyon wuzaylari denir. Fonksiyonel
analiz, analiz (klasik) ve topolojinin bir harmanidir ve bir siire modern analiz diye
adlandirnimistir, cf. Simmons [235]. Son olarak, Alistirmalar 2.3 #5—12 alt taban
kavramindan bahsetmektedir.
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Su an itibariyle su videolari izlemelisiniz:

Topology Without Tears - Video 1 - Pure Mathematics
Topology Without Tears - Video 2a & 2b - Infinite Set
Theory

Topology Without Tears - Video 4a & 4b &4c &4d -
Writing Proofs in Mathematics

Bu videolara

http://wuw.topologywithouttears.net

linki ile YouTube ve Youku'dan ulasilabilir.



http://www.topologywithouttears.net

Bolum 3

Limit Noktalar

Giris

Gercel sayl dogrusu lUzerinde “yakinlik” kavrami vardir. Ornegin .1,.01,.001,.0001, .00001, . ..

dizisindeki her bir nokta 0'a bir 6ncekinden daha yakindir. Gercekten de baz
bakimlardan 0 bu dizinin bir limit noktasidir. O halde (0,1] arahgdi 0 limit noktasini
icermediginden kapali degildir. Bir genel topolojik uzayda “uzaklik fonksiyonu”
bulunmamaktadir, dolayisiyla farkl bir bicimde ilerlemeliyiz. Limit noktasI kavramini
uzaklik kavramina basvurmaksizin tanimlayacagiz. Hatta bu yeni limit noktasi
tanimmmiz yardimiyla 0 noktasi hala (0,1]'in bir limit noktasi olacaktir. Limit
noktasi kavraminin tanitilmasi kapali kiime kavraminin ¢cok daha iyi anlasiimasini

saglayacaktir.

Bu bdélimde tanimlayacagimiz bir diger cok 6nemli kavram baglantilihktir. R
topolojik uzayini géz énune alahm. [0,1] U [2,3] ve [4,6] kimelerinin her iKisinin de
uzunlugu 2 olarak tanimlanmakla birlikte bunlarin farkli tirde kimeler olduklari
asikardir ... birincisi iki ayrik parcadan ve ikincisi sadece tek bir parcadan olusur.
Ikisi arasindaki fark "topolojik"dir ve baglantillik kavrami kullanilarak aciklanacaktir.

69
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Bu bolimuo anlamak icin Ek 1'in icerigine asina olmalisiniz.
Daha 6nceden de bahsedildigi gibi bu, YouTube'da
http://youtu.be/9h83ZJeiecg &
http://youtu.be/QPSRB4Fhzko;

Youku'da

http://tinyurl.com/m4dlzhh &
http://tinyurl.com/kf91p8e;

ve

http://www.topologywithouttears.net

linklerinden ulasabileceginiz "Topology Without Tears
- Video 2a & 2b - Infinite Set Theory" videolari ile
desteklenmektedir.

3.1 Limit Noktalar ve Kapanis

Eger (X,T) bir topolojik uzay ise X kumesinin elemanlari noktalar olarak ifade
edilmektedir.

3.1.1 Tanim. (X, T) topolojik uzayinin bir alt kimesi A olsun. Bir z € X
noktasini iceren her U acik kiimesi A kimesinin z'den farkli bir noktasini iceriyorsa
z noktasina A kiimesinin bir limit noktasi (veya yigilma noktasi) denir.



http://youtu.be/9h83ZJeiecg
http://youtu.be/QPSRB4Fhzko
http://tinyurl.com/m4dlzhh
http://tinyurl.com/kf9lp8e
http://www.topologywithouttears.net
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3.1.2 Ornek. X = {a,b,c,d, e} ve T = {X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d e}} topoloji
olmak ulzere (X,T) topolojik uzayini ve A = {a,b,c} kimesini g6z 6nune alalim. Bu
durumda b, d ve e noktalari A kumesinin limit noktalaridir, fakat a ve ¢, A kimesinin
limit noktalari degildir.

ispat.

a noktasi A kumesinin bir limit noktasidir ancak ve ancak a'y! iceren her acik
kime A kimesinin bir diger noktasi da icerir.

O halde a noktasinin A kiimesinin bir limit noktas gdstermek

icin a'yl iceren fakat A kimesinin bir diger noktasini icermeyen bir acik kime

bulmak yeterlidir.

{a} kKumesi aciktir ve A kiimesinin bir diger noktasini icermez. Dolayisiyla a, A
kimesinin bir limit noktas! degildir.

{c,d} kimesi c'yi iceren fakat A kimesinin bir diger noktasini icermeyen bir acik
kimedir. Bu nedenle ¢ noktasi A kimesinin bir limit noktasi degildir.

b noktasinin A kiUmesinin bir limit noktasi oldugunu goéstermek icin b'yi
iceren her acilk kimenin A kimesinin b’den baska bir noktasini icerdigini
gostermeliyiz.

Bu durumu b'yi iceren aclk kimeleri yazarak ve her birinin A
kimesinin b'den baska bir noktasini icerdigini dogrulayarak gdsterecegiz.

b'yi iceren acik kumeler sadece X ve {b,c,d,e}'dir ve her ikisi de A kiimesinin bir
baska noktasini yani c'yi icermektedir. Dolayisiyla b, A kimesinin bir limit noktasidir.
d noktasi A’'da bulunmamakla birlikte d yi iceren her acilk kime A kimesinin bir

diger noktasini da icerdiginden d, A kimesinin bir limit noktasidir. Benzer sekilde e
noktasl da A kimesinin icinde degildir fakat A kimesinin bir limit noktasidir. ]
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3.1.3 Ornek. (X, T) bir ayrik uzay ve A kiimesi X'in bir alt kimesi olsun. Her
r € X icin {z} kiimesi A kimesinin z'den farkl hicbir noktasini icermeyen bir acik

kime oldugundan A kumesinin hicbir limit noktasi yoktur. ]

3.1.4 Ornek. R'nin A = [a,b) alt kimesini gbz 6nlne alalm. Bu durumda [a,b)
icindeki her elemanin A'nin bir limit noktasi oldugu kolayca goérulebilir. Ayrica b
noktasli da A kimesinin bir limit noktasidir. O

3.1.5 Ornek. (X, T) ayrik olmayan bir uzay ve A, X'in en az iki elemana sahip
bir alt kimesi olsun. Bu durumda X'in her noktasi, A kimesinin bir limit noktasidir.

(Nicin A kiimesinin en az iki noktasi oldugu Gzerinde durduk?) U

Bir sonraki 6nerme, bir kimenin kapali olup olmadigini test etmek icin yararl

olacaktir.
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3.1.6 Onerme. Bir (X,T) topolojik uzayinin alt kiimesi A olsun. Bu
durumda A, (X, T) topolojik uzayinda kapalidir ancak ve ancak A limit noktalarinin

timuanu icerir.

Ispat.

Bizden A kUmesinin (X, 7)'da kapali olmasi icin ]gerek ve yeter sartin| A

kimesinin tum limit noktalarini icermesi oldugunu ispatlamamiz istenmektedir.

Yani gbstermemiz gerekenler sunlardir;
(i) eger A kapall kiime ise tum limit noktalarini icerir, [ve]
(ii) eger A tum limit noktalarini iceriyorsa kapali bir kiimedir.

A kilmesinin (X,T)'da kapali oldugunu kabul edelim. p noktasi

X \ A'ya ait olup A kimesinin limit olsun. Bu durumda X \ A, A kimesinin p limit
noktasini iceren acik bir kimedir. Bu nedenle X \ A, A kimesinin bir elemanini icerir.
Bunun yanlis oldugu asikardir ve bdylece varsayimimizda bir celiski vardir. Dolayisiyla
A kimesinin her limit noktasi A'ya ait olmalidir.

Aksine A kimesinin tim limit noktalarini icerdigini kabul edelim. Her z € X \ A
icin kabulimuiuz U,NA = @ olacak bicimde U, 5 z acik kimesinin var olmasini gerektirir,
yani U, C X \ A'dir. Boylece X \ A = UZGX\A U. olur. (Kontrol ediniz!). Sonuc olarak
X \ A acik kiimelerin bir birlesimidir ve bdylece aciktir. Dolayisiyla X \ A kiimesinin

timleyeni olan A kapahdir. O
3.1.7 Ornek. Onerme 3.1.6'nin uygulamalari olarak asagidaki sonuclari elde
etmekteyiz:

(i) [a,b) kimesi R'de kapali degildir. Cunkud b bir limit noktasidir ve b ¢ [a,b)'dIr;

(i) [a,b] kimesi R'de kapalidir. Cunkl [a,b]'nin tim limit noktalari (yani [a,b]'nin tim
elemanlari) [a,b] icerisindedir;

(iii) (a,b), R'nin kapal bir alt kimesi degildir. CUnk( a limit noktasini icermez;

(iv) [a,00), R'nin kapali bir alt kimesidir. O
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3.1.8 Onerme. Bir (X, T) topolojik uzayinin bir alt kiimesi A ve A kimesinin
tim limit noktalarinin kimesi A’ olsun. Bu durumda AU A’ kapali bir kiimedir.

Ispat. Onerme 3.1.6'dan AU A’ kiimesinin tim limit noktalarini icerdigini ya da
buna denk olarak X\ (AUA’)'nin hi¢cbir elemaninin AUA" nin bir limit noktasi olmadigini
gbéstermek yeterlidir.

pe X\ (AUA) olsun. p ¢ A" oldugundan UN A = {p} ya da UN A = 0 olacak
sekilde p'yi iceren U acik kimesi vardir. Fakat p ¢ A oldugundan UNA = @'dir. Ayrica
UNA =@ oldugunu da iddia etmekteyiz. U acik kime ve UNA = @ oldugundan x € U
iken = ¢ A" olur. Dolayisiyla UN A" = @'dir. Yani UN(AUA") =0 ve p e U'dir. Bu
ise p'nin AU A’ kiimesinin limit noktasli olmadigi ve bdylece AU A" kimesinin kapali
oldugu anlamina gelir. ]

3.1.9 Tanim. Bir (X,T) topolojik uzayinin bir alt kimesi A olsun. Bu
durumda A ile onun tdm limit noktalarindan olusan AUA’ kiimesine A kumesinin
kapanisi denir ve A ile gosterilir.

3.1.10 Uyar. Onerme 3.1.8’den acikca gorilir ki A kapah bir kimedir. Onerme
3.1.6 ve Alistirmalar 3.1 #5 (i) géz 6nine alinarak A kiimesini kapsayan her kapali
kiime ayni zamanda A’ kiimesini de kapsamalidir. Dolayisiyla AU A = A kiimesi A
kiimesini iceren en kicik kapal kiimedir. Bu A kiimesinin A'yl kapsayan tim kapali
kimelerin kesisimi olmasini gerektirir. ]



3.1. LIMIT NOKTALAR VE KAPANIS 75

3.1.11 Ornek. X ={a,b,c,d,e} ve T ={X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d,e}} olsun.
{b} = {b,e}, {a,c} = X ve {b,d} = {b,¢,d,e} oldugunu gdsteriniz.

Ispat.

Belli bir kimenin kapanisini bulmak icin bu kimeyi kapsayan kapall
kimeleri bulmaliyiz ve sonra en kucuk olanini secmeliyiz. Bu nedenle tUm
kapali kimeleri yazarak baslamaliyiz (bu kapali kimeler basitce tim acik
kiimelerin timleyenleridir).

Kapall kumeler O, X, {b,c,d,e},{a,b,e},{b,e} ve {a}'dir. Dolayisiyla {b} kumesini
kapsayan en kiiciik kapal kiime {b,e} kiimesidir; yani {b} = {b,e} olur. Benzer sekilde
{a,c} = X ve {b,d} = {b,c,d,e} oldugu goéruliur. O

3.1.12 Ornek. Q, R'nin tum rasyonel sayilarint iceren bir alt kimesi olsun.
Q = R oldugunu kanitlayiniz.

ispat. Q #R olsun. Bu durumda bir € R\ Q vardir. R\Q kiimesi

R’'de acik oldugundan z € (a,b) C R\ Q ve a < b olacak sekilde a,b vardir. Fakat her
(a,b) araliginda bir ¢ rasyonel sayisi vardir dyle ki ¢ € (a,b)'dir. Bdylece ¢ € R\ Q olur Ki
buradan ¢ € R\ Q olmasi gerekir. Bu ise ¢ € Q olmasi ile celisir. O halde Q = R'dir.0

3.1.13 Tanim. Bir (X, T) topolojik uzayinin bir alt kimesi A olsun. Eger
A= X ise A kiimesine X icinde yogun veya X icinde her yerde yogun denir.

Ornek 3.1.12'yvi "Q, R'nin yodun alt kimesidir." seklinde yeniden ifade edebiliriz.

Ayryca dikkat edersek Ornek 3.1.11'de {a,c}'nin X icinde yogun oldugunu
gorebiliriz.

3.1.14 Ornek. (X, T) bir ayrik uzay olsun. Bu durumda X'in her alt kimesi
(timleyeni acik oldugundan) kapahdir. Bu nedenle X'in her alt kiimesinin kapanisi
kendisi oldugundan X'in yogun alt kimesi valnizca X'in kendisidir. O



76 BOLUM 3. LIMIT NOKTALAR

3.1.15 Onerme. Bir (X,T) topolojik uzayinin bir alt kimesi A olsun. A,
X icinde yogundur ancak ve ancak X'in bos olmayan her acik alt kumesi ile A
kimesinin kesisimi bostan farkhdir. (Yani eger U € T ve U # 0 ise ANU # @'dir.)

Ispat. Oncelikle bos olmayan her acik kimenin A ile bostan farkl bicimde
kesistigini kabul edelim. A = X ise A kimesinin X icinde yogun oldugu asikardir.
A # X ise herhangi z € X\ A alabiliriz. EGer U € T ve z € U ise UNA # @'dir. Dolayisiyla
z, A kimesinin limit noktasidir. = noktasi X \ A icinde keyfi bir nokta oldugundan
X \ A'nin her noktasi A kimesinin bir limit noktasidir. Boylece A’ O X \ A'dir ve bu
durumda Tanim 3.1.9'a gére A = AU A = X'dir; yani A, X icinde yogundur.

Aksine, A kiimesinin X icinde yogun oldugunu kabul edelim. U, X'in bos olmayan
herhangi bir acik alt kiimesi olsun. UNA = @ olsun. Bu durumda z € U ise
x ¢ A ve U acik kimesi A kimesinin hicbir elemanini icermediginden z, A kiimesinin
bir limit noktasi . Bu ise A, X icinde yogun olmasi ve dolayisiyla X \ A'nin
her elemanin A kiimesinin limit noktasi olmasi ile celisir. Sonu¢ olarak varsayimimiz
yanlistir ve istendigi gibi U N A # @'dir. O
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Alistirmalar 3.1

1. (a) Ornek 1.1.2'e gore asagidaki kiimelerin tim limit noktalarini bulunuz:

(i) {a},

(i) {b,c},
(iii) {a,c,d},
(iv) {b,d,e, f}.

(b) Yukaridaki kiimelerin her birinin kapanisini bulunuz.

(c) Ornek 3.1.11'deki yontemi kullanarak yukaridaki kiimelerin her birinin kapanisini
bulunuz.

2. (Z,T) sonlu-kapal topoloji ile birlikte tam sayilar kimesi olsun. Asagidaki
kimelerin limit noktalari kimelerini siralayiniz:

(i) A=1{1,2,3,...,10},
(ii) Tam cift tam sayilardan olusan E kimesi.

3. R'de a <b olmak lUzere (a,b) acik arahginin tim limit noktalarini bulunuz.

4, (a) Asadidaki kiimelerin her birinin R'deki kapanislari nedir?

(i) {17%’%7%7"’7%7"'}7
(if) Z tam sayilar kiimesi,

(iii) P irrasyonel sayilar.

(b) S, R'nin bir alt kiimesi ve a € R olsun. a € S olmasi icin gerek ve yeter sart her
n pozitif sayisi icin |z, —a| < % olacak sekilde bir z,, € S olmasidir, kanitlayiniz.

5. S ve T bir (X,T) topolojik uzayin S C T olacak sekilde bos olmayan kimeleri
olsun.

(i) Eger p, S kimesinin bir limit noktasi ise p'nin ayni zamanda T kimesinin de
bir limit noktasi oldugunu dogrulayiniz.

(ii) (i) maddesinden S C T sonucunu cikariniz.

(iii) S, X icinde yogun ise T'nin de X icinde yogun oldugunu gosteriniz.

(iv) Madde (iii)'yi kullanarak R'nin sayillmaz coklukta farkli yogun alt kiimelerinin
var oldugunu gosteriniz. [ipucu. Sayilamaz kiimeler, Ek 1'de ele alinmaktadir.]
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(v)* Tekrar (iii)'yi kullanarak gdsteriniz ki, R'nin sayllamaz coklukta farkh sayilabilir

yogun alt kiimeleri ve 2¢ farkh sayilamaz yogun alt kiimesi vardir.
[ipucu. ¢'nin Ek 1'de ele alindigina dikkat ediniz.]

6. A ve B, OKlid topolojisi ile verilen R uzayinin alt kiimeleri olsun. (i) AN B; (ii)
AnB; (iii) AnB; (iv) AN B olarak verilen dort kiimeyi g6z éniine alahm.

(a) Eger A tim rasyonel sayilarin kiimesi ve B tum irrasyonel sayilarin kimesi
ise yukarida verilen dért kimeden hicbirinin birinin digerine esit olmadigini
kanitlayiniz.

(b) Eger A ve B, R icinde acik araliklar ise yukarida verilen doért kiimenin en az
ikisinin esit oldugunu kanitlayiniz.

(c) R'nin yukarida verilen dért kiimeden herhangi ikisi birine esit olmayacak

sekilde A ve B acik kumelerini bulunuz.
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3.2 Komsuluklar

3.2.1 Tanim. (X, T) bir topolojik uzay, N, X'in bir alt kimesi ve p de
N'de bir nokta olsun. Eger p € U C N olacak sekilde bir U acik kuimesi varsa N
kimesine p noktasinin bir komsulugudur denir.

3.2.2 Ornek. [0,1] kapal araligi R'de % noktasinin bir komsulugudur, cunkui
1e (3 clo,1] vardr. O
3.2.3 Ornek. (0,1] araligi R'de ; noktasinin bir komsulugudur, cinki 1 € (0,4) C
(0,1] bulunabilir. Fakat (0,1], 1 noktasinin komsulugu degildir. (ispatlayiniz.) O
3.2.4 Ornek. Eder (X,T) herhangi bir topolojik uzay ve U € T ise Tanim
3.2.1'den U acik kimesi her p € U noktasinin bir komsulugudur. Ornegin, R'de her
(a,b) acik araligi icindeki her noktanin bir komsulugudur. O
3.2.5 Ornek. (X,T) herhangi bir topolojik uzay ve N bir p noktasinin bir

komsulugu olsun. Eger S kimesi X'in N C S olacak sekilde herhangi bir alt kimesi
ise p noktasinin bir komsulugudur. ]

Bir sonraki édnerme kolayca dogrulanir, bu yuzden ispati okuyucuya birakilmistir.

3.2.6 Onerme. Bir (X, T) topolojik uzayinda bir alt kime A olsun. z € X
noktast A'nin limit noktasidir ancak ve ancak z'in her komsulugu A'da z'den farkl
bir nokta icerir. O
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Bir kimenin kapali olmasi icin gerek ve yeter sart tum limit noktalarini icermesi

oldugundan asagidaki sonucu cikarabiliriz:

3.2.7 Sonuc. Bir (X, T) topolojik uzayinda bir alt kime A olsun. A kimesi
kapaldir ancak ve ancak her x € X \ A icin N C X \ A olacak sekilde x noktasinin
bir N komsulugu vardir. ]

3.2.8 Sonuc. Bir (X, T) topolojik uzayinda bir alt kime U olsun. U € T'dur
ancak ve ancak her x € U icin N C U olacak sekilde z noktasinin bir N komsulugu
vardir. O

Bir sonraki sonuc kolayca Sonuc 3.2.8'den cikarilmaktadir.

3.2.9 Sonuc. Bir (X, T) topolojik uzayinda bir alt kime U olsun. U € T'dur
ancak ve ancak her z € U icin x € V C U olacak sekilde bir V € T vardir. O

Sonuc¢ 3.2.9, bir kimenin acik mi kapali mi oldugunu belirlemek icin faydal bir

Olcudir. Bir kimenin acik olabilmesi icin gerek ve yeter sartin icindeki her noktayi

iceren bir acigl kapsamasi oldugunu sdylemektedir.

Alistirmalar 3.2

Bir (X, T) topolojik uzayinda bir alt kime A olsun. A kimesinin X icinde yogun
olmasi icin gerek ve yeter sart X \ A'daki her bir noktanin her komsulugunun A
ile arakesitinin bostan farkli olmasidir, ispatlayiniz.

(i) A ve B, bir (X,T) topolojik uzayinda alt kiimeler olsun.

ANBCANB

oldugunu ispatlayiniz.
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(ii) Bir érnekle

oldugunu gobsteriniz.

3. (X, T) bir topolojik uzay olsun. T, X uzerinde sonlu-kapali topolojidir ancak ve
ancak (i) (X, T) bir Ty-uzayidir, ve (ii) X'in her sonsuz alt kiimesi X'de yogundur,

ispat ediniz.

4. Bir (X, T) topolojik uzayi sayilabilir yogun alt kiimeye sahipse ayrilabilirdir denir.
Asadidaki uzaylardan ayrilabilir olanlari belirleyiniz:
(i) alisiimis topoloji ile R kiimesi;
(ii) ayrik topoloji ile sayilabilir bir kime;
(iii) sonlu-kapall topoloji ile sayilabilir bir kiime;
(iv) X sonlu iken (X, T);
(v) T sonlu iken (X, T);
(vi) ayrik topoloji ile sayllamaz bir kime;
(vii) sonlu-kapal topolojisi ile sayllamaz bir kiime;

(viii) ikinci sayilabilirlik aksiyomunu saglayan bir (X, 7T) uzayi.

5. (X, T) herhangi bir topolojik uzay ve A, X'in herhangi bir alt kimesi olsun. A'nin
kapsadigl en buyik acik kimeye A kumesinin ici denir ve Int(A) ile gosterilir.
[X'in tamami A’'da kalan tim acik alt kimelerinin birlesimidir.]

(i) R'de Int([0,1]) = (0,1) oldugunu ispatlayiniz.

(ii) R'de Int((3,4)) = (3,4) oldugunu ispatlayiniz.

(iii) A kiimesi (X,7T)'da acik ise Int(A) = A oldugunu dogrulayiniz.

(iv) R'de Int({3}) = @ oldugunu dogrulayiniz.

(v) Eger (X, T) bir ayrik olmayan uzaysa, X'in tim A &zalt kimeleri icin Int(4) =0
oldugunu gobsteriniz.

(vi) R'nin her sayilabilir A alt kiimesi icin Int(A) = @ oldugunu gosteriniz.

6. Bir (X,T) topolojik uzayinin herhangi bir A alt kimesi icin Int(A) = X \ (X \ 4)
oldugunu gdsteriniz. (ic tanimi icin yukaridaki Alistirma 5’e bakiniz.)
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Bir A kimesinin (X, T) icinde yogun olmasi icin gerek sart Int(X\ A) = ® olmasidir.
Bunu yukaridaki Alistirma 6 yardimiyla ispatlayiniz.

Ay ve Ay, bir (X,T) topolojik uzayinin keyfi alt kimeleri olsun. Yukaridaki
Alistirma 5'deki ic tanimini kullanarak asagidaki durumlardan hangilerinin dogru
oldugunu belirleyiniz.

(|) Int(Al N AQ) - Int(Al) N Int(AQ),

(ll) |nt(A1 U Ag) = |nt(A1) U |nt(A2),

(iii) Ay UAy = A U A,.

(Eger cevabiniz herhangi biri icin “dogru” ise ispat yapmalisiniz. Eger cevabiniz
“yanlis” ise somut bir karsi 6rnek vermelisiniz.)

S, bir (X, T) topolojik uzayinin yogun bir alt kimesi olsun. X'in her U acik alt
kiimesi isin SNU = U esitliginin oldugunu ispatlayiniz.

S ve T, bir (X, T) topolojik uzayinin yogun alt kimeleri olsun. Ayni zamanda T
aciksa yukaridaki Alistirma 9'dan SN7T'nin X'de yogun oldugu sonucunu c¢ikariniz.

B={[a,b):a€R, beQ, a<b} olsun. Asagidaki ifadelerin her birini ispatlayiniz.

(i) B, R Uzerinde bir T, topolojisi icin bir tabandir. ((R,7;) uzayl Sorgenfrey
dogrusu olarak adlandirilir.)

(ii) T, R Gzerinde Oklid topolojisi ise T; D T olur.

(iii) a < b olmak Uzere her a,b € R icin [a,b), (R,7;)'de hem acik hem kapali bir

kumedir.

(iv) Sorgenfrey dogrusu ayrilabilir bir uzaydir.

(v)* Sorgenfrey dogrusu ikinci sayilabilirlik aksiyomunu saglamaz.
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3.3 Baglantiihk

3.3.1 Uyar. Burada bazi temel tanimlari ve hali hazirda bildiginiz gercekleri
verecegiz. S, gercel sayillar kimesinin herhangi bir alt kimesi olsun. Her x € S icin
x < b olacak bicimde b € S varsa b'ye S'nin en buyuk elemani denir. Benzer sekilde
her x € S icin a < x olacak bicimde a € S varsa a'ya S'nin en kucuk elemani denir.
Her z € S icin x < ¢ olacak bicimde bir ¢ gercel sayisi varsa S gercel sayilar kimesine
ustten sinirh denir ve ¢'ye S'nin ust siniri denir. Benzer bicimde “alttan sinirh”
kime ve “alt sinir” terimleri tanimlanir. Bir kime hem ustten sinirli hem de alttan

sinirll ise kimeye sinirlh kiime denir. OJ

En Kiicuk Ust Sinir Aksivomu: S, gercel sayillar kiimesinin bostan farkh bir
alt kumesi olsun. Eger S ustten sinirhysa bir en kucuk ust sinira sahiptir. O

S'nin en kig¢uk ust sinirina S'nin supremumu da denir ve sup(S) ile gosterilir. En
kucuk ust sinirt S kiimesine ait olabilir ya da olmayabilir. Aslinda, S'nin supremumu
S'nin elemanidir ancak ve ancak S en blyik elemana sahiptir. Ornegin, S = (1,2) acik
arahginin supremumu 2'dir fakat 2 ¢ (1,2)'dir. Diger taraftan [3,4] kapal araliginin
supremumu [3,4] arahginda bulunan 4'tur ve 4, [3,4] arahginin en buyuk elemanidir.
Gercel sayllarin alttan sinirli herhangi S alt kimesi infimum olarak da adlandirilan

ve inf(S) ile gosterilen en buyuk alt sinir a sahiptir.

3.3.2 Lemma. S, R'nin dstten sinirh bir alt kimesi ve p, S'nin supremumu

olsun. Eger S, R'nin kapali bir alt kiimesi ise p € S'dir.

ispat. p € R\ S olsun. R\ S kiimesi acik oldugundan p € (a,b) CR\ S
ve a < b olacak sekilde a ve b gercel sayilari vardir. p, S icin st sinir ve

a < p oldudu icin a < x olacak sekilde bir x € S vardir. Ayrica = < p < b ve dolayisiyla
z € (a,b) CR\S'dir. Fakat z € S oldugundan bu bir celiskidir. Bu nedenle varsayimimiz
yanlis olup p € S'dir. O
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3.3.3 Onerme. T, R'nin hem kapali hem acik bir alt kimesi olsun. Bu
durumda ya T =R ya da T = O'dir.

ispat. T # R ve T # @ olsun. Bu durumda bir z € T elemani ve

bir z € R\ T elemani vardir. Genelligi bozmaksizin, z < z oldugunu kabul edelim.
S =TnN|z,z] alalim. O zaman iki kapall kimenin kesisimi olan S kapali bir kiime olur.
Ayrica, z acik¢a bir ast siniri oldugu icin S dstten sinirlidir. p, S'nin supremumu olsun.
Lemma 3.3.2'den p € S olur. p € [z,z] oldugu icin p < z'dir. z € R\ S oldugundan p # z
olur ve bodylece p < z'dir.

Ayrica T acik bir kimedir ve p € T vardir. O halde R'de p € (a,b) CT ve a <b
olacak sekilde a ve b sayilari vardir. p <t < min(b,z) olacak bicimde t verilsin, dyle ki
min(b, z), b ve z'den kucuk olanini gdsterir. Bu ylzden t € T ve t € [p,z]'dir. Boylece
teTnlz,z] =95 olur. t>p ve p, S'nin supremumu oldugundan bu bir celiskidir.
Dolayisiyla varsayimimiz yanlistir ve sonuc olarak T'=R ya da T = @ olur. O

3.3.4 Tanim. (X, T) bir topolojik uzay olsun. Eger X'in hem acik hem
kapall alt kiimeleri sadece X ve @ ise X uzay! baglantilidir denir.

Bunun sonucunda Onerme 3.3.3'u tekrar ele alarak asagidakileri elde ederiz:

3.3.5 Onerme. R topolojik uzay! baglantilidir. O

3.3.6 Ornek. (X, T) birden fazla elemanli herhangi ayrik topolojik uzay ise, her
bir tek nokta kiimesi hem acik hem kapal kiime oldugundan (X, 7) baglantili degildir.
O

3.3.7 Ornek. (X, T) ayrik olmayan topolojik uzay ise, hem acik hem kapal
kimeler sadece X ve 0 oldugundan (X, 7T) baglantilidir. (Aslinda (X, 7)'nun acik olan

kiimeleri sadece X ve 'dir.) O
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3.3.8 Ornek. Eder X = {a,b,c,d, e} ve
T ={X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d, e}}

ise {b,c,d,e} hem acik hem kapali oldugundan (X, 7) badlantili degildir. O

3.3.9 Uyari. Tanim 3.3.4’den gérular Ki; (X, T) topolojik uzay! baglantih degildir
(yani baglantisizdir) ancak ve ancak ANB =0 ve AU B = X olacak sekilde bostan
farkh A ve B acik kiimeleri vardir.! (Bkz. Alistirmalar 3.3 #3.)

Bu bolimi R? (ve aslinda, her bir n > 1 icin R") baglantih uzaydir, diyerek
sonuclandiriyoruz. Ancak ispati Bolum 5'te yapilacaktir.

Baglantilik Uzerine cok daha fazla sey sdyleyecegimiz cok édnemli bir &zelliktir.

Alistirmalar 3.3

1. S gercel sayilar kuimesinin bir alt kimesi ve T'= {x : —x € S} olsun.

(a) a gercel sayisinin S'nin infimumu olmasi icin gerek ve yeter sart —a'nin T"nin
supremumu olmasidir, ispatlayiniz.

(b) En Kucluk Ust Sinir Aksivomunu ve (a)'yl kullanarak gercel sayilarin bos
olmayan alttan sinirll her kiilmesinin bir en buyuk alt sinira sahip oldugunu
ispatlayiniz.

2. Asadgidaki gercel sayl kumelerinin her birinin eger varsa en bluyuk elemanini ve en

kdcuk dast sinirini bulunuz.

(i) S=R.
(ii) S=7Z = tum tam sayilar kiimesi.
(iii) S =19,10).

(iv) S = n pozitif sayllar olmak lUzere 1 — % bicimindeki tim gercel sayilar kimesi.
(v) S =(-,3].

1pek cok kitap baglantihhd tanimlamak icin bu 6zelligi kullanir.
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3. (X, T) herhangi bir topolojik uzay olsun. (X,7T) baglantili uzay degildir ancak ve
ancak AU B = X olacak sekilde A ve B bos olmayan ayrik acik 6zalt kumeleri

vardir, ispatlayiniz.
4. Ornek 1.1.2'deki (X, T) uzay! baglantili midir?

5. (X,T) sonlu-kapalilar topolojisi ile birlikte herhangi sonsuz kiime olsun. (X, T)

baglantili midir?

6. (X, T) sayilabilir-kapallar topolojisi ile birlikte sonsuz bir kime olsun. (X, T)

baglantili midir?

7. Alistirmalar 1.1 #9'deki topolojik uzaylarin hangileri baglantihdir?

3.4 Dipnot

Bu bdélumde limit noktasi kavrami tanittik ve bir kimenin kapali olmasl icin gerek
ve yeter sartin tim limit noktalarini icermesi oldugunu gosterdik. Onerme 3.1.8'den
sonra herhangi A kiimesinin onu kapsayan bir en kicik kapali A kiimesine sahip
oldugunu sdylemektedir. A kiimesi A'nin kapanisi olarak adlandiriilmaktadir.

Bir (X, T) topolojik uzayinin bir A alt kimesi eger A= X ise X'de yogun olarak
adlandirilir. Q'nun R icinde yogun oldugunu ve ayrica tum irrasyonel sayilar kimesi
P'nin de R icinde yogun oldugunu gérduk. Bir noktanin komsulugu kavramini ve
baglantili topolojik uzay kavramini tanittik. Onemli bir sonu¢ olan R'nin baglantil
olmasini ispatladik. Daha sonra baglantiliik hakkinda cok daha fazla sey sdyleyecegiz.

Alistirmalarda bir kimenin kapanisinin timleyeni olan, kimenin ici kavramini
tanittik.
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Homeomorfizmler

Giris

Matematigin her bir alt dalinda iki yapinin denk olup olmadigini bilmek birinci
derecede o6nemlidir. Ornegin, kime teorisine godre bir kimeyi diger bir kimeye
eslestiren bire-bir ve Orten bir fonksiyon varsa bu kumeler denktir. Bir gruptan
digerine Dbire-bir ve Uzerine olan bir homomorfizm varsa bu gruplar denktir ve
izomorfik olarak da adlandirilirlar. Bir topolojik uzaydan diger bir topolojik uzaya
bir homeomorfizm varsa bu uzaylar denktir ve homeomorfik olarak da bilinir.
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Bu bolumu calismaya baslamadan Ek 1'i incelemeli ve
YouTube'da

http://youtu.be/veSbFJFjbzU

ve Youku’'da

http://tinyurl.com/mulg9fv

adreslerinden ulasabileceginiz “Topology Without Tears
- Video 1 - Pure Mathematics” videolarini,

YouTube'da

http://youtu.be/9h83ZJeiecg ve http://youtu.be/QPSRB4Fhzko
ve Youku’'da

http://tinyurl.com/m4dlzhh ve http://tinyurl.com/kf91p8e
adreslerinden ulasabileceginiz

“Topology Without Tears - Video 2a & 2b - Infinite Set

Theory'" videolarini
ve YouTube'da

“Topology Without Tears - Video 4a & 4b &4c &4d -
Writing Proofs in Mathematics” videolarini izlemelisiniz.
YouTube ve Youku'daki videolarin linklerine http://www.

topologywithouttears.net adresinden ulasabilirsiniz.
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4.1 AIlt Uzaylar

4.1.1 Tanmm. Bir (X,7T) topolojik uzayinin bostan farkl bir alt kimesi Y
olsun. Y'nin alt kimelerinin 7Ty = {ONY : O € T} sinifi Y lzerinde alt uzay
topolojisi (veya relatif topoloji veya indirgenmis topoloji veya 7 tarafindan
Y uzerine indirgenmis topoloji) olarak adlandirilan bir topolojidir. (Y, Ty)
topolojik uzayina (X, 7)'nun bir alt uzayi denir.

Ty'nin gercekten de Y uUzerinde bir topoloji oldugunu kontrol etmelisiniz.

4.1.2 Ornek. X ={a,bcd,e,f},
T ={X,0,{a},{c,d}, {a,c,d},{b,c,d,e, f}}
ve Y = {b,c,e} verilsin. Bu durumda Y Uzerindeki alt uzay topolojisi
Ty ={Y.0.{c}} -

olur.

4.1.3 Ornek. X ={a,b,c,d, e},
T ={X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d, e}}
ve Y = {a,d,e} olsun. Oyleyse Y lzerindeki indirgenmis topoloji
Ty ={Y,0,{a},{d} . {a,d},{d, e}} 0

dir.

4.1.4 Ornek. B, X Uzerinde T topolojisi icin bir taban ve Y, X'in bir alt kimesi
olsun. Bu durumda By = {BNY : B € B} sinifinin Ty alt uzay topolgjisi icin bir taban
oldugunu gdstermek hic de zor degildir. [Alistirma: bunu kanitlayiniz.]

Oyleyse R'nin (1,2) alt kimesini géz 6nune alalim. (1,2) Gzerindeki indirgenmis
topoloji icin bir taban {(a,b) N (1,2) : a,b € R,a < b} sinifidir. Bir baska deyisle
{(a,b) :a,b e R, 1 <a<b<2}, (1,2) acik araligi Uzerindeki indirgenmis topoloji icin bir
tabandir. U
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4.1.5 Ornek. R'nin [1,2] alt kimesini ele alalim. [1,2] Gzerindeki T alt uzay
topolojisi icin
{(a,0) N [1,2] 1 a,b € R, a < b}

bir tabandir. Yani,
{(a,0):1<a<b<2}U{[L,b): 1 <b<2}U{(a,2]:1<a <2} U{[L,2]},

T icin bir tabandir.

Fakat burada bazi sasirtict farkhiliklar gérulmektedir; &rnegin [1,1%) kumesi
kesinlikle R'de acik bir kiime degildir. Ancak [1,11) = (0,13) N [1,2] kimesi, [1,2]
alt uzayinda acik bir kiimedir.

Ayrica (1,2], R'de acik degildir, ancak [1,2]'de aciktir. Hatta [1,2] kimesi de R'de
aclk olmamasina ragmen [1,2]'de acik bir kimedir.

Bu yuzden bir kimenin acik oldugunu her sdyledigimizde o kiUmenin hangi uzayda
veya hangi topolojide acik bir kime oldugunu tam olarak aciklamaliyiz. O

4.1.6 Ornek. Z, R'nin tim tam sayilardan olusan alt kimesi olsun. R Uzerindeki
Oklid topolojisi tarafindan Z Uzerine indirgenen topolojinin ayrik topoloji oldugunu
ispatlayiniz.

Ispat.

Z uzerinde T4 indirgenmis topolojisinin ayrik topoloji oldugunu ispatlamak
icin Onerme 1.1.9 yardimiyla Z'deki her tek elemanli kiimenin 7;'de acik
oldugunu; yani n € Z ise {n} € 75 géstermek yeterlidir.

n € Z olsun. O halde {n} = (n—1,n+ 1)NZ olur. Bununla birlikte (n — 1,7+ 1),
R'de aciktir ve dolayisiyla {n}, Z Uzerine indirgenmis topolojiye gbdre aciktir. Bu
ylzden Z'deki her tek nokta kiimesi Z Uzerine indirgenmis topolojide aciktir. Bdylece
indirgenmis topoloji ayriktir. O
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Gosterim. Hangi topoloji oldugunu acikca belirtmeksizin
Q = rasyonel sayilar kimesi,
7, = tam sayilar kimesi,
N = pozitif tam sayilar kimesi,
P = irrasyonel sayilar kimesi,
(a,b), [a,b], [a,b), (—o0,a), (—oo,a], (a,0c0) veya [a, c0)
kumeleri topolojik uzaylar olarak her anildiginda R'nin bir alt uzay! olarak indirgenmis

topolojiyi kastederiz. (Bazen, bu kimeler lzerindeki indirgenmis topolojiyi “alisiimis
topoloji” olarak ifade edecegiz.)

Alistirmalar 4.1

1. X = {a,b,c,dye} ve T = {X,0,{a},{a,b},{a,c,d},{a,b,c,d}, {a,be}} olsun. Y =
{a,c,e} ve Z = {b,c,d,e} Uzerinde, sirasiyla, Ty ve T topolojilerinin elemanlarini
listeleyiniz.

2. R uzerindeki OKlid topolojisi tarafindan pozitif tam sayilarin kimesi N Uzerine
indirgenmis topolojiyi tanimlayiniz.

3. Asagidakilerin her biri GUzerindeki alisiimis topoloji icin bir taban yaziniz:

(i) a < b olmak Uzere [a,b);
(i) a < b olmak Uzere (a,b];
(iii) (—oo,al;

(iv) (=00, a);

(v) (a,00);

(vi) [a,0).

[ipucu: bkz. Ornekler 4.1.4 ve 4.1.5]

4. AC BCX ve X uzerindeki topoloji T olsun. Tpg, B Uzerindeki alt uzay topolojisi
olsun. ilaveten 7'dan A (zerine indirgenen topoloji 7, ve Tg'den A Uzerine
indirgenen topoloji T, olsun. 7, = 7T, oldugunu ispatlayiniz. (Bdylece bir alt
uzayin alt uzayi da bir alt uzaydir.)
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(Y, Ty), bir (X,T) topolojik uzayinin bir alt uzay! olsun. Y'nin bir Z alt kiimesi
(Y, Ty)'de kapahdir ancak ve ancak A, (X,7T) uzayinin bir kapali bir alt kiimesi
olmak uzere Z = ANY olmalidir, gbésteriniz.

Bir ayrik uzayin her alt uzayinin ayrik oldugunu gosteriniz.
Bir ayrik olmayan uzayin her alt uzayinin ayrik olmayan uzay oldugunu gdsteriniz.

R'nin [0,1] U [3,4] alt uzayinin en az 4 tane hem acik hem kapali alt kiimeye sahip
oldugunu gésteriniz. Tam olarak kac tane hem acik hem kapali alt kimesi vardir?

Bir baglantili uzayin her alt uzayinin baglantili oldugu dogru mudur?

(Y, Ty), bir (X,T) topolojik uzayinin alt uzayi olsun. Ty C T olmasi icin gerek ve
yveter sart Y € T olmasidir, gosteriniz.

[ipucu: Y € Ty oldugunu hatirlayiniz.]

A ve B, bir (X, T) topolojik uzayinin baglantili alt uzaylari olsun. Eger ANB # O
ise AU B'nin baglantili oldugunu ispatlayiniz.

(Y, T41), bir (X,T) Ti-uzayinin bir alt uzay! olsun. (Y,7;) uzayinin da T;-uzay!l

oldugunu gosteriniz.

Bir (X,T) topolojik uzayinda her farkh a,b € X icin a € U, beV veUNV =0
olacak sekilde U ve V acik kiimeleri varsa (X, 7T) uzayina Hausdorff uzayi (veya
T,-uzayi) denir.

(i) R'nin Hausdorff uzay! oldugunu gosteriniz.

(ii) Her ayrik uzayin Hausdorff uzay! oldugunu ispatlayiniz.

(iii) Herhangi bir Ty-uzayinin ayni zamanda bir T-uzay! oldugunu gosteriniz.
(iv) Sonlu kapali topolojiyle verilen Z'nin bir T;-uzay! oldugunu fakat bir Ty-uzay!

olmadigini gdsteriniz.

(v) Bir Ty-uzayinin herhangi alt uzayinin bir T,-uzay! oldugunu kanitlayiniz.

(vi) Eger (X, T) bir Hausdorff kapi uzayl (bkz. Alistirmalar 1.3 #9) ise en ¢ok
bir x € X noktasinin bir limit noktasi oldugunu ve egder y € X noktasi bir limit
noktasi ise {y} tek nokta kiimesinin bir acik kime oldugunu ispatlayiniz.

14. (Y, T,), bir (X,T) topolojik uzayinin bir alt uzayr olsun. Eger (X,7T) ikinci

sayilabilirlik aksiyomunu saglarsa (Y, 7 1) uzayinin da ikinci sayilabilirlik aksiyomunu
saglayacadini gdsteriniz.



4.1. ALT UZAYLAR 93

15. a < b olmak Uzere a,b € R olsun. [a,b] arahiginin baglantili oldugunu gdsteriniz.

[ipucu: Onerme 3.3.3'0n ifadesinde ve ispatinda her yerde R yerine [a,b] aliniz.]

16. Alisiimis topoloji ile verilmis tim rasyonel sayilarin kimesi Q ve alisiimis topoloji
ile verilmis tum irrasyonel sayilarin kimesi P olsun.

(i) Ne Q ne de P'nin bir ayrik uzay olmadigini gdsteriniz.
(ii) Q ya da P bir baglantili uzay midir?
(iii) Q ya da P bir Hausdorff uzayr midir?
(iv) Q ya da P sonlu-kapali topolojiye sahip midir?

17. (X, T) topolojik uzayinin herhangi A kapali alt kimesi ve herhangi z € X\ A
noktasi icin x e U, ACV ve UNV = olacak sekilde U ve V acik kiimeleri varsa
(X, T) uzayina reguler uzay denir. Eger (X,T) bir regller uzay ve T;-uzayi ise
bu uzaya Ts-uzayi denir. Asagidakileri ifadeleri ispatlayiniz.

(i) Bir reguler uzayin her alt uzay! bir regller uzaydir.

(i) R, Z, Q, P ve R? uzaylari regiiler uzaydir.

(iii) Eger (X, T) is bir reguler Ti-uzayi ise Ty-uzayidir.

(iv) Sorgenfrey dogrusu bir regller uzaydir.

(V)* X, R gercel sayilar kiimesinin bir alt kiimesi ve S = {% :n € N} olsun. A, R
Ozerindeki Oklid topolojisinde kapali kime ve T, S'nin herhangi alt kimesi
olmak Uzere C' = AUT iken kapali olacak sekilde bir C' C R kiimesi tanimlayiniz.
Bu kapali kimelerin tumleyenleri R Uzerinde Hausdorff olan ancak reguler
olmayan bir T topolojisi olusturur.
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4.2 Homeomorfizmler

Simdi denk topolojik uzaylar kavramini inceleyelim. Bir 6rnek g6z &nune alarak
baslayalim:
X:{CL?b?CJd)e}? Y:{g)h7i7j7k}7
T ={X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d, e}}
ve
7-1 = {K®7{9}7{IiJJ}?{g?Z?j}J{h?Z?j?k}}
olsun. Sezgisel olarak (X, T) uzayinin (Y,7;) uzayina “denk” oldugu aciktir.

fla) =g, f(b) =h, f(c)=1, f(d) =j ve f(e) =k seklinde tanimlanan f: X — Y fonksiyonu
denkligi saglar. Simdi bunu resmi hale getirelim.

4.2.1 Tanim. (X,T) ve (Y,T,) topolojik uzaylar olsun. Asadidaki 6zellikleri
saglayan bir f : X — Y fonksiyonu varsa bu uzaylarin homeomorfik oldugunu
sOylenir:

(i) f bire-birdir (yani f(z1) = f(z2) iken z; = x5 olur),

(ii) f ortendir (yani herhangi y € Y icin f(z) =y olacak sekilde x € X vardir),
(iii) her U € T, icin f~3U) € T'dur ve
(iv) her V e T icin f(V) e T,'dir.

llaveten, f donusimu (X, T) ve (Y,T,) uzaylari arasinda homeomorfizm olarak
adlandinhir. (X, 7T) = (Y, T,) olarak yazilr. O

“="nin bir denklik bagintisi oldugunu ve bunu tim (a,b) acik araliklarinin birbiriyle
homeomorfik oldugunu gdéstermek icin kullanacagiz. Ornek 4.2.2, “="nin gecisli bir
baginti oldugunu gdsteren ilk adimdir.
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4.2.2 Ornek. (X,T), (Y,T1) ve (Z,T,) topolojik uzaylar olsun. Eger (X, T) =
(Y, T1) ve (Y, T1) = (Z,T2) ise (X, T) = (Z,7;) oldugunu ispatlayiniz.

ispat.

Bize (X,7) = (Y, 71) verilmistir; yani, bir f: (X,7) — (Y,7:) homeomorfizmi
vardir. Ayrica (Y,71) = (Z,T9) verilmistir. Yani bir de g : (Y,71) — (Z,T2)
homeomorfizmi vardir.

Bizden (X,7) = (Z,72) oldugunu goéstermemiz istenmektedir. Yani bir
h:(X,7) — (Z,T9) homeomorfizmi bulmamiz gerekmektedir. gof: X — Z

bileske dénusimunin istenen homeomorfizm oldugunu kanitlayacagiz.

(X, 7)== (Y,T1) ve (Y,T1) 2 (Z,Ty) oldugundan f: (X, 7)) — (Y,T1) ve g: (Y, T1) —
(Z,T5) homeomorfizmleri vardir. go f: X — Z bileske déonisumunt g6z énine alalim.
[Boylece her z € X icin (go f)(z) = g(f(z))'dir.] go f donisimunln bire-bir ve &rten
oldugunu kanitlamak oldukca basittir. Simdi U € T, alallim. Bu durumda g bir
homeomorfizm oldugundan ¢ '(U) € T,'dir. f'nin bir homeomorfizm oldugunu goéz
onitne alarak f~Y(¢g~}(U)) € T elde ederiz. Oysa f~(¢g~*(U)) = (gof)"H(U)'dir. Bu ylzden
go f, Tanim 4.2.1'in (iii) 6zelligine sahiptir. Bundan sonra V € T olsun. O zaman
f(V) e T ve boylece g(f(V)) € To'dir. yani go f(V) € Ty olur ve go f'nin Tanim 4.2.1'in
(iv) 6zelligine sahip oldugunu goéririz. Sonuc¢ olarak go f bir homeomorfizmdir. O

4.2.3 Uyarl. Ornek 4.2.2 “==" pagintisinin bir gecisli ikili baginti oldugunu
gosterir. Aslinda bir denklik bagintisi oldugu kolaylikla ispatlanabilir;

(i) (X,7)=(X,T) olur. (Yansima);
(i) (X, 7T)=(Y,Ty) iken (Y,T,) = (X, T) olur. (Simetrik);
[EGer f:(X,T)— (Y,T1) bir homeomorfizm ise
(Y, T1) — (X, T)'nin de bir homeomorfizm olduguna dikkat ediniz.]

(i) (X, T) 2 (Y, T1) ve (Y, T1) = (Z,T,) iken (X,T) = (Z,T,) olur. (Gecisli).
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Siradaki Uc¢c érnek R'deki tim acik araliklarinin homeomorfik oldugunu gd&sterir.
Uzunluk kesinlikle bir topolojik 6zellik degildir. Ozellikle (0,1) gibi sonlu uzunluklu bir
acik aralik, (—oo,1) gibi bir sonsuz uzunluklu bir acik araliga homeomorftur. Aslinda
tum acik araliklar R'ye homeomorftur.
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4.2.4 Ornek. Bostan farkli her iki (a,b) ve (¢,d) acik araliklarinin homeomorfik

olduklarini kanitlayiniz.

Taslak ispat.

Uyari 4.2.3’e goére (a,b) araliginin (0,1) aralidina homeomorfik ve (¢, d)’'in
(0,1)'e homeomorfik oldugunu goéstermek yeterlidir. Bununla birlikte «a
ve b (a < b olmasinin disinda) keyfi olduklarindan, eger (a,b) arahdr (0,1)
arahgina homeomorfik ise (c,d) araligi da (0,1) araligina homeomorfiktir.
(a,b)'nin (0,1)’'e homeomorfik oldugunu ispatlamak icin bir f : (0,1) — (a,b)

homeomorfizmi bulmak yeterlidir.

a < bolmak Uzere a,b € R olsun ve f(x) = a(l—z)+bxr olacak sekilde f:(0,1) — (a,b)

fonksiyonunu g6z énune alalim.

Acikca f:(0,1) — (a,b) bire-bir ve érten bir fonksiyondur. Ayrica (0,1)'deki herhangi
acik arahgin f altindaki goéruntisunin de (a,b)'de bir acik aralik oldugu grafikten
goérulmektedir.

f((0,1)'de acik aralik) = (a,b)'de bir acik aralik.

Ancak (0,1)'deki her acik arahk (0,1)'deki acik araliklarin bir birlesimidir ve bu

yuzden
f((0,1)'de acik aralik) = f((0,1)'de acik araliklarin birlesimi)
= (a,b)'de acik araliklarin birlesimi

= (a,b)'de acik aralik.

oldugu goriulmektedir. Boylece Tanim 4.2.1'in (iv) kosulu saglanir. Benzer sekilde
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f~Y((a,b)'de acik kime)'nin (0,1)'de acik kiime oldugunu goéruriz. O halde Tanim
4.2.1'in (iii) kosulu da saglanir.
[Alistirma: yukaridaki ispatin tamamini dikkatli bir sekilde yaziniz.]

Bunun sonucu olarak f bir homeomorfizmdir ve a < b olmak lUzere a,b € R icin
(0,1) = (a,b) olur.

istenildigi gibi (a,b) = (c,d) oldugu yukaridan direkt goralir. O

4.2.5 Ornek. R uzayinin alisiimis topolojiye gore (—1, 1) acik arahgina homeomorf

oldugunu ispatlayiniz.
Taslak Ispat. f:(—1,1) = R fonksiyonu

/()

. s

IR

olarak tanimlansin. f'nin bire-bir ve Orten oldugu kolaylikla ispatlanir ve Ornek
4.2.2'deki gibi sematik bir kanit f'nin bir homeomorfizm oldugunu gdsterir.

!
!
!
!
|
|
|
|
|
|
!
!
!
!
!
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|
|
|
|
!
!
!
!
!
|
|
|
|
|
|
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1
[Alistirma:  f'nin bir homeomorfizm oldugunun ispatini tam olarak yaziniz.] U
4.2.6 Ornek. a < b olmak Uzere her (a,b) acik araliginin R'ye homemorfik

oldugunu ispatlayiniz.

ispat. Ornekler 4.2.5 ve 4.2.4 ve Uyari 4.2.3'den direkt gorular. O
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4.2.7 Uyarl. a < b ve ¢ < d olmak uzere herhangi iki [a,b] ve [c,d] araliginin
birbirine homemorfik oldugu benzer bir tarzda ispatlanabilir.

O

Alistirmalar 4.2

1. ()

a<bvec<diken a,b,cvedgercel sayilar ise [a,b] = [¢,d] oldugunu ispatlayiniz

(ii) a ve b herhangi gercel sayilar ise

~Y

(—007(1] = (—OO7b] = [(I,OO) = [b7 OO)
oldugunu ispatlayiniz.

(iii) ¢ < d ve e < f olmak Uzere ¢, d, e ve f herhangi gercel sayilar ise
[e.,d) = e, f) = (¢, d] = (e, f]
oldugunu ispatlayiniz.
(iv) a < b olmak lzere herhangi a ve b gercel sayilari icin

[0,1) = (=00, a] = [a,0) = [a,b) = (a,b]

sonucunu cikariniz.

2. Z =N oldugunu ispatlayiniz.
3. m ve ¢ sifirdan farkh gercel sayilar olsun ve R*'nin bir X alt uzayi

X ={{z,y) :y=ma+c}

olarak verilsin. X'in R'ye homeomorfik oldugunu ispatlayiniz.

4. (i) a1,b1,as ve by, pozitif gercel sayilar olmak lzere X; ve X,, R*'nin

Xi={{z,y) : |z| < a1 ve |y < by}
ve

Xo={(z,y) : |2| < az ve [y| < bo}

ile verilmis kapali dikddrtgen bélgeleri olsunlar. X; ve X,, sirasiyla, R?'den
indirgenmis topolojileri T, ve T4 ile birlikte iseler X; =& X, oldugunu gdsteriniz.
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(ii) 1 ve ¢, pozitif gercel sayilar olmak lUzere D, ve D,, R* nin
Dy ={(z,y) : 2 +y’ <}

ve
Dy = {(z,y) : 2* + y* < &}

ile verilmis kapali alt yuvarlari olsunlar. D; ve Dy kendi alt uzay topolojilerine

sahip olmak Uzere D; & D, oldugunu ispatlayiniz.
(iii) X; = D, oldugunu kanitlayiniz.

5. Xjve Xy, R'nin X; =(0,1)U(3,4) ve Xy =(0,1)U(1,2) ile verilen iki alt uzay! olsun.
X1 & X, midir? (Cevabinizi dogrulayiniz.)

6. (Grup Homeomorfizmi) (X, 7T) herhangi topolojik uzay ve G, X'in kendi icine
tum homeomorfizmlerinin kimesi olsun.

(i) G'nin fonksiyonlarin bileske islemi altinda grup oldugunu gdsteriniz.
(ii) Eger X =[0,1] ise G'nin sonsuz oldugunu gdsteriniz.

(iii) Eger X =[0,1] ise G bir Abel grup mudur?

7. (X,T) ve (Y,T1) homeomorfik topolojik uzaylar olsun. Asagidakileri ispatlayiniz;

(i) (X, T) bir To-uzayi ise (Y, T;) bir Ty-uzayidir.

(ii) (X, T) bir Ti-uzayi ise (Y, T) bir Ti-uzayidir.

(iii) (X, T) bir Hausdorff uzay ise (Y, T;) bir Hausdorff uzayidir.

(iv) (X, T) ikinci sayilabilirlik aksiyomunu sagliyorsa (Y,7T;) ikinci sayilabilirlik

aksivomunu saglar.

(v) (X, T) ayrilabilir bir uzay ise (Y, Ty) ayrilabilir bir uzaydir.

8.*% (X, T) bir ayrik topolojik uzay olsun. (X, T) uzay! R'nin bir alt uzayina homeomorfik
olmasi icin gerek ve yeter sart X'nun sayilabilir olmasidir.
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4.3 Homeomorfik Olmayan Uzaylar

iki topolojik uzayin homeomorfik oldugunu ispatlamak icin aralarinda bir homeomorfizm
bulmaliyiz.

Fakat iki topolojik uzayin homeomorfik olmadigini ispatlamak (aralarinda hicbir
homeomorfizm olmadigini gdstermemiz gerektiginden) daha zordur. Bir sonraki
6rnek bunu nasil gdsterebilecegimizin bir ipucunu verir.

4.3.1 Ornek. [0,2] araliginin R'nin [0, 1]U[2, 3] alt uzayina homeomorfik olmadigini
kanitlayiniz.

Ispat. (X, 7)=[0,2] ve (Y,T;)=10,1]U[2,3] olsun. Bu durumda
[0,1] =[0,1]NY =[0,1], (Y,T1)'de kapahdir,
ve
1
0,1] = (-1, 15) NY = 10,1}, ((Y,7T1)'de aciktir.

O halde [0,1] bostan farkli hem acik hem kapali 6zalt kime oldugundan Y baglantili
degildir.

(X,T) = (Y,T1) olsun. O halde bir f: (X, T) — (Y, T,) homeomorfizmi
vardir. Bu durumda f7!([0,1]), X'de hem acik hem kapali kiimedir ve bodylece X
baglantilh degildir. [0,2] = X baglantili oldugundan bu yanhstir. (Bkz. Alistirmalar
4.1 #15.) Sonuc olarak bir celiski elde ettik ve bu ytuzden (X, 7) 2 (Y,7T,) olur. O

Bundan ne &grendik?

4.3.2 Onerme. Baglantili bir topolojik uzaya homeomorfik olan herhangi
topolojik uzay badlantihidir. O

Onerme 4.3.2 iki topolojik uzayin homeomorfik olmadigini gdéstermek icin bu
uzaylardan birinin sahip oldugu fakat digerinin sahip olmadigl “homeomorfizmlerin
korudugu' bir &6zellik bulmak seklinde bir yol sunar.
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Alistirmalarda karsilastigimiz “homeomorfizmlerin korudugu' ozelliklerin bazilari;

(i) Ty-uzayi;
(ii) Ty-uzayri;
(iii) Ty-uzay! veya Hausdorff uzayi;
(iv) reguler uzay;
(v) T3-uzayi;
(vi) ikinci saylabilirlik 6zelligine sahip uzay;

(vii) ayrilabilir uzaydir. [Bkz. Alistirmalar 4.2 #7.]

Ayrica digerleri;
(viii) ayrik uzay;

(ix) ayrik olmayan uzay;
(x) sonlu kapali topoloji;

(xi) sayilabilir-kapali topolojidir.

O halde baglantililikla birlikte homeomorfizmler tarafindan korunan on iki 6zellik
biliyoruz. Ayrica iki topolojik uzay (X, 7T) ve (Y,T;), eger X ve Y farkli kardinalitelere
sahip ise (6rnedin X sayilabilir ve Y sayllamaz ise) veya T ve T, farkli kardinalitelere
sahip ise homeomorfik olamazlar.

Bunlarin yani sira belirli bir problemle karsilastiginda ihtiyvacimiz olan bunlardan
hicbiri olmayabilir. Ornegin (0,1)'in [0,1]'e homeomorfik olmadigini veya R'nin R?'ye
homeomorfik olmadigini gdsterelim. Bu uzaylarin homeomorfik olmadigini nasil
kanitlayabilecegimizi kisaca gbrecegiz.
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Amacimiza dogru ilerlemeden 6nce su soruyu soralim: R'nin hangi alt uzaylari
baglantilidir?

4.3.3 Tanim. R'nin bir S alt kimesi "z <y < z olmak Uzere x € 5, z € S ve
y € R iken y € S'dir" &zelligine sahipse S'ye bir aralik denir.

4.3.4 Uyarilar. Asadidakilere dikkat ediniz:
(i) Her bir {z} tek nokta kiimesi bir araliktir.

(ii) Her bir aralik; {a},][a,b], (a,b), [a,b), (a,b], (—o0,a), (—o0,al, (a,o0), [a,o0), (—o0,00)
formlarindan birine sahiptir.

(iii) Ornek 4.2.6, Uyari 4.2.7 ve Ornekler 4.2 #1'den goérulur ki her aralik (0,1), [0,1],
[0,1) ya da {0} kimelerinden birine homeomorfiktir. Hatta Ornekler 4.3 #1'de
daha da giclu bir aciklama yapabilecegiz.

4.3.5 Onerme. R'nin bir S alt uzayinin baglantili olmasi icin gerek ve yeter
sart bir aralik olmasidir.

Ispat. Tam araliklarin baglantili oldugu, Onerme 3.3.3’e benzer bir metodla,
ispatta her yerde R yerine baglantili oldugunu ispatlamaya calistigimiz aralik alinarak
kanitlanabilir.

Aksine, S baglantili olsun. rel zeS z<y<zveydSs olsun.

Bu durumda (—oo,y) NS = (—oo,y] NS kiimesi S'nin bir acik ve kapali alt kumesidir.
Bdylece S'nin hem acik hem kapali bir alt kimesi, yani (—oo,y) NS kimesi vardir.
S'nin baglantili olmadigini géstermek icin bu hem acik hem kapali kimenin bir 6zalt
kime oldugunu ve bostan farkli oldugunu dodgrulamaliyiz. x noktasini icerdiginden
bu kiime bostan farklidir. Ayrica, z € S olup z ¢ (—oo,y) NS saglandigindan bir 6zalt
kimedir. O halde S baglantili degildir. Bu bir celiskidir. Dolayisiyla, S bir arahktir.

“Baglantih” isimlendirmesinin tercih edilmesinin bir sebebini simdi gdrecegiz.
R'nin “baglantisiz’” parcalarin bir birlesimi olan X = [0,1] U [2,3] U [5,6] gibi alt uzaylar
baglantili dedilken [a,b], (a,b), vb. gibi alt uzaylari baglantilidir.

Simdi de (0,1) 2 [0, 1] oldugunu gosteren problemi ele alalim. Oncelikle gérinuste
asikar olan bir tetkik sunalim.
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4.3.6 Uyari. f: (X, T) = (Y,T1) bir homeomorfizm olsun. « € X alalim Odyle ki
X \{a}, X'in bir alt uzayi ve T, indirgenmis topolojisine sahip olsun. Ayrica Y \{f(a)},
Y'nin bir alt uzay! ve T3 indirgenmis topolojisine sahiptir. Bu durumda (X \ {a}, T2)
ile (Y\{f(a)}, T3) homeomorfiktir.

Taslak Ispat. Her z € X \ {a} icin g(x) = f(x) alarak g¢g: X \ {a} — Y \ {f(a)}
tanimlayalim. Bu durumda g¢'nin bir homeomorfizm oldugu kolayca dogrulanir.

(Bunun ispatini yapiniz.) O

Bunun bir sonucu olarak asagidaki gorular:

4.3.7 Sonuc. a<bve c<dolmak Uzere a, b, c ve d gercel sayilar ise
(i) (a,b) # [c,d),
(i) (a,b) # [c,d] ve

(i) [a,b) % [c,d] olur.

ispat. (i) (X,7)=c,d) ve (Y,Ty) = (a,b) alalim. (X,T) = (Y,T,) olsun.

Bu durumda herhangi bir y € Y icin X \ {c} 2 Y \ {y} olur. Fakat (a,b)'den kaldirilan
nokta hangi nokta olursa olsun elde edilen uzay baglantisiz oldugu halde X\{c} = (¢,d)
bir aralik oldugundan baglantihdir. Bunun sonucu olarak Onerme 4.3.2'den

Her bir yeY icin X\ {c} 2Y \ {y}'dir.

Bu bir c¢eliskidir. O halde [¢,d) % (a,b) oOlur.

(ii) Hery € (a,b) icin (a,b)\{y} baglantisiz oimasina ragmen [c,d]\{c} baglantildir.
O halde (a,b) # [c,d] olur.

(iii) [a,b) = [c,d] olsun. Bu durumda herhangi bir y € [a,b) icin
le,d] \ {c} = [a,b) \ {y}' dir. Bu nedenle herhangi z € [a,b) \ {y} icin ([c,d] \ {c}) \ {d} =
([a,b) \ {y}) \ {z} olur; yani [a,b)'de herhangi farkli y ve z icin (¢,d) = [a,b) \ {y, z} olur.
Fakat [a,b)'nin herhangi iki farkli y ve z noktalari icin [a,b) \ {y, 2} oldugu halde (c,d)
baglantihidir. Boylece bir celiski elde ettik. Sonuc¢ olarak [a,b) % [c,d] bulunur. O
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Alistirmalar 4.3

1. Yukaridakilerden her araligin asagidaki uzaylardan sadece bir tanesine homeomorfik

oldugunu cikariniz:
{0}; (0,1); [0, 1]; [0,1).

2. R'nin birden fazla noktali her sayilabilir alt uzayinin baglantisiz oldugunu Onerme
4.3.5'den cikariniz. (Ozellikle Z ve Q baglantisiztir.)

3. X, R?'de birim cember olsun; yani X = {(z,y) : 22 +y*> = 1} ve alt uzay topolojisine
sahip olsun.

(i) X\ {(1,0)}'in (0,1) acik araligina homeomorfik oldugunu gosteriniz.
(i) X 2(0,1) ve X 2 10,1] oldugunu ¢ikariniz.

(iii) Her a € X noktasi icin X \ {a} alt uzayinin baglantih oldugunu gdzlemleyerek,
X 210,1) oldugunu gosteriniz.

(iv) X'in herhangi araliga homeomorfik olmadigini cikariniz.

4. R’ nin Y alt uzayi
Y ={{z.y): 2 +y* =13 U{(z,p) : (x =2 +* = 1}
olarak verilsin.
(i) Y yukandaki Alistirma 3'deki X uzayina homeomorfik midir?

(ii) Y bir arahga homeomorfik midir?

5. R*’ nin Z alt uzay!
Z={(z,y): 2 +y" = BU{{,y) : (£ —3/2° +9° = 1},
olarak verilsin. Asagidakileri kanitlayiniz.

(i) Z herhangi araliga homeomorfik degildir, ve

(ii) Z, yukaridaki Alistirma 3 ve 4'teki X ve Y uzaylarina homeomorfik degildir.

6. Sorgenfrey dogrusu R, R? veya bu uzaylardan herhangi birinin alt uzayina
homeomorfik degildir.
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7. (i) Ornekler 1.1 #5 (i)'deki topolojik uzay Ornekler 1.1 #9 (ii)'deki uzaya

homeomorfik degildir.

(ii)* Ornekler 1.1 #5'de (X, T;) = (X, To) midir?
(iii)* Ornekler 1.1 # 9'de (X, Tq) = (X, Ty) midir?

8. X sonsuz bir kime olmak uzere (X,T) bir topolojik uzay olsun. Asagidaki
ifadelerin her birini ispatlayiniz. (orijinali ilk olarak [106] tarafindan ispatlanmistir).

(i)y* T, ayrik olmayan topoloji iken veya (N, 71) bir Ty-uzay! iken (X, 7T) uzay! (N, 7;)
uzayinin bir alt uzayina homeomorfiktir.

(ii)** (X, T) bir Ty-uzay! olsun. Bu durumda T, sonlu-kapali topoloji veya ayrik

topoloji olmak tzere (X, T) uzay! (N, T3) uzayinin bir alt uzayina homeomorfiktir.

(i) Herhangi sonsuz Hausdorff uzay! bir sonsuz ayrik alt uzay icerir ve bdylece
bir alt uzay ayrik topoloji ile verilen N'ye homeomorfiktir, (ii)'den elde ediniz.

(iv)** (X,T), Ti-uzayl olmayan bir Ty-uzay! olsun. Bu durumda (X, 7) uzay! (N, T3)
uzayina homeomorfik olan bir alt uzaya sahiptir, dyle ki 73 topolojisi N, 0
ve tim {1,2,...,n}, n € N kUmelerini icerir ya da T3 topolojisi N, @ ve tim
{n,n+1,...}, n €N kumelerini icerir.

(v) Yukaridan cikariniz ki, 74 ayrik olmayan topoloji, ayrik topoloji, sonlu-kapall
topoloji ya da (iv)'de tanimlanan, sirasiyla, baslangic bolut topolojisi ve
bitis bolut topolojisi olarak bilinen topolojilerden biri olmak Uzere her sonsuz
topolojik uzay (N, 7T,) uzayina homeomorfik bir alt uzaya sahiptir. ilaveten N
Uzerinde bu bes topolojiden herhangi ikisi birbirine homeomorfik degildir.
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9. (X,T) ve (Y,T1) iki topolojik uzay olsun. Bir f: X — Y dénusimu U kimesini
(Y, T1) uzayimnin bir V acik alt uzayina homemorfik olarak donustirecek sekilde
her x € X noktasinin bir U acik komsulugu varsa; yani 7'dan U Uuzerine
indirgenmis topoloji T, ve T 'den V = f(U) Uzerine indirgenmis topoloji T3
iken f dénusumu (U, Ty)'den (V,T3)'e bir homemorfizm ise f déndsimiuine yerel
homeomorfizm denir. Eger (X, T) topolojik uzayindan (Y,T;) uzayinin icine bir
yerel homeomorfizm varsa (X, T) ve (Y, T;) yerel olarak homeomorfikdir, denir.

(i) (X,T) ve (Y,71) homeomorfik topolojik uzaylar ise (X,7T)'nun (Y,7T,)'e yerel
olarak homeomorfik oldugunu kanitlayiniz.

(i) (X,7T), (Y,T1)'in acik alt uzayi ise (X, T)'nun (Y, T) e yerel olarak homeomorfik
oldugunu ispatlayiniz.

(ii)* f: (X,7) — (Y, T1) bir yerel homeomorfizm ise f donisimi (X,7)'nun her

acik alt kiimesini (Y, 74)'in bir acik alt kimesine dénusturur, ispatlayiniz.

10. A, bir (X, T) topolojik uzayinin bir alt kiimesi olsun. Eger O C A C O olacak sekilde
bir O € (X, T) varsa A kimesine yari-acik denir. Asagidakileri dogrulayiniz:

(i) Her acik kiime bir yari-acik kimedir;

(ii) Bir kapali kiime bir yari-acik kiime olmak zorunda degildir;

(iii) Eger A, R'de tek nokta kimesinden farkh bir aralik ise A, R'nin yari-acik alt
kUumesidir,

(iv) Eger T sonlu-kapali topoloji, ayrik topoloji ya da ayrik olmayan topoloji ise
vari-aclk kimeler kesinlikte acik kUimelerdir.



108 BOLUM 4. HOMEOMORFIZMLER

4.4 Dipnot

Eskilerinden yeni topolojik uzaylar uretmenin Uc¢ 6nemli yolu vardir. Bunlar; alt
uzaylar, carpim ve bolum uzaylari olusturmaktir. Sirasi geldikce tcunu de inceleyecediz
Alt uzaylar olusturmay! bu boélimde irdelendik. Bu da Q, [a,b], (a,b), vb. &nemli
uzaylari tanitmamiza imkan verdi.

Homeomorfizmin esas kavramini tanimlandik. “="nin bir denklik bagintisi
oldugunu goérduk. Eger bir 6zellik homeomorfizm ile korunuyorsa; yani (X, 7T) = (Y, T1)
ve (X,T) bir 6zellige sahip iken (Y,7;) uzayl da bu &zellige sahip olmak zorunda
ise bu &zellige topolojik ozellik denir. Baglantilihigin bir topolojik &zellik oldugu
gosterildi. Bundan dolayr baglantili bir uzaya homeomorfik olan herhangi uzay
baglantili olmak zorundadir. (Diger birkac topolojik 6zellik de tanimlandi.) R’'de
bir aralik kavramini tanimladik ve araliklarin R'nin baglantili alt uzaylari olduklarini
aclk bir sekilde gosterdik.

(X,7T) ve (Y,T1) gibi iki topolojik uzay verildiginde bunlarin homemorfik olup
olmadiklarni gdstermek ilgi cekici bir vazifedir. R'deki her arahgin [0,1], (0,1),
[0,1) ve {0}'dan bir ve yalniz birine homeomorfik oldugunu ispatladik. Bir sonraki
bélimde R'nin R?'ye homeomorfik olmadigini gérmekteyiz. R* nin R*'e homeomorfik
olmadigini géstermek daha cetin bir problemdir. Bu Jordan egri teoremi yardimiyla
daha sonra yapilacaktir. Yine kaymagin kaymadl benzetmesinden R" = R™ olmasi
icin gerek ve yeter sart n = m olmasidir. Buna en iyi yaklasim (bu kitapta sadece
soyle bir degindigimiz) cebirsel topoloji yardimiyla olur.

Alistirmalar 4.2 #6'da 6zunde ilginc ve dnemli bir konu olan homeomorfizmler
grubu kavrami tanimlandi.



Bolum 5

Surekli Fonksiyonlar

Giris

Soyut matematigin pek cok dalinda kategori teorisinin “nesneler” ve “oklar” olarak
adlandirilan kavramlart calisilir. Lineer cebirde nesneler, vektdr uzaylarl ve oklar ise
lineer dénusumlerdir. Kime teorisinde nesneler kimeler ve oklar ise fonksiyonlar
iken grup teorisinde nesneler, gruplar ve oklar da homomorfizmlerdir. Topolojide de
nesneler topolojik uzaylardir. Biz simdi oklari, yani surekli fonksiyonlari tanitacagiz.

5.1 Surekli Fonksiyonlar

Suphesiz halihazirda R'den R'ye surekli fonksiyonlar kavramina' asinayiz.

Bir f: R — R fonksiyonu verilsin.Eger her a € R noktasI ve her ¢ pozitif gercel
sayisi icin |z —a |< d iken | f(z) — f(a) |< € olacak sekilde ¢ sayisi varsa f fonksiyonuna
surekli fonksiyon denir.

Bu tanimi “mutlak deger”in veya “cikarma islemi’’ nin olmadigi topolojik uzaylara
nasil genelleyecegimiz hic de acik degildir. O halde genellemeye daha uygun olan
strekliligin bir diger (denk) tanimi yapmalyiz.

1Bu bélimin bas kisimlarinda reel analizin bazi kavramlarini, 6zellikle siirekliligin e—=§ tanimini bildiginiz kabul edilir. Eger
durum bdyle degilse dogrudan Tanim 5.1.3'e ilerleyiniz. Eger bu alandaki bilgilerinizi tazelemek isterseniz Gutenberg Projesi
kapsaminda http://wuw.gutenberg.org/ebooks/38769 linkinden lcretsiz olarak indirebileceginiz G.H. Hardy tarafindan yazilan ‘A
course of pure mathematics” isimli klasik kitaba bakmak isteyebilirsiniz.
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Kolayca gérulur ki f : R — R fonksiyonunun surekli olmasi icin gerek ve yeter
sart her bir a € R ve her bir (f(a) — ¢, f(a) + €), yani her € > 0 icin bir § > 0 var
olmasidir oyle ki x € (a —3d, a+9) icin f(x) € (f(a) — e, f(a) + €)'dir.

Bu tanim “mutlak deger” kavramini icermediginden bir ilerlemedir ancak hala
“cikarma islemini” icermektedir. Bir sonra ki lemma cikarma isleminden nasil

kurtulacagimizi gdsterir.

5.1.1 Lemma. f fonksiyonu R’'den kendi icine bir dénusim olsun. Bu
durumda f'nin sUrekli olmasi icin gerek ve yeter sart her a € R noktas! icin ve
f(a)'yr iceren her U acik kiimesi icin f(V) C U olacak sekilde a'y1 iceren bir V' acik

kumesi vardir.

Ispat. f'nin surekli oldugunu kabul edelim. a € R ve U kimesi f(a)'y! iceren
herhangi acik kime olsun. Bu durumda f(a) € (¢,d) C U olacak sekilde ¢ ve d gercel
sayilari vardir. e sayisi d— f(a) ve f(a) —c sayllarindan ki¢cuk olana esit olsun. Boylece

(f(a) =€, fla)+e) CU

olur. f dénasimu surekli oldugundan her z € (a—4¢, a+4) icin f(x) € (f(a)—e, f(a)+e¢)
olacak sekilde bir 6 > 0 vardir. V, (a —9d,a+ ) acik kimesi olsun. Bu durumda
istenildigi gibi a € V ve f(V) C U olur.

Tersine her bir a € R icin ve f(a)'y! iceren U acik kumesi icin f(V) C U olacak
sekilde a'yl iceren bir V acik kiumesi var olsun. f'nin surekli oldugunu gostermeliyiz.
a € R ve ¢ herhangi pozitif gercel sayi olsun. U = (f(a)—¢, f(a)+¢) alalim. Bu durumda
U, f(a)'y! iceren bir acik kime olur. Bu sebeple f(V) C U olacak sekilde a'y! iceren
bir V' acik kimesi vardir. V kuimesi a'y! iceren bir acik kime oldugundan a € (¢,d) CV
olacak sekilde ¢ ve d gercel sayilart bulunur. §'yi d —a ve a — ¢ sayllarindan kucuk
olanina esit olacak sekilde secelim, bdylece (a —d,a+ ) C V olur. Dolayisiyla her
xr € (a—0,a+6) icin istenildigi gibi f(z) € f(V) C U bulunur. O halde f sureklidir. O

Surekliligi tanimlamak icin Lemma 5.1.1'deki &zelligi kullanabilirdik fakat bir

sonra ki lemma daha duzgun bir tanim yapmamizi saglayacaktir.
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5.1.2 Lemma. f bir (X,T) topolojik uzayindan bir (Y, T’) topolojik uzayi
icine tanimli bir fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki kosullar denktir:

(i) her U € T' i¢in f~Y(U) € T'dur,

(ii) her a € X icin ve f(a) € U iken her U € T' ve a € V icin f(V) C U olacak sekilde
bir V€ T vardir.

Ispat. Kabul edelim ki (i) kosulu saglansin. a € X ve f(a) € U ile birlikte U € T’
olsun. Bu durumda f'(U) € T olur. V = f~YU) alahm. Bodylece a € V, V € T ve
f(V) C U elde ederiz. Bunun sonucu (ii) kosulu saglanir.

Tersine, (ii) kosulunun saglandigini kabul edelim. U € T/ olsun. Eger f~1(U) =0
ise acikca f~1(U) € T olur. Eger f~1(U) # O degilse a € f~'(U) alalim. Bu durumda
f(a) € U olur. O halde a € V ve f(V) C U olacak sekilde bir V € T kumesi vardir.
Dolayisiyla her a € f~1(U) icin a € V C f~1(U) olacak sekilde bir V € T vardir. Sonuc
3.2.9'dan f~Y(U) € T elde edilir. Sonuc olarak (i) kosulu saglanir. O

Lemmalar 5.1.1 ve 5.1.2 birlikte alindiginda goérualdar ki; f: R — R sureklidir ancak
ve ancak R'nin her U acik kiimesi icin f~1(U) acik bir kimedir.
Bu ifade iki topolojik uzay arasindaki sturekli fonksiyon kavramini asagidaki sekilde

tanimlamamizda bize fikir vermektedir:

5.1.3 Tanmm. (X,T) ve (Y, T,) topolojik uzaylar ve f, X'den Y'ye tanimh
bir fonksiyon olsun. Eger her U € T, icin f~Y(U) € T ise f : (X,T) — (Y,T1)
dénusumuine surekli donusum denir.

Yukaridaki uyarilardan surekliligin bu taniminin (X, 7) = (Y, T1) = R durumumdaki
alistimis tanimla cakistigr gérulmektedir.
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Surekliligin bu taniminin pratige nasil gizel uygulandigini bir kac érnek inceleyerek

goérelim.

5.1.4 Ornek. Her x € R icin f: R — R fonksiyonu f(x) = x olarak verilsin. Yani f
6zdeslik donisimi olsun. Bu durumda R'deki herhangi U agik kiimesi icin f~1(U) = U

oldugundan f~}(U) agik kiimedir. Sonug olarak f sureklidir. O

5.1.5 Ornek. f : R — R fonksiyonu, bir ¢ sabiti ve her x € R icin f(z) = ¢
verilsin. U, R'de herhangi acik kiime olsun. Eger c € U ise acikca f~1(U) = R olur.
Eder ¢ ¢ U ise f~'(U) = @ olur. Her iki durumda da f~'(U) aciktir. Dolayisiyla f
sureklidir. U

5.1.6 Ornek. f:R — R fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlansin;

r—1 | r < 3,
J(@) = {%(m+5), x> 3.

/

N W e Ot

1 2 3 4 5

Bir dénusumun surekli olmasi icin gerek ve yeter sart her aclk kimenin
tersinin bir acik kiime olmasidir.
Bu sebeple f'nin sirekli olmadigini gdstermek icin f~1(U) acik olmayacak

sekilde sadece bir U acik kimesi bulmaliyiz.

O zaman f71((1,3)) = (2,3] olur ki bu acik bir kiime degildir. Dolayisiyla f surekli
degildir. U
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Lemma 5.1.2'nin asagidaki sekilde yeniden ifade edilebilecedini gbrmekteyiz.?

5.1.7 Onerme. f, bir (X, T) topolojik uzayindan bir (Y,T') topolojik uzayi
icine tanimli bir dénusim olsun. Bu durumda f sureklidir ancak ve ancak her
x € X icin ve f(x) € U olmak Uzere her U € T' icin x € V ve f(V) C U olacak
sekilde bir V € T vardir. O

5.1.8 Onerme. (X, 7),(Y,T1) ve (Z,T,) topolojik uzaylar olsunlar. Eger f:
(X, T)— (Y,T1) ve g: (Y,T1) = (Z,T2) sturekli donastumler ise go f: (X, T) — (Z,T>2)
bileske fonksiyonu sureklidir.

ispat.

gof:(X,7)— (Z,T,) bileske fonksiyonunun surekli oldugunu gdstermek icin
UerTyise (go f)"(U) € T oldugunu godstermeliyiz.

Bununla birlikte (go f)~1(U) = f~*(¢~*(U)) dir.

U, (Z,T5)'de herhangi acik kiime olsun. g strekli oldugundan ¢~!(U) kiimesi 7,'de
aciktir. Bununla birlikte f fonksiyonu da slrekli oldugundan f~(¢='(U)) kimesi 7'da
aciktir. Ayrica f~ g ' (U)) = (go /)" (U)'dir. Bdylece go f sureklidir. O

Asagidaki 6nerme istenildiginde surekliligin acik kimeler yerine kapali kimeler
cinsinden tanimlanabilecegini gbstermektedir.

5.1.9 Onerme. (X,T) ve (Y,T,) topolojik uzaylar olsunlar. Bu durumda
f (X, T) = (Y,T1) sureklidir ancak ve ancak Y'deki her S kapall kiimesi icin
f71(S), X'de kapali bir kimedir.

Ispat.  Bu ispat
f71(S"nin tumleyeni) = f~(S)'nin timleyeni O

oldugu g6z 6nune alinarak kolayca sonuclanir.
2Eger Lemma 5.1.2"yi ve ispatint hentz okumadiysaniz simdi yapmalisiniz.
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5.1.10 Uyar. Surekli fonksiyonlar ve homeomorfizmler arasindaki iliski su
sekildedir: f:(X,T) — (Y,T1) bir homeomorfizm isef siurekli bir donisumdur. Tabii
ki her surekli fonksiyon bir homeomorfizm olmayabilir.

Bununla birlikte ispati “sureklilik” ve “homeomorfizm’ tanimlarindan yapilan bir

asadidaki 6nerme tum hikayeyi anlatmaktadir.

5.1.11 Onerme. (X,T) ve (Y,T') topolojik uzaylar ve f, X'den Y'ye bir
fonksiyon olsun. Bu durumda f bir homeomorfizmdir ancak ve ancak

(i) f streklidir,

(ii) f bire-bir ve ortendir; yani f~':Y — X ters fonksiyonu vardir ve

(iii) f~! sureklidir. O

Bir diger faydali cikarim ise surekli bir fonksiyonun Kkisitlanisinin da surekli
bir fonksiyon oldugunu belirten asagidaki Onermedir. Bunun ispati okuyucuya

birakilmistir — ayrica bkz. Alistirmalar 5.1 #S8.

5.1.12 Onerme. (X, T) ve (Y,T,) topolojik uzaylar, f: (X,7) = (Y,T1) bir
surekli dénusum, A, X'in bir alt kimesi ve T4, A Uzerine indirgenmis topoloji
olsun. Dahasi g: (A, T2) — (Y, T1), dondasimune f'nin A'ya kisitlanisi olsun. Yani

her z € A icin g(x) = f(z) olsun. Bu durumda g sireklidir.

Alistirmalar 5.1

1. () f : (X,T) — (Y,T1) sabit bir fonksiyon olsun. f'nin surekli oldugunu
gobsteriniz.

(i) f:(X,T)— (X, T) 6zdeslik dontisimu olsun. f'nin strekli oldugunu gosteriniz.

2. f:R — R fonksiyonu
-1, 2z <0,
-

1, x>0,
olarak verilsin.

(i) Ornek 5.1.6'daki metodu kullanarak f'nin surekli olmadigini kanitlayiniz.
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(i) f~Y{1}'i bulunuz ve Onerme 5.1.9'u kullanarak f'nin slrekli oimadigi sonucunu
cikariniz.

f:R — R fonksiyonu

r+2, x>1,

(@) = {m el

olarak tanimlansin. f surekli midir? (Cevabinizi dogrulayiniz.)

R'nin (X, T) alt uzayr X =10,1] U [2,4] ile verilsin. f:(X,T)— R fonksiyonu

R x € [0,1],
f(x)_{ ze[2,4],

olarak tanimlansin. f'nin sirekli oldugunu kanitlayiniz. (Bu sizi sasirtiyor mu?)

(X,7) ve (Y,T;) topolojik uzaylar ve B; sinifi T, icin bir taban olsun. Bir
(X, T)— (Y,T1) donisumunin surekli olmasi i¢cin gerek ve yeter sart her U € B,
icin f~1(U) € T olmasidir, gosteriniz.

(X,T) ve (Y,T,) topolojik uzaylar ve f, X'den Y'ye taniml bir dénusum olsun.
Eger (X, T) bir ayrik uzay ise f'nin surekli oldugunu kanitlayiniz.

(X,T) ve (Y,T,) topolojik uzaylar ve f, X'den Y'ye taniml bir dénusum olsun.
Eger (X,T) bir ayrik olmayan uzay ise f'nin sirekli oldugunu kanitlayiniz.

(X,T) ve (Y, T,) topolojik uzaylar ve f: (X, T) — (Y, T;) bir stirekli déontsim olsun.
X'in bir alt kimesi A, A GOzerine indirgenmis topoloji Ty, B = f(A), B Uzerine
indirgenmis topoloji 73 ve f'nin A'ya kisitlanisi g : (A, T2) — (B,73) olsun. g¢g'nin
surekli oldugunu ispatlayiniz.

f bir (X, T) uzayindan bir (Y, T ') uzayi icine tanimh bir déntusim olsun. f sareklidir
ancak ve ancak her z € X icin ve f(x)'in her N komsulugu icin f(M) C N olacak
sekilde z’in bir M komsulugu vardir, ispatlayiniz.

T, ve Ty bir X kimesi Uzerinde iki topoloji olsun. Eger 7, D T4 ise T,'e Ty'den
daha ince topoloji (ve T,'ye T,'den daha kaba topoloji) denir. Asagidakileri

ispatlayiniz.

(i) R Oklid topolojisi, R Gzerindeki sonlu-kapall topolojiden daha incedir.
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(i) f: (X, T1) = (X, T2) 6zdeslik donusimi sireklidir ancak ve ancak 7, T.'den

daha ince topolojidir.

11. f: R — R, her ¢ rasyonel sayisi icin f(q) = 0 olacak sekilde surekli bir fonksiyon
olsun. Her z € R icin f(x) =0 oldugunu gdsteriniz.

12. (X, T) ve (Y, T,) topolojik uzaylar ve f: (X, T) — (Y, T) surekli bir ddnisum olsun.
Eger f bire-bir ise asagidakileri ispatlayiniz,

(i) (Y,T1) Hausdorff ise (X,T) Hausdorff'tur.
(ii) (Y, T,) bir Ty-uzayi ise (X, T) bir T-uzayidir.

13. (X, T) ve (Y, T,) topolojik uzaylar ve f, (X,7T)'den (Y,T;)'ye bir fonksiyon olsun.
f surekli olmasi icin gerek ve yeter sart X'in her A alt kiimesi icin f(A) C f(A)

olmasidir, ispatlayiniz.

[ipucu: Onerme 5.1.9'den faydalaniniz.]

5.2 Ara Deger Teoremi

5.2.1 Onerme. (X,T) ve (Y,T,) topolojik uzaylar ve f : (X, 7)) — (Y,T1)
orten ve surekli olsun. Eger (X, T) baglantil ise (Y,7;) baglantihdir.

Ispat. Varsayalim (Y, 7;) baglantili olmasin. Bu durumda U # 0 ve U # Y olacak
sekilde bir hem acik hem kapah U alt kiimesi vardir. f sirekli oldugundan f~'(U) acik
bir kimedir ve ayrica Onerme 5.1.9'dan da kapali bir kiimedir. Yani f~(U), X'in hem
acik hem kapali bir alt kimesidir. f 6rten ve U # (@ oldugundan f~*(U) # @'dir. Ayrica
f~YU) # X'dir, eger dyle olmasaydi f'nin ortenliginden U, Y'ye esit olurdu. Sonug
olarak (X, T) baglantili degildir. Bu bir celiskidir. O halde (Y, T;) baglantilidir. O

5.2.2 Uyarlilar. (i) Eger "“ortenlik” kosulu kaldirilirsa yukaridaki 6nerme yanlis

olur. (Buna bir 6rnek bulunuz.)

(ii) Basit bir sekilde aciklarsak Onerme 5.2.1 ifade etmektedir ki: baglantili bir
kumenin herhangi surekli goruntusu baglantihidir.
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(iii) Onerme 5.2.1'a gbére (X, T) baglantili bir uzaysa ve (Y,7T’) baglantili degil (yani
baglantisiz) ise (X, 7T)'dan (Y, T’) Gzerine taniml surekli hicbir fonksiyon yoktur.
Ornegin R'den Q lzerine (ya da Z tzerine) tanimli sonsuz sayida fonksiyon vardir
ancak hicbiri slrekli degildir. Aslinda Alistirmalar 5.2 # 10'da R'den Q icine (Z
icine) slrekli fonksiyonlarin sadece sabit fonksiyonlar oldugunu gdzlemleyecegiz.

O

Baglantilihk kavraminin asagidaki kuvvetlendirilmis versiyvonu cogu kez daha
kullanishdir.

5.2.3 Tanim. Bir (X, T) topolojik uzayinda her farkh a ve b noktalari icin
f(0) =a ve f(1) =b olacak sekilde f:[0,1] — (X, T) surekli fonksiyonu varsa (X, T)
topolojik uzayina yol-baglantili (veya yolsal baglantil) denir. f dénisimiine a
noktasinn b noktasina baglayan yol denir.

5.2.4 Ornek. Her araligin yol-baglantili oldugu kolaylikla gorulur. ]

5.2.5 Ornek. Her n > 1 icin R™ yol-baglantilidir. O

5.2.6 Onerme. Her yol-baglantili uzay baglantihdir.

Ispat. (X, T) bir yol-baglantili uzay olsun ve varsayalim baglantili olmasin.

Bu durumda bostan farkli hem acik hem kapall U 6zalt kimesi vardir. Oyleyse
ac€Uvebe X\U olacak sekilde a ve b vardir. (X, T) yol-baglantili oldugundan f(0) =a
ve f(1) =b olacak sekilde bir f:[0,1] — (X, T) surekli fonksiyonu vardir.

Bununla birlikte f~Y(U), [0,1]'in hem acik hem kapali alt kimesidir. a € U
oldugundan 0 € f~(U) olur ve bodylece f~Y(U) # @'dir. b ¢ U oldugundan 1 ¢ f~1(U)
olur ve bundan dolay! f~1(U) # [0, 1] oldugu goérulur. Dolayisiyla f~1(U), [0,1]'in bostan
farkll hem acik hem kapali ézalt kimesidir. Bu [0,1]'in baglantihligi ile celisir.

Sonug olarak (X, T) baglantilidir. O



118 BOLUM 5. SUREKLI FONKSIYONLAR

5.2.7 Uyari. Onerme 5.2.6'nin tersi dogru dedildir. Yani her baglantili uzay
yol-baglantili degildir. Boyle bir uzaya bir érnek R?*'nin asagidaki alt uzayidir:

X ={{z,y) :y=sin(l/z), 0 <z <1} U{{0,y): =1 <y <1}

[Alistirmalar 5.2 #6, X'in badlantili oldugunu gdéstermektedir. (0,0) noktasini (1/x,0)
noktasina baglayan hicbir yol olmadigindan X yol-baglantili degildir. Bir sekil ciziniz

ve bununla iddianizin dogru oldugunu goériniz.] ]

Simdi R 2 R? oldugunu gosterebiliriz.

5.2.8 Ornek. R?\ {(0,0)}'nin yol-baglantili oldugu aciktir ve dyleyse Onerme
5.2.6'dan baglantilidir.  Bununla birlikte Onerme 4.2.5'dan a € R icin R\ {a}
baglantisizdir. Dolayisiyla R 2 R? olur. 0

Simdi topolojinin bir gercel degerli fonksiyonlar teorisine guzel bir uygulamasi
olan Weierstrass Ara Deger Teoremini verelim. Sonuctaki can alici topolojik kavram
baglantililiktir.

5.2.9 Teorem. (Weierstrass Ara Deger Teoremi) f : [a,b] — R surekli
bir fonksiyon ve f(a) # f(b) olsun. Bu durumda f(a) ve f(b) arasindaki her p sayisi
icin f(c) = p olacak sekilde en az bir ¢ € [a,b] noktas vardir.

Ispat.  [a,b] baglantili ve f surekli olduguna goére Onerme 5.2.1 f([a,b])'nin baglantil
oldugunu ifade eder. Bu Onerme 4.3.5'den f([a,b])'nin bir aralik olmasini gerektirir.
f(a) ve f(b) noktalar f([a,b])'nin icindedir. O halde eger p, f(a) ve f(b) arasinda ise
p € f(la,b]) olur; yani bazi ¢ € [a,b] sayilari icin p = f(c)'dir. O

5.2.10 Sonuc. Eger f:a,b] — R, f(a) >0 ve f(b) <0 olacak sekilde surekli
bir fonksiyon ise f(x) =0 olacak sekilde bir x € [a,b] vardir. O
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5.2.11 Sonuc. (Sabit Nokta Teoremi) f, [0,1]'den [0,1]'e tanimli sirekli
bir fonksiyon olsun. Bu durumda f(z) = z olacak sekilde bir z € [0,1] vardir. (z

noktasl sabit nokta olarak adlandirilir.)

Ispat. Eger f(0) =0 ya da f(1) =1 ise sonucun dogru oldugu asikardir. O halde
f(0) >0 ve f(1) <1 durumunu gbz 6nune almak yeterli olacaktir.

g : [0,1] — R fonksiyonu g¢(z) = x — f(z) olarak tanimlansin. Acik¢ca ¢ surekldir,
g(0) = —f(0) <0 ve g(1) =1— f(1) > 0 olur. Bu nedenle Sonu¢ 5.2.10'dan g(z) =0 yani
z— f(z) =0 veya f(z) = z olacak sekilde bir z € [0,1] vardir. O

5.2.12 Uyarl. Sonuc 5.2.11, bir n-boyutlu kibU kendi icine surekli bir sekilde
resmedildiginde bir sabit noktanin olacagini ifade eden Brouwer Sabit Nokta Teoremi
olarak bilinen cok 6nemli bir teoremin 6zel bir halidir. [Bu teoremin pek cok ispati
vardir ancak cogu cebirsel topolojinin metotlarina dayanir. En sade ispat KuratowskKi
[163]'de syf. 238—239'da verilmistir.]

Alistirmalar 5.2

Yol-baglantili bir uzayin bir stireki géruntisinitn yol-baglantili oldugunu ispatlayiniz.

2. a, be R ve a <bolmak lUzere f, [a,b] araligindan kendi icine tanimh surekli bir
fonksiyon olsun. Bir sabit noktanin var oldugunu kanitlayiniz.

3. (i) Sonuc 5.2.11'de her yerde [0,1] ile (0,1) yer degistirdigimizde Sonu¢ 5.2.11'in
yanlis olacagini gosteren bir drnek veriniz.

(ii) Eger bir (X, T) topolojik uzaydan kendi icine tanimli her surekli fonksiyon bir
sabit noktaya sahipse (X, T) topolojik uzayina sabit nokta ozelligine sahiptir
denir. Sabit nokta &zelligine sahip araliklarin sadece kapali araliklar oldugunu

gobsteriniz. .

(iii) X en az iki noktah bir kime olsun. (X,7) ayrik uzayinin ve (X,T’) ayrik

olmayan uzayinin sabit-nokta &zelligine sahip olmadigini ispatlayiniz.
(iv) Sonlu-kapali topolojili bir uzay sabit-nokta 6zelligine sahip midir?

(v) EGer (X,T) uzay! sabit-nokta o6zelligine sahip ve (Y,7:), (X,T) uzayina
homeomorfik ise (Y, 7T ;) sabit-nokta &6zelligine sahiptir, ispatlayiniz.
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4. {A;:j € J} bir (X,T) topolojik uzayinin baglantili alt uzaylarinin bir ailesi olsun.
Eger N A, # 0 ise |J A; baglantilidir, gosteriniz.

JjeJ Jj€J .

5. A bir (X, T) topolojik uzayinin baglantili bir alt uzayr olsun. A'nin da baglantili
oldugunu ispatlayiniz. Oncelikle A € B C A ise B'nin baglantih oldugunu
gobsteriniz.

6. (i) R*ninY ={(z,y):y=-sin(1/z), 0 <z <1} alt uzaymin baglantili oldugunu

gobsteriniz.
[ipucu: Onerme 5.2.1'i kullaniniz.]
(i) Y =Y U{{0,y) : =1 <y < 1} oldugunu dogrulayiniz.

(iii) Alistirma 5'i kullanarak Y alt uzayinin baglantili oldugunu gézlemleyiniz.

7. E, R?'deki her iki koordinati da rasyonel olan tiim noktalarin kiimesi olsun. RQ\E
uzayinin yol-baglantili oldugunu ispatlayiniz.

8.% (, R?nin herhangi sayilabilir alt kiimesi olsun. R?\ C uzayinin yol-baglantili
oldugunu ispatlayiniz.

0. (X, T) bir topolojik uzay ve a, X'de herhangi nokta olsun. «'nin X’deki bileseni
Cx(a), X'in a'y1 iceren tum baglantili alt kimelerinin bir birlesimi olarak tanimhdir.
Asadidakileri gbsteriniz;

(i) Cx(a) baglantihdir. (Yukaridaki Alistirma 4’0 kullaniniz.)
(ii) Cx(a), a'y! iceren en blyuk baglantili kimedir.
(iii) Cx(a), X'de kapahdir. (Yukaridaki Alistirma 5'i kullaniniz.)

10. Eger bir (X, T) topolojik uzayinin her bostan farkli baglantili alt kiimesi bir tek
nokta kumesi ise (X, T) topolojik uzayina tamamen baglantisiz denir. Asagidaki

ifadeleri ispatlayiniz.

(i) (X,T) tamamen baglantisiz olmasi icin gerek ve yeter sart her a € X icin
Cx(a) = {a} olmasidir. (Alistirma 9'daki gdsterime bakiniz.)

(ii) Ahsilmis topoloji ile verilen tim rasyinel sayilar kiimesi Q tamamen baglantisizdir.

(iii) Eger f, R'den Q icine tanimli siirekli bir fonksiyon ise her z € R icin f(z) = ¢
olacak sekilde bir ¢ € Q vardir.

(iv) Tamamen baglantisiz bir uzayin her alt uzayl tamamen baglantisizdir.

(v) R? 'nin her sayilabilir alt uzayr tamamen baglantisizdir.

(vi) Sorgenfrey dogrusu tamamen baglantisizdir.
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11. (i) Alistirma 9'u kullanarak dogal bir yolla bir topolojik uzayda bir noktanin

“yol-bilesenini” tanimlayiniz.

(ii) Herhangi topolojik uzayda her yol-bilesenin yol-baglantili bir uzay oldugunu
ispatlayiniz.

(iii) Eger (X, T), X'deki her noktanin yol-baglantili bir komsuluga sahip olacagisekilde
Ozellige sahip bir topolojik uzay ise her yol-bilesenin bir acik kime oldugunu
ispatlayiniz. Her yol-bilesenin bir kapali kime oldugu sonucunu da cikariniz.

(iv) R?'nin bir acik alt kiimesinin baglantili olmasi icin gerek ve yeter sart yol-
baglantili olmasidir, (iii)'yi kullanarak ispatlayiniz.

12.* A ve B bir (X, T) topolojik uzayinin alt kimeleri olsun. Eger A ve B her ikisi de
aclk veya her ikisi de kapali iken AU B ve AN B her ikisi de baglantili ise A ve B
baglantilidir, gdsteriniz.

13. Eger bir (X,T) topolojik uzay! icin hem acik hem kapali kimelerden olusan
bir taban varsa (X, T) topolojik uzayina sifir-boyutlu denir. Asagidaki ifadeleri
ispatlayiniz:

(i) Q ve P sifir-boyutlu uzaylardir.
(ii) Bir sifir-boyutlu uzayin bir alt uzay! da sifir-boyutludur.

(iii) Bir sifir-boyutlu Hausdorff uzayr tamamen baglantisizdir. (Bkz. Alistirma
10)

(iv) Her ayrik olmayan uzay sifir-boyutludur.

(v) Her ayrik uzay sifir-boyutludur.

(vi) Birden fazla noktal ayrik olmayan uzaylar tamamen baglantisizdir.
(vii) Bir sifir-boyutlu Ty-uzay!r Hausdorff uzayidir.

(viii)* R'nin bir alt uzay! sifir-boyutludur ancak ve ancak tamamen baglantisizdir.

14. Her yerel homeomofizmin sudrekli bir dénudsim oldugunu gosteriniz. (Bkz.
Alistirmalar 4.3#9.)
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5.3 Dipnot

Bu bolimde topolojik uzaylar arasinda her acik kimenin ters géruntusud bir acik
kiime olacak sekilde bir 6zellige sahip olan ddnusume “surekli” dénusum dedik. Bu
guzel bir tanimdir ve anlasiimasi kolaydir. Bu tanim bolumun basinda bahsi gecen
reel analizde verilen tanimla mukayese edilmektedir. Sadece genellestirmenin hatiri
icin degil ayni zamanda gercekte ne olup bittigini gérmek icin reel analizdeki tanimi
genellestirdik.

Weierstrass Ara Deger Teoremi sezgisel olarak acilk gérunmektedir fakat simdi
bunun R'nin baglantii olmasi ve bir badglantili uzayin sdrekli goérintisinun de
baglantili uzay olmasi gerceginden elde edildigini gbrmekteyiz.

Baglantiliiktan daha kuvvetli bir 6zelligi yani yol-baglantililidr tanittik. Bir cok
durumda bir uzayin baglantili oldugunu iddia etmek yeterli degildir, ayrica yol-
baglantili olmak zorundadir. Bu 6zellik cebirsel topolojide dnemli bir rol oynar.

Sirasi geldiginde Brouwer Sabit Nokta Teoremine tekrar donus yapacadiz. Bu
kuvvetli bir teoremdir. Sabit nokta teoremlerinin topoloji, fonksiyonel analiz ve
difarensiyel denklemler dahil matematigin cesitli dallarinda &nemli rolleri vardir.

Gunumuzde halen arastirma faaliyetlerinin bir konusudur.

Alistirmalar 5.2 #9 ve #10'da “bilesen” ve “tamamen badglantisiz” kavramlari
ile karsilastik. Her ikisi de baglantilihigi kavramak icin édnemlidir.
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Al1.0 Gir

s

Bir zamanlar uzak bir diyarda iki otel varmis; Sonlu Otel (sonlu sayida odalari olan
siradan bir otel) ve Hilbert'in Sonsuz Oteli (1,2,...n,... ile numaralandirilmis sonsuz
saylda odalari olan olaganusti bir otel). Bir glin sehre oda arayan bir ziyaretci gelmis.
ilk olarak Sonlu Otel’e gitmis ve tim odalarin dolu oldugu bilgisi verilmis ve bu yizden
yer temin edememis. Ancak kendisine her zaman bir oda bulabilecegi diger otel olan
Hilbert'in Sonsuz Oteli tarif edilmis. Bdylece Hilbert'in Sonsuz Oteli'ne gitmis ve
orada da tum odalarin dolu oldugu sdylenmis. Ancak bununla birlikte otel gbrevlisi bu
otelde kimseyi cikarmadan her zaman ekstra bir konugun agirlanabilecegini sbylemis.
Gorevli oda 1'deki misafiri oda 2'ye, oda 2'deki misafiri oda 3’e tasimis ve bu sekilde
devam ettiginde sonucta oda 1 bos kalmis!

Bu sevimli érnekten sonsuz kimeler ile sonlu kiimeler arasinda yapisal bir farkin
bulundugunu gdérmekteyiz. Bu Ek bolimian amaci Sonsuz Kimeler? teorisine ayrintili
ancak cok kisa bir giris yapmaktir. Egder daha O6nce Uzerine calismamissaniz, bu
surukleyici konuda bir takim surprizlerle karsilasacaksiniz. “Sonsuz kUmelerin esit
olusturulmadigini"-bazilarinin digerlerinden daha buyik oldugunu &grenecegiz. ilk
bakista bu ifadenin ne anlama geldigi muhtemelen hic de acik degildir. “Daha buyuk"
terimini tanimlamaya ihtiyac duymaktayiz. Hatta “iki kime ayni buyuklUktedir" ile
ne demek istedigimizi aciklamamiz gerekmektedir.

3SKUme teorisi hakkinda Ucretsiz olarak indirilebilecek olduk¢ca guzel ve ayrintili bir kitap mevcuttur.
"Introduction to the Foundations of Mathematics" isimli bu kitap Raymond L. Wilder tarafindan
yazilmistir. Ulasabileceginiz linki:
https://1a701202.us.archive.org/27/items/IntroductionToTheFoundationsOfMathematics/
Wilder-IntroductionToTheFoundationsOfMathematics.pdf


https://ia701202.us.archive.org/27/items/IntroductionToTheFoundationsOfMathematics/Wilder-IntroductionToTheFoundationsOfMathematics.pdf
https://ia701202.us.archive.org/27/items/IntroductionToTheFoundationsOfMathematics/Wilder-IntroductionToTheFoundationsOfMathematics.pdf

Bu Ek bdlum icin tamamlayici gerecleri saglayan, izlemeniz
gereken Uc¢ video vardir. Bu videolar “Topology Without
Tears — Video 2a, 2b, and 2c — Infinite Set Theory”
olarak adlandirildi.

Kisim (a) YouTube'da at http://youtu.be/9h83ZJeiecg ve
Cin Youku sitesinde http://tinyurl.com/m4dlzhh,

Kisim (b) YouTube'da http://youtu.be/QPSRB4Fhzko Ve
Cin Youku sitesinde http://tinyurl.com/kf91p8e,

Kisim (c) YouTube'da http://youtu.be/YvqUnjjQ3TQ ve
Cin Youku sitesinde http://tinyurl.com/mhlqe93 linklerinden
izlenebilir.

Bu videolar Kime Teorisinin Zermelo-Fraenkel (ZF)
aksiyomlarinin bir irdelemesini ve Russell Paradoksu'nun
ZF kUime teorisi icinde olmadigini gdsteren kisa bir ispati
icermektedir.
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Al.1 Sayilabilir Kumeler

Al.1.1 Tanimlar. A ve B iki kime olsun. Eger hem bire-bir hem de &érten
olan bir f : A — B fonksiyonu varsa (yani f bir bijeksiyon ya da bir bire-bir
esleme ise) A ile B kimelerine esguclu kimeler denir ve A ~ B ile gosterilir.

Al1l.1.2 Onerme. A, B ve C kumeleri verilsin.
(i) Bu durumda A ~ A saglanir.

(ii) Eger A~ B ise B~ A'dir.

(iii) Eger A~ B ve B~ (C ise A~ (C'dir.

Taslak ispat.

(i) Her x € A icin f(z) = z olarak verilen A Ulzerindeki f 6zdeslik fonksiyonu, A ile
kendisi arasinda bir bire-bir eslemedir.

(ii) Eger f, A'dan B uzerine bir bire-bir ve 6rten fonksiyon ise B'den A'ya bir g ters
fonksiyonuna sahiptir ve bdylece g de bir bire-bir eslemedir.

(iii) Eger f: A — B bire-bir esleme ve g: B — C bire-bir esleme ise onlarin bileskesi
gf: A — C de bir bire-bir eslemedir. []

Onerme A1.1.2 “~" bagintisinin (i) yansiyan, (ii) simetrik, ve (iii) gecisken; yani
bir denklik bagintisi oldugunu ifade etmektedir.

Al1.1.3 Onerme. n,m € N olsun. {1,2,...,n} ile {1,2,...,m} kumeleri
esgucludurler ancak ve ancak n = m'dir.

ispat. Alistirma. O

Simdi “sonlu kime" ve ‘“sonsuz kime'" terimlerini acik bir sekilde tanimlayalim.
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Al.1.4 Tanimilar. S bir kime olsun.

(i) Herhangi bir n € N icin S bos kiime ise ya da {1,2,...,n} kimesi ile esglcll
ise sonludur denir.

(ii) Eger S sonlu degilse kimeye sonsuzdur denir.

(iii) EGer S ~ {1,2,...,n} ise S'nin kardinalitesi n dir denir ve card S =n ile

gosterilir.

(iv) Eger S =0 ise kardinalitesi 0 oldugu soéylenir ve card @ = 0 ile gosterilir.

Bir sonraki adim sonsuz kimenin “en kucuk” cesidini tanimlamay! amaclamaktadir.
Boyle klimeler sayilabilir sonsuz olarak adlandirilacaktir. Gelinen noktada herhangi
“daha buyuk"” sonsuz kime cesidinin var olup olmadigini bilmiyoruz — aslinda bu

baglamda “daha buyuk"” ile ne kastedildigini de bilmiyoruz.

Al.1.5 Tanimlar. S bir kiime olsun.
(i) S kimesi ile N esglcli ise S kiimesinin sayilabilir sonsuz oldugu sdylenir.
(ii) S kimesi sonlu ya da sayilabilir sonsuz ise S kiimesine sayilabilir denir.

(iii) S kUmesi sayllabilir sonsuz ise N, kardinalitesine sahiptir denir ve

card S = Ng ile gdsterilir.

(iv) S kimesi saylilabilir degilse S'ye sayilamaz kime denir.

Al1l.1.6 Uyarl. S kUmesi sayilabilir sonsuz ise f : N — S Dbir bire-bir esleme

ve her n € N icin s, = f(n) olmak uzere S = {s1,59,...,8n,...}'dir. Bdylece S'nin

elemanlarini Iisteleyebiliriz\. S sonlu ve bostan farkll bir kime ise elbette onun

elemanlarini da S = {s1,s9,...,8,} ile listeleyebiliriz. Dolayisiyla herhangi sayilabilir
kimenin elemanlarini listeleyebiliriz. Tersine, eger S'nin elemanlari listelenebilirse
S sayilabilirdir. Cunku listeleme, {1,2,...,n} ile ya da N ile bire-bir bir esleme ile

tanimlanir. []
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A1.1.7 Ornek. Tum pozitif cift tam sayilarin kimesi S sayilabilir sonsuzdur.
Ispat. Her n € N icin f(n) = 2n ile verilen f : N — S fonksiyonu bire-bir bir
eslemedir. ]

Ornek A1l.1.7 biraz dusinmeye dederdir. Eger iki kiime “ayni buyuklukte"
ise aralarinda bire-bir esleme olan iki kume aklimiza gelir. Ancak burada
kimelerinden bir tanesi ile bire-bir eslemeye sahip olan N kiumesi s6z konusudur.
Bu durum sonlu kiilmelerde s6z konusu degildir. Gercekten de sonlu kimeler, 6z alt
kimelerinden herhangi biriyle esglcli olmayan kiimeler olarak karakterize edilebilirler.

A1.1.8 Ornek. TUm tam sayilarin kimesi Z sayilabilir sonsuzdur.

Ispat. f:N — Z fonksiyonu

m, eger n=2m, m>1 ise,
f(n)=<—-m, egern=2m+1, m>1 ise,
0, eger n =1 ise,

olarak tanimlansin. Bdylece f bir bire-bir eslemedir. []

A1.1.9 Ornek. Tum tam kare olan pozitif tam sayilarin kimesi olarak verilen

S sayilabilir sonsuzdur.

Ispat.  f(n) =n? ile verilen f:N — S fonksiyonu bir bire-bir eslemedir. ]
Ornek A1.1.9 yaklasik 1600'lerde G. Galileo tarafindan ispatlanmistir. Bu
Galileo’'yu ugrastirmis ve Galileo, sonsuz kumelerin insanoglunun calisma alani

olmadigini séylemistir.

A1.1.10 Onerme. Eger bir S kumesi sayilabilir bir kimeyle esguclu ise

sayllabilirdir.

Ispat. Alistirma. ]
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Al1.1.11 Onerme. Eger S bir sayilabilir bir kime ve T C S ise T

sayllabilirdir.

Ispat. S sayilabilir oldugundan bir S = {s1,s2,...} listesi yazabiliriz. (S sonlu ise

sonlu bir liste olur, S sayilabilir sonsuz ise sonsuz bir liste olur.)

(Eger T £ @ ise) t, , T'de ilk s; olsun. (Eger T # {t;} ise) t,, T'de ikinci s; olsun.

(Eger T # {t1,t2}), ... ise) t3, T'de UG¢uncl s; olsun, ....
Bu islem T'nin sonlu olmasi durumunda herhangi bir n icin T = {ti,ts,...,t,}
oldugunda sonlanir. Eger islem sonlanmiyorsa T'nin elemanlarinin bir {¢;,ts, ... t,, ...}

listesini elde ederiz. Bu liste T'nin her bir elemanini icerir cunkl eger s; € T ise
islemin ¢.nci adimindan sonraya kalmadan s;'ye ulasiriz; bodylece s; listenin icinde
olusur. O halde T sayilabilir sonsuz olur. Sonuc¢ olarak T', ya sonlu ya da sayilabilir

sonsuzdur. []

Ornek A1.1.8 veOnerme A1.1.11'in dogrudan bir neticesi olarak asagidaki sonucu

verebiliriz.
Al1.1.12 Sonuc. Z'nin her alt kiimesi sayilabilirdir. []
Al1.1.13 Lemma. i # jicin S;NS; = O olmak Uzere sayilabilir sonsuz
kimelerin sayilabilir sonsuz bir ailesi S, S, ...,S,,... ise |J S; sayilabilir sonsuz bir
=1
kumedir.

Ispat. Her bir S; kimesi sayilabilir sonsuz kiime oldugundan S; = {s;1, Si2, - - -, Siny - - -}
yazilabilir. Simdi s;;'leri bir kare dizilim icine koyalim ve onlari asag! ve yukari dogru

kdsegen zikzaklar cizerek listeleyelim.

S11 — S12 S13 — S14
Ve / vd

S21 522 523 T

S Ve /

S31 532 533 T
“ S

Bu ise U;‘il S;'nin tum Gyelerinin listesinin ve her bir S; sonsuz oldugu icin bu listenin
sonsuz oldugunu gbéstermektedir. Bu yluzden U;’il S; sayllabilir sonsuzdur. []
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Lemma Al1l.1.13'de S; kumelerinin ikiser ikiser ayrik oldugunu kabul ettik. Eger
ikiser ikiser ayrik degillerse tekrar eden elemanlar silinerek ispat kolay bir sekilde

degistirilebilir:
Al.1.14 Lemma. Eder 51,5,,...,85,,... ailesi sayilabilir sonsuz kumelerin
bir sayilabilir sonsuz ailesi ise J S; sayilabilir sonsuz bir kimedir. []
i=1
Al1.1.15 Onerme. Sayilabilir kimelerin herhangi sayilabilir ailesinin

bileskesi sayilabilirdir.

ispat.  Alistirma. []

Al1.1.16 Onerme. Eger S ve T sayilabilir sonsuz kiimeler ise S xT = {(s,t) :
s € S,t €T} carpim kiumesi sayilabilir bir kimedir.

Ispat. S ={si,80,...,80,...} ve T ={ty,ts,...,t,,...} olsun. Bu durumda

SxT = J{(si,t2), (sista), -, (sistn), . ).

=1
Bu ylzden S x T kiimesi sayilabilir sonsuz kumelerin bir sayilabilir sonsuz birlesimidir
ve bodylece sayilabilir sonsuzdur. []

Al1l.1.17 Sonuc. Sayilabilir kimelerin her sonlu carpimi sayilabilirdir. L]

Sayilabilir kimeler UGzerindeki gdzlemlerimizin édnemli bir uygulamasi icin artik

haziriz.

Al1.1.18 Lemma. TOm pozitif rasyonel sayilar kiimesi olan Q>° sayilabilir
sonsuzdur.
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ispat. 1 € N icin paydasl ¢ olan budtlun pozitif rasyonel sayilar kiimesi S; olsun.
1 2

oo
Bu durumda S; = 7,;,...,%,...} ve Q70 = U S; olur. Her bir S; sayilabilir sonsuz
=1

oldugundan Onerme A1.1.15, Q”° kiimesinin sayilabilir sonsuz oldugunu goésterir. [
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Artik Q tum rasyonel sayilar kimesinin sayilabilir sonsuz oldugunu; yani Q kiimesi
ile (goérinidrde) cok daha kiclk bir kiime olan N tim pozitif tam sayilar kimesi
arasinda bire-bir bir eslemenin var oldugunu ispatlamak icin haziriz.

Al1.1.19 Teorem. TuUm rasyonel sayillar kimesi Q sayilabilir sonsuzdur.

Ispat. Acikca tim negatif rasyonel sayilar kiimesi Q<° ile tim pozitif rasyonel
sayllar kimesi Q7% esguiclidir ve bu yizden Onerme A1.1.10 ve Lemma A1.1.18
kullanilarak Q<° kiimesinin sayilabilir sonsuz oldugunu elde ederiz.

Son olarak, Q@ kimesi Q”?, Q<" ve {0} kiimelerinin birlesimi oldugundan ve Onerme

A1l.1.15'den sayilabilir sonsuzdur. []
Al1.1.20 Sonuc. Rasyonel sayilarin her alt kimesi sayilabilirdir.
Ispat. Bu Teorem A1.1.19 ve Onerme A1l.1.11'in bir sonucudur. []

Al.1.21 Tanimlar. ap # 0 olmak Uzere
apz” + a1z 1+ ---+a,_1z+a, =0.

olacak sekilde ag,aq,...,a, tam sayilari ve bir n dogal sayis| varsa x gercel sayisina
bir cebirsel sayi denir. Cebirsel sayl olmayan bir gercel saylya transandantal
sayl veya askin sayi denir.

Al1.1.22 Ornek. Her rasyonel say! bir cebirsel sayidir.

Ispat. p,q €Z ve ¢ # 0 icin o = 2 ise gz —p = 0 yazilabilir; yani n =1, ap = ¢q ve
a, = —p olmak Uzere x bir cebirsel sayidir. []

A1.1.23 Ornek. V2 sayisi rasyonel olmayan bir cebirsel sayidir.

ispat. r = /2 irrasyonel iken z2 — 2 = 0 denklemi saglanir ve bu yizden /2 cebirsel
bir sayidir. []
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Al1.1.24 Uyarl. V5 — /3 sayisl  a® — 1225 4 442* — 2882% + 16 = 0 denklemini
sagladigi icin bir cebirsel sayisi oldugu kolaylikla ispatlanabilir. Aslinda toplama,
cikarma, carpma, bdlme ve karekdkten, kup kdkten,... cikarma islemlerinin sadece
sonlu tanesi kullanilarak tam sayillar kiimesinden elde edilebilen herhangi bir gercel

say! cebirseldir. ]

Al1l.1.25 Uyari. Uyari A1.1.24 gbstermektedir ki aklimizdan gecirdigimiz sayilarin
“cogu' cebirsel sayilardir. Belirli bir sayinin transandantal oldugunu gdstermek son

derece zor olabilir. Bu gibi bir gdsterimin ilki 1844'de Liouville'in

o0

1
Z Tom 0.11000100000000000000000100. . .

n=1
sayisinin transandantalligini ispatladiginda gerceklesti.
e sayisinin transandantal oldugunu 1873'te Charles Hermite gdsterdi.

1882'de Lindemann cemberi kareleme hakkindaki 2,000 yillik soruya negatif
cevap bularak 7 sayisinin transandantal oldugunu ispatladi. (Soru: Sadece bir cetvel
ve pergel kullanarak, 1 yaricaph bir cember ile ayni alana sahip bir kare cizmek
Mmumkun muodur? Bu problemin tam bir izaht, e ve 7 sayilarinin transandantal
oldugunun ispatlari Jones, Morris ve Pearson’nin [151] kitabinda bulunmaktadir.) [

Simdi butldn cebirsel sayilar kimesi A'nin ayni zamanda sayilabilir sonsuz oldugunu
ispatlamak icin devam edelim. Bu sonuc¢ kendisinin bilfiil bir neticesi olan Teorem

A1l.1.19'dan cok daha gucludur.
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Al1l.1.26 Teorem. Tum cebirsel sayilar kimesi A sayilabilir sonsuzdur.

ispat. ap # 0 ve her bir a; € Z olmak lzere f(z) = apz" + a12" ' + -+ + a,_17 + a,
polinomunu gbz onlne alalim ve yuksekligini & = n + |ag| + |a1| + -+ + |a,| oOlarak

tanimlayalim.

Her bir pozitif £k tam sayisi icin A, yuksekligi £ olan tum polinomlarin tim

koklerinin kiimesi olsun. Acik bir sekilde A= [J A'dir.
k=1

Bu nedenle, A'nin sayilabilir sonsuz oldugunu gostermek icin, Onerme A1.1.15
g6z 6nune alinarak her bir A;'nin sonlu oldugunu goéstermek yeterlidir.
Bir f polinomu n dereceden bir polinom ise acik bir sekilde n <k vei=1,2,...,n

icin |a;| < k'dir. Bu ylzden k yukseklikli tim polinomlarin kiimesi kesinlikle sonludur.

Dahasi, n dereceden bir polinom en azindan n kdke sahiptir. Sonuc¢ olarak k
yUkseklikli her polinom k kdkten daha fazlasina sahip degildir. Dolayisiyla istenildigi
gibi A, kiimesi sonludur. []

Al1.1.27 Sonuc. Cebirsel sayilarin her alt kimesi sayilabilirdir. []

Sonuc A1.1.27'in 6zel bir hali Sonuc A1.1.20'dir.

Simdiye kadar sayillamaz kumelerin herhangi bir &érnegini vermedik. Bunu
yapmadan dnce bazi donusimlerin bizi sayilabilir kimeler ailesinin disina cikarmayacagini
goérelim.

A1.1.28 Onerme. X ve Y kumeleri verilsin. f, X'den Y'ye bir donlisuim
olsun.

(i) Eger X sayilabilir ve f slrjektif (yani érten donidsim) ise Y sayilabilirdir.

(ii) Eger Y sayilabilir ve f injektif (yani bire-bir dontsim) ise X sayilabilirdir.

ispat.  Alistirma. []
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A1.1.29 Onerme. S sayilabilir bir kime olsun. O zaman S’'nin tum sonlu
alt kumelerinin kimesi de sayilabilirdir.

Ispat.  Alistirma. []

Al1.1.30 Tanim. S herhangi bir kime olsun. S'nin tum alt kimelerinin
kiimesine S’nin kuvvet kumesi denir ve P(S) ile gdsterilir.

A1.1.31 Teorem. (Georg Cantor) Her S kimesi icin P(S) kuvvet kiimesi
S ile esguclu degildir; yani P(S) # S'dir.

Ispat. S ve P(S) arasinda bire-bir esleme olmadigini ispatlamaliyiz. Biz ise bundan
ziyade S'den P(S)'ye herhangi bir 6rten fonksiyon olmadigini ispatlayacagiz.

orten olan bir f: S — P(S) fonksiyonu var olsun. Her bir z € S icin
f(x) € S oldugunu sdylemek ile f(z) € P(S) oldugunu sdylemek aynidir.

T={z:xze€S vexdgf(r)}olsun. Budurumda T C S; yani T € P(S)'dir. Bu yuzden
herhangi bir y € S'icin f, S'den P(S)'ye 6rten donusim oldugundan T = f(y)'dir. Simdi
yeT ya daygT'dir.

Durum 1.
yeT=y¢ f(y) (T'nin tanimindan)

=y ¢T'dir. (f(y)=T oldugundan)

Bu yuzden Durum 1 imkansizdir.

Durum 2.
y¢€T=ye fly) (T'nin tanimindan)

=y e T'dir. (f(y)=T oldugundan)
Bu yuzden Durum 2 imkansizdir.
Her iki durum da imkansiz olduguna gore bir celiski sbz konusudur. Boylece

varsayimimiz yanlistir ve S'den P(S)'ye tanimli herhangi bir 6rten fonksiyon yoktur.
Dolayisiyla P(9) ile S esgucliu degildir. []
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Al1.1.32 Lemma. S herhangi bir kime ise S kumesi ile P(S) kuvvet
kimesinin bir alt kimesi esgucludar.

Ispat. Her bir z € S icin f(x) = {z} olacak sekilde f: S — P(S) donisimuni
tanimlansin. f'nin S ve f(S) kumeleri arasinda bire-bir bir esleme oldugu aciktir. Bu
ylzden S kimesi ile P(S)'nin alt kumesi f(S) esgucladur. [

A1.1.33 Onerme. S herhangi bir sonsuz kume ise P(S) sayillamaz bir

kumedir.

Ispat. S sonsuz oldugundan P(S) kiimesi de sonsuzdur. Teorem A1l.1.31'den P(S)
ile S esguclt degildir.

P(S) sayilabilir sonsuz olsun. O halde Onerme A1.1.11, Lemma
A1.1.32 ve Onerme A1l.1.10'dan S sayilabilir sonsuzdur. Bu ylzden S ile P(S)
esgucludurler ve bu bir geliskidir. Bu nedenle P(S) sayllamazdir. []

Onerme A1.1.33 sayllamaz kamelerin varligini gdéstermektedir. Ancak bununla
birlikte kuskucu bir kimse 6rnegin uydurma oldugunu dusunulebilir. Bu yuzden dnemli
ve bilinen kimelerin sayllamaz oldugunu gézlemleyerek bu bdlimu sonuclandiracagiz.
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Al.1.34 Lemma. [1,2) yari acik arahgindaki tum gercel sayilar kumesi
sayilabilir degildir.

ispat. (Cantor'un kbdsegen ydntemi) [1,2) araliginda ki tum gercel sayilar
kimesinin listelenemeyecedini gbsterecegiz.

L = {ry,re,...Tn...}, her biri [1,2) kimesinin i¢cinde bulunan gercel sayilarin
herhangi listesi olsun. Bunlarin asagidaki sekilde ondalik acilimlarini yazalim:

™ :1.7”117“12 AT R

9 :1.7°217"22 T ..

'm :1.7°m17“m2 o Tmn - - -

Her n € N icin

1, egerr,, #1 ise
ap = — .
2, egerr,,=1.ise

olmak Uzere a gercel sayisi l.aiay...qa, ... Olacak sekilde tanimli olsun.
a, # Tnp Oldugu aciktir ve bu yuzden her n € N icin a # r, olur. Bodylece a, L

listesinde hicbir sekilde yer almaz. Dolaysiyla [1,2) araligindaki tum gercel sayilar
kimesi bir liste olarak yazilamaz; yani bu kime sayilamazdir. []

Al1.1.35 Teorem. TUm gercel sayilar kimesi R sayilamazdir.

ispat. R sayilabilir olsun. Bu durumda Onerme A1l.1.11'den

[1,2) araligindaki tim gercel sayilar kimesi sayilabilirdir ki Lemma A1l.1.34'den bir
celiskidir. Bu nedenle R sayillamazdir. []
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Al1.1.36 Sonuc. Tum irrasyonel sayillar kiimesi I sayllamazdir.

ispat. [ sayilabilir olsun. R, I ve Q@ kUmelerinin birlesimi olup bu

kimeler sayilabilir. O halde Onerme A1l.1.15'den R sayilabilir olur ki bu bir celiskidir.
Bundan dolayi I sayilamazdir. []
Sonuc A1.1.36'nin ispatina benzer bir ispat kullanilarak asagidaki sonuc elde

edilir.

Al1.1.37 Sonuc. Tum transandantal sayilar kimesi sayllamazdir. L]

Al.2 Kardinal Sayilar

Bir 6nce ki bdélimde sayilabilir sonsuzlugu ve sayillamazhgl tanimladik ve ne anlama
geldigini aciklamaksizin, sayilamaz kimelerin sayilabilir sonsuz kimelerden "daha
buyuk" oldugunu ileri surduk. "Daha buyuk" ile ne kastettigimizi aciklamak icin
asagidaki teoreme ihtiyac duymaktayiz. Aciklamalarimiz Halmos'un [111] kitabina

dayanmaktadir.
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Al1.2.1 Teorem. (Cantor-Schroder-Bernstein) S ve T kUmeleri verilsin.
Egder S, T'nin bir alt kimesi ile esguclu ve T, S'nin alt kimesi ile esguclu ise S
ile T esgucladur.

Ispat. Genelligi bozmaksizin S ve T kumelerini ayrik kabul edebiliriz. f:S — T
ve g : T — S bire-bir donusumler olsun. S'den T'ye bire-bir ve orten bir donusum
bulmamiz gereklidir.

Bir s elemanini bir f(s) elemaninin ebeveyni ve f(s)'yi de s'nin evladl gibi
duslnebiliriz. Benzer bicimde t, g(t)'nin ebeveyni ve ¢(t) de t'nin evladidir. Her
bir s € S ebeveyni f(s), g(f(s)), f(g(f(s))) ve bu sekilde devam eden evlatlarin bir
sonsuz dizisine sahiptir. Boyle bir dizideki her bir terimin dizide onu takip eden tum
terimlerin atasi oldugunu sdyleyebiliriz.

Simdi s € S olsun. Eger mumkuiun oldugu kadar geriye gidip s'nin soyuna bakacak

olursak asagidaki U¢ maddeden birinin olmasi gerektigini goéruruz:

(i) atalarinin listesi sonludur ve liste S'nin hic atasi olmayan elemaninda sona erer,
(ii) atalarinin listesi sonludur ve liste T'nin hi¢ atasi olmayan elemaninda sona erer,
(iii) atalarinin listesi sonsuzdur.

Sg, S'nin S'den turetilen elemanlarinin kiimesi olsun. Yani Sg, S\ ¢(T')'ye ek olarak
onun S'deki tum evlatlarinin kimesi olsun. Sr dyle elemanlarin kiimesi olsun ki T"'den
turetilsinler; yani Sy, T\ f(S)'nin S’'deki evlatlarinin kiimesi olsun. S, hi¢c ebeveyni
olmayan atalar ile birlikte S'deki tim elemanlarin kimesi olsun. Bu durumda S
kimesi Sg, St ve S, ayrik kimelerinin birlesimidir. Benzer sekilde T, benzer olarak
tanimlanan 1r, Tg ve T, kimelerinin ayrik birlesimidir.

Acikca f'nin Sg'ye kisitlamasi Ss'den Ts'ye bire-bir ve orten fonksiyonudur.

Simdi ¢!, T'den g(T)'ye taniml bire-bir ve 6rten g fonksiyonunun ters fonksiyonu
olsun. ¢ in Sr'ye kisitlamasinin Sy'den Tr'ye tanimli bire-bir ve érten fonksiyon
oldugu aciktir. Son olarak, f'nin S, kimesine kisitlamasi S,,'dan T, Uzerine bire-bir
ve Orten fonksiyondur.

h: T fonksiyonun
5= yonund f(s), eger se Sy ise

h(s) =< g7 '(s), eger se Sr ise
f(s), eger se Sy ise
olarak tanimlansin. Bu durumda h, S'den T'ye tanimli bire-bir ve drten bir fonksiyondur.
Boylece S ile T esgicludiir. []
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Bir sonraki gérevimiz “kardinal say!” ile ne ifade ettigimizi tanimlamak olacaktir.

Al.2.2 Tanimlar. Bir kumeler sinifi X asagidaki kosullar: sagladigl takdirde
kardinal sayi olarak adlandirilir:

(i) S ve T kimeleri verilsin. Eger S ve T, X icindeyse S ~ T dir,

(ii) A ve B kUmeleri verilsin. Eger A, XN icinde ve B ~ A ise B, N icindedir.

Eger XN bir kardinal sayl ve A, X icinde bir kiime ise card A = N yazilir.

Tanimlar A1.2.2 ilk bakista garip gérunebilir. Bir kardinal sayi, kimeler sinifi
olarak tanimlanir. O yuzden birkac ézel duruma bakalim:

Eger bir A kimesinin iki elemani varsa card A =2 yazariz; 2 kardinal sayisi {1,2}
kimesi ile esglcli tum kimelerin sinifidir. Yani 2 elemanli tim kumelerin sinifidir.

Eger bir S kiimesi sayilabilir sonsuz ise card S = X, yazariz; bu durumda X, kardinal
sayisl N ile esguclu tim kiumelerin sinifidir.

S ve T kumeleri verilsin. S ile T'nin esguclu olmasl icin gerek ve yeter sart
card S = card T olmasidir.

Al1l.2.3 Tanimlar. R’'nin kardinalitesi ¢ ile g&sterilir; yani card R = c¢'dir.
N'nin kardinalitesi N, ile gdsterilir.

Tanimlar A1.2.3'de gecen ¢ semboline R'nin “kontinuum™ kardinalitesi de denir.

Simdi de kardinal sayilarin bir siralamasini tanimlayalim.

Al.2.4 Tanimlar. m ve n kardinal sayilar olsun. Egder card S = m ve
card T' = n olacak sekilde S ve T kumeleri var ve S kumesi ile T'nin bir alt
kimesi esguclu ise m kardinalinin n'den daha kicuk ya da esit oldugu soylenir;
yvani m < n'dir. ilaveten eger m <n ve m #n ise m, n'den kesin olarak kucuktur;
yani m < n'dir.

N, R'nin bir alt kimesi oldugundan ve card R = ¢ ve card N = X8, olup R ile N
esgucliu olmadigindan dogrudan asagidaki sonucu elde ederiz.
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Al1.2.5 Onerme. N, < ¢. L]

Ayrica herhangi S kumesi icin biliyoruz ki, S kumesi ile P(S)'nin bir alt kimesi
esgucludur ancak S ile P(S) esguclu degildir. Buradan hareketle bir sonraki sonucu

cikaririz.

Al1l.2.6 Teorem. Herhangi S kimesi icin card S < card P(S)'dir. ]

Asagidaki ise Cantor-Schrdder-Bernstein Teoremi 1.2.1'nin yeni ifadesidir.

Al.2.7 Teorem. m ve n kardinal sayilar olsun. Eger m < n ve n < m ise
m = n'dir. []
Al1l.2.8 Uyarl. Sonsuz sayida sonsuz kardinal sayilari vardir. Bu asagidaki

durumdan da acikca anlasiimaktadir:
(%) Ny = card N < card P(N) < card P(P(N)) < ... L]

Bir sonraki sonucg, Teorem A1.2.6'nin dogrudan bir cikarimidir.

Al1l.2.9 Sonuc. Hicbir en buyuk kardinal say! yoktur. []

Sonlu bir S kiimesi n elemana sahip ise S'nin kuvvet kumesi P(S), 2" elemana
sahip oldugunu kaydederek asagidaki gbdsterimi tanitmak dogaldir.

Al1.2.10 Tanim. Eger bir S kumesinin kardinalitesi R ise P(S)'nin
kardinalitesi 2% ile gosterilir.

Boylece yukaridaki (x) ifadesini tekrar asagidaki sekilde yazabiliriz:

92%0

(%) Rg < 2% <220 <227 <

Bu kardinal say! dizilimine baktigimizda, asagidakiler dahil olmak uzere aklimiza

bazi sorular gelmektedir:
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(1) ¢ bu listedeki kardinal sayilarindan herhangi birine esit midir?

(2) Ny ve 2% arasinda herhangi kardinal sayilar var midir?

Bu sorular, ézellikle (2) kolaylikla cevaplanamamaktadir. Aslinda sorular kiime
kuraminin aksiyomlarini dikkatlice gézden gecirmeyi gerektirmektedir. Ancak bu Ek
bolimde kime kuraminin aksiyomlarini ciddi bir sekilde tartismak mumkudn degildir.
Buna ragmen yukaridaki sorulara Ek boliumun ilerleyen kisimlarinda deginecegiz.

Bu bolimu birkac iyi bilinen kiimenin kardinalitelerini belirleyerek sonuclandiracagiz.

Al.2.11 Lemma. a < b olmak Uzere a ve b gercel sayilari verilsin. Bu
durumda asagidakiler saglanir;

(i) [0,1] ~ [a,b];

(i) (0,1) ~ (a,b);
(iii) (0,1) ~ (1,00);
(iv) (—o0,—1) ~ (—2,-1);

(v) (1,00) ~ (1,2);

(vi) R~ (=2,2);
(vii) R ~ (a,b).

Taslak ispat. f(z) = a+bxz fonksiyonunun [0, 1] kapali araligindan [a, b] kapal araligina
tanimli bire-bir bir déntsim oldugu dikkate alinarak (i) ispatlanir. (ii) ve (iii) benzer
sekilde uygun fonksiyonlar bulunarak ispatlanir. (ii) ve (iii) kullanilarak (iv) ispatlanir.
(iv) yardimiyla (v) ifadesi ispatlanir. R kimesinin (—oo,—1), [—1,1] ve (1,00) ayrik
kiimelerinin birlesimi oldugu gdzlemlenerek ve (iv), (v) yardimlariyla (vi) ifadesinin
dogrulugu ispatlanir. Son olarak (ii) ve (vi) yardimiyla (vii) ispatlanir. L.
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Al1.2.12 Onerme. a < b olmak Uzere a ve b gercel sayilari verilsin. Eger S,
(a,b) C S olacak sekilde, R'nin herhangi alt kimesi ise card S = c¢'dir. Ozellikle
card (a,b) = card [a, b] = ¢'dir.

Ispat. Lemma A1.2.11 kullanilarak
card R = card (a,b) < card[a,b] < card R

oldugu goérular. Bu nedenle card (a,b) = card [a,b] = card R = ¢'dir. 1.

A1.2.13 Onerme. Eger R? Oklid dizleminde ki noktalarin kiimesi ise bu
durumda card (R?) = ¢'dir.

Taslak Ispat. Onerme A1.2.12 yardimiyla R ile [0,1) yari-acik araligi esgucludir ve
[0,1) x [0,1) ~[0,1) oldugunu ispatlamanin yeterli oldugu kolayca goérulmektedir.

f(z), (x,0) noktasI olacak sekilde f :[0,1) — [0,1) x [0,1) fonksiyonu tanimlansin.
Bu durumda f, [0,1)'den [0,1) x [0,1)'e bire-bir bir eslemedir ve bodylece ¢ = card[0,1) <
card[0,1) x [0,1) olur.

Cantor-Schroder-Bernstein Teorem A.2.1'den [0,1)'den [0,1) x [0,1) icine bire-bir
bir g fonksiyonu bulmak yeterlidir.

g((O.a1a2 o Qpy .. ,O.blbg e bn N ,)) = O.a1b1a2b2 Ce anbn Ce

tanimlansin.  Acikca ¢ iyi tanimhidir ([0,1) icindeki her bir gercel sayr 99...9...ile
bitmeyen tek bir ondalik gdsterime sahip oldugu icin) ve bire-birdir, bu da ispati
tamamlar. ]

Al.3 Kardinal Aritmetik

Kardinal sayilarin toplaminin bir tanimi ile baslayacagiz. Elbette kardinal sayilar sonlu
iken bu tanim sonlu sayilarin toplami olarak kabul edilmelidir.
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Al1l.3.1 Tanim. a ve [ herhangi kardinal sayilar olsun. card A = «a ve
card B = (8 olacak sekilde A ve B ayrik kimelerini alallm. Bu durumda « ve 3

kardinal sayilarinin toplami « + 3 ile gdsterilir ve card (AU B)'ye esittir.

Al1.3.2 Uyarl. Yukaridaki tanimin anlamli oldugunu ve 6zellikle A ve B kiimelerinin
secimine bagli olmadigini sdylemeden &énce A; ve By ayrik kKimeler ve ayrica card A =
card A; ve card B = card B; iken A ve B ayrik kuimeler ise AU B ~ A; U B; oldugunun;

yani card (AU B) = card (A; U B;) oldugunun dogrulanmasi gerekir. Bunu gdstermek

oldukca basittir ve bu yuzden bir alistirma olarak birakilmistir. [
Al1.3.3 Onerme. Herhangi «, § ve v kardinal sayilari icin:
(i) a+B8=0+a;
(i) a+(B+7y)=(a+p8)+7;
(iii) a+0=«;
(iv) EgGer a < fise a+ v < B+~ 'dir.

ispat. Alistirma []

Al1.3.4 Onerme.
(i) Ng + Ry = Ry;
(i) ¢+ Ry =c;
(iii) c+c=cg
(iv) Herhangi bir sonlu n kardinal sayisi icin n+ Xy =R ve n + ¢ = ¢'dir.

Ispat.
(i) 1,-1,2,—-2,...,n,—n,... listesi, N ile negatif tam sayilarin kimesinin; yani iKi

sayllabilir sonsuz kilmenin birlesimi olan sayilabilir sonsuz bir kimeyi gdéstermektedir.

(ii) [-2,—-1JUN C R olduguna dikkat edilirse card[-2,—1] 4+ card N < card R = ¢ oldugu
goérulur. Boylece ¢ = card[-2,—1] < card([-2,—1]UN) = card[-2,—1] + card N =
C+ Ny < c'dir.
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(iii) c <c+4c=card((0,1)U(1,2)) < card R = ¢ olduguna dikkat edilirse istenen sonucg

acikca goérulir.

(iv) Ng<n+RXy) <Rg+Ng=Vyvec<n+c<c+c=c gdz dnlne alinirsa istenen sonuclar
elde edilir. []

Bundan sonra kardinal sayilarin carpimini tanimlayacagiz.

Al1l.3.5 Tanim. a ve [ herhangi birer kardinal sayl olsun. card A = a ve
card B = B olacak sekilde A ve B ayrik kimelerini alalim. « ve 3 kardinal

sayilarinin carpimi a3 ile gosterilir ve card (A x B)'ye esittir.

Kardinal sayilarin toplanmasinda oldugu gibi Tanim A1.3.5'deki apg'nin A ve B

kimelerinin seciminden bagimsiz oldugunu kontrol etmek gereklidir.

Al1.3.6 Onerme. Herhangi «, § ve v kardinal sayilari icin
(i) aB = pa;

(i) a(By) = (aB)v;

(iii) L.a=«a;

(iv) 0.a = 0;

(V) a(B+7) =af +ay;
(vi) Herhangi bir sonlu n kardinali icin na = a+a+...a (n-adet terim);
(v1i) Eger a < B ise ay < Bv'dir.

ispat.  Alistirma []

A1.3.7 Onerme.
(i) Ry Ry = Ry,
(ii) cc=c;
(i) ¢Ry = ¢;
(iv) Herhangi bir sonlu n kardinali icin, nRy, =X, ve n¢ = ¢'dir.
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Taslak Ispat. Onerme A1.2.13'den (ii) saglanirken Onerme Al.1.16'den de (i)
saglanir. (iii)'nin dogrulugunu gérmek icin ¢ =¢.1 < ¢Xy < c¢ = ¢ ifadesini inceleyiniz.

Ayrica (iv)'nin ispati dogrudan tamamlanir. []

Kardinal sayilarin aritmetigindeki bir sonraki adim, kardinal sayilarin kuvvetini
tanimlamaktir; yani o ve 3 kardinal sayilar iken o? ifadesini tanimlanmak istiyoruz.

Al1.3.8 Tanimlar. «a ve [ herhangi birer kardinal sayl olsun. card A =« ve
card B = 3 olacak sekilde A ve B kumelerini alalim. B'den A'ya tanimhl tim f

fonksiyonlarinin kiimesi AZ ile gdsterilir. ilaveten o ?, card AP olarak tanimlanir.

Bir kez daha tanimin anlamh oldugunu; vani o?, A ve B kimelerinin secimine
bagl olmadigini kontrol etmeliyiz. Ayrica n ve m sonlu kardinal sayilari icin A, n
elemanli bir kime ve B, m elemanh bir kime iken B'den A'ya tam olarak n™ farkli
fonksiyonun bulunup bulunmadigini da kontrol etmeliyiz.

Ayrica bir badglantiya daha deginmemiz gerekmektedir: Eger « bir kardinal
sayl ve A, card A = a olacak sekilde bir kiime ise 2 nin farkh iki tanimi vardir.
Yukaridaki tanim A’'dan iki noktah {0, 1} kimesine giden tim fonksiyonlarin kiimesinin
kardinalitesi olarak 2¢'yi aciklar. Diger yandan Tanim A1.2.10, 2*'yi card (P(A)) olarak
tanimlar. {0,1}*'dan P(A) Uzerine bir-bir bir § bulmak yeterlidir. f € {0,1}* olsun. O
halde f: A — {0,1}'dir. 6(f) = f~!(1) tanimlansin. #'nin bire-bir ve 6rten oldugunun

dogrulanmasi bir alistirma olarak birakilmistir.

A1.3.9 Onerme. Herhangi «, § ve v kardinal sayilari icin:
(i) aft =ala7;

(i) (aB)” =a” p7;

(i) (?) = ¥V

(iv) a < g ise o < 37 saglanir;

(V) a < Bise v < ~# saglanir.

ispat.  Alistirma []
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Tanim Al1l.2.10'dan sonra uc¢ soru sormustuk. Artik bu sorulardan ikincisini

cevaplayabiliriz.
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A1.3.10 Lemma. X =c.

Ispat. card NN = R, ve card(0,1) = ¢ oldugu bilinmektedir. f(0.aias...a,...) =
(ay,a9,...,a,,...) ile verilen f:(0,1) — NN fonksiyonu bire-bir oldugundan ¢ < R,*
saglanir.

Cantor-Schroder-Bernstein Teoremi A1.2.1 yardimiyla, ispati tamamlamak Uzere
NN'den (0,1)’e giden bir bire-bir ¢ doniisimii bulmak yeterlidir.

Eger (aj,as,...,a,,...), NN 'nin bir elemani ise bu durumda her bir a; € N'dir ve
boylece herhangi bir M; € N icin a; = ... Gign—1) - .. a2 a;; V€ her n > M; icin a;, = 0
yazabiliriz. [Ornegin 187 =...00... 0187'dir ve bu yuzden eger a; = 187 ise n > M; = 3
icin a;; =7, ap =8, aiz=1 ve a;, = 0'dir.] Oyleyse g donusumunu

g((a1, ag,...,0n,... )) = 0.a11a12021 013022031 014023032041 Q1502403304251 Q16 - - - -

olarak tanimlayalim. (Bunu Lemma A1.1.13'nin ispati ile karsilastiriniz.)

g fonksiyonunun bire-bir oldugu aciktir ve bu ispati tamamlar. []
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Simdi ilk olarak Georg Cantor tarafindan ispatlanan guzel bir sonuc ifade edelim.

Al1.3.11 Teorem. 2N — ¢,

Ispat. ilk olarak Lemma A1.3.10'dan 2% < R,™ = ¢ olduguna dikkat edelim. O
halde ¢ < 2% oldugunu dogrulamak zorundayiz. Bunu yapmak icgin [0,1) kiimesinden
0,1} kiimesine bir f bire-bir déniisimiinii bulmak yeterlidir.

[0,1)"in her bir = elemani her bir z;, 0 ya da 1'e esit olmak Uzere x = 0.z125... 2, ...
seklinde bir ikilik gdsterime sahiptir. ikilik sayi sisteminde

1/4=0.0100...0---=0.0011...1...

6rneginde oldugu gibi 1'lerin dizisi ile biten gbsterimler haric ikilik gésterim tektir.
Tum bu gibi durumlarda 1'lerin dizisi yerine sifirlarin dizisi ile gbésterimi secmemiz
kaydiyla [0,1)'deki sayilarin temsili tektir. z € [0,1) elemanini n € N icin f(z)(n) = z,
ile verilen f(z): N — {0,1} fonksiyonuna dénistiren f:[0,1) — {0,1} fonksiyonunu
tanimlayalim. f'nin bire-bir oldugunu goéstermek icin [0,1) icinde x # y olacak sekilde
herhangi = ve y alahm. Bu durumda herhangi m € N icin =z, # v, olur. Bu
yuzden f(z)(m) = xy, # ym = f(y)(m)'dir. Bodylece f(z): N — {0,1} ve f(y): N — {0,1}
fonksiyonlari esit degildir. 2z ve y, [0,1)'in keyfi (farkh) elemanlari oldugundan
istenildigi gibi f bire-bir bir fonksiyondur. []
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Al1.3.12 Sonuc. Eder «, 2 < a < ¢ olacak sekilde bir kardinal sayi ise

oo = ¢'dir.

Ispat. ¢ =2% <M < ¢fo = (2%0)No = 9MoNo — 9% — ¢ saglandiina dikkat ediniz. L]
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transandantal, 132
sayllabilir kime, 127
sayllabilir sonsuz, 127
sayllamaz kime, 127
sayllabilir kapall topoloji, 40
savllabilirlik

ikinci aksiyom, 59
Sierpinski

uzay, 40
simetrik ikili baginti, 95
sonlu, 127
sonlu topolojik uzay, 42
sonlu tumleyenler topolojisi , 33
sonlu uzay, 42
sonlu-kapall topoloji, 33
sonsuz, 127

saylilabilir, 127
Sorgenfrey dogrusu, 82
sup, 83
supremum, 83
sinir

alt, 83

ust, 83
sinirli, 83

alttan, 83

ustten, 83
sifir-boyutlu, 121
sinir

en buyuk alt, 83
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en klcuk ust, 83
surekli, 109
surekli dénusum, 111
surjektif, 36

TeX, b
Toy-uzayl, 40
T,-uzayi, 39
To-uzayl, 92
Ts-uzayl, 93
taban, 53
tamamen badglantisiz, 120
Teorem
Brouwer Sabit Nokta, 119
Weierstrass Ara Deger, 118
ters
fonksiyon, 36
image, 37
topoloji, 19
R™ Uzerinde Oklid, 57
carpim, 59
arakesit, 40
alt uzay, 89
alisiimis, 91
ayrik, 20
ayrik olmayan, 21
baslangic bolut, 25
bitis bolut, 25
daha ince, 115
daha kaba, 115
indirgenmis, 89
relatif, 89
sayllabilir kapali, 40
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sonlu tumleyenler , 33 yerel
sonlu-kapali, 33 homeomorfizm, 107
Oklid, 45 yerel olarak
topolojik uzay, 19 homeomorfik, 107
sonlu, 42 yogun, 75
topolojik &zellik, 108 her yerde , 75
topolojilerin arakesiti, 40 yol, 117
transandantal sayi, 132 yol-baglantili, 117

yolsal baglantili, 117

uzay _
yigilma noktasi , 70
ayrik, 20
ayrik olmayan, 21 Z, 49, 91
ayrilabilir, 81 O-boyutlu, 121
baglantili, 84

Oklid topolojisi, 45

baglantisiz, 85 .
R" Uzerinde, 57

Hausdorff, 92

kapi, 41, 92 carpim topolojisi, 59
reguler, 93 celiski, 48
Sierpinski, 40 .
P orten, 36
sonlu, 42 N .
6zalt kime, 31
To, 40 s
0 ozellik
T
1, 39 sabit nokta, 119
T,, 92 .
2 topolojik, 108
T3, 93
tamamen baglantisiz, 120 ust sinir, 83
topolojik, 19
Varsayim

celiski yoluyla ispat, 48
Weierstrass Ara Deger Teoremi, 118

yansima, 95
yansima ikili bagintisi, 95
yari-acik, 107
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