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 0فصل ال

 

 مقدمة

 

دراسته لا تدخلك فقط الى مفاهيم ونظريات جديدة بل آذلك , التبولوجيا هو فرع مهم وممتع من فروع الرياضيات

يمكن ملاحظة اهمية التبولوجيا من , من ناحية اخرى. تضعك في سياق مفاهيم قديمة مثل الاقترانات المتصلة

هذا يجعل دراسة التبولوجيا ذات علاقة مع آل . فروع الرياضيات الاخرى خلال تأثيره الواضح في تقريبا جميع

, نظرية التصنيف, التحليل, الجبر) او اصبح ( الذين يطمحون ان يصبحوا رياضيون سواء أآان حبهم الأول 

المالية , ضيالاقتصاد الريا, البيولوجيا الرياضية, الرياضيات الصناعية, الهندسة, الديناميكا, الميكانيكا الكمية

بحوث , الرياضيات العددية, نظرية العدد, رياضيات الاتصالات, الفيزياء الرياضية, العرض الرياضي, الرياضية

الببليوغرافيا الرئيسية في نهاية هذا الكتاب تكفي لبيان ان التبولوجيا بالفعل وثيقة الصلة ( العمليات او الاحصاء 

الترابط والكثافة هي امور اساسية , المفاهيم التبولوجية مثل التراص). مع آل هذه المواضيع واآثر من ذلك 

 .لرياضيي اليوم آما آانت المجموعات والاقترانات امور اساسية لرياضيي القرن الماضي

التبولوجيا , )المجموعة  - وتعرف آذلك بتبولوجيا النقطة( التبولوجيا العامة  –التبولوجيا لها عدة فروع مختلفة 

آمل في . هي الباب لدراسة الاخرى, التبولوجيا العامة, الاولى –التبولوجيا التفاضلية والجبر التبولوجي , الجبرية

أي شخص يدرس أول عشرة فصول بشكل جيد ويحل . هذا الكتاب ان اقدم ارضية آاملة في التبولوجيا العامة

 .على الأقل نصف التمارين بالتأآيد سوف يحصل على هذه الأرضية

سوف يكون لديهم , راء الذين لم يدرسوا سابقا اي موضوع بدهي من مواضيع الرياضيات مثل الجبر المجردللقُ

وضعت تعليقات , غالبا في الفصول الاولى, لمساعدتك في تعلم آيفية آتابة البراهين. عقبة في تعلم آتابة البراهين

 .الفكرية التي تقود الى البرهانمن البرهان ولكن تلخص العمليات  جانبية والتي لا تعتبر جزءاً

 التعليقات الجانبية اشير اليها على الشكل التالي

 ". مرحلة التجربة" او "  الاآتشاف "التي قد تدعى , حتى أصل الى البرهان سرت خلال هذه العمليات الذهنية

لا شيء , لب الاحيانالقارىء سوف يتعلم انه في حين ان الاآتشاف او التجريب ضروري في اغ, على آل حال

 .يمكن ان يكون بديلا للبرهان الرئيسي

 انا لم . ن سوف تتقن هذا الموضوعفقط بحل عدد جيد من هذه التماري. في هذا الكتاب هناك العديد من التمارين
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هين حسب رأيي ان هناك عدد آافي من الأمثلة المحلولة والبرا. زود باجابات للتمارين وليس لدي النية لعمل ذلكأُ

في الحقيقة من المحتمل ان يكون من غير  –خلال النص نفسه لذلك ليس من الضروري ان ازود بأجوبة التمارين 

المفاهيم التي اعتقد انها اآثر اهمية , ضمن مفاهيم جديدة في التمارينفي اغلب الأحيان أُ. المرغوب به عمل ذلك

 .سوف تقدم بشكل مفصل مرة اخرى خلال النص

 *. بـالتمارين الصعبة اشير اليها 

ملاحظات , حلول التمارين, راء هذا الكتاب ربما يرغبون الاتصال مع بعضهم البعض بخصوص الصعوباتقُ

راء قُ" تسمى "  Face book" اسست مجموعة  لجعل ذلك سهلاً. على هذا الكتاب والقراءات الاخرى

     ى هذه المجموعة بارسال رسالة الى البريد الالكتروني أنت مرحب بك للانضمام ال". تبولوجيا بدون دموع 

 )S.morris@ballarat.edu.au  (تطلب فيها ذلك. 

هذا الكتاب . يجب ان اذآر ان التقدم الرياضي يفهم بشكل افضل عندما يدرس من خلال سياقه التاريخي أخيراً

مؤقتا أآتفي بملاحظات على شخصيات التبولوجيا في . سياق التاريخي حاليا بما فيه الكفايةيخفق في مخاطبة ال

 ضيات ماآتوتورهذه الملاحظات تم استخلاصها بشكل آبير من ارشيف تاريخ ريا – 2ملحق 

 )The MacTutor History of Mathematics Archive [206] ( 

 ـينصح القارىء بزيارة الموقع الالكتروني ل

The MacTutor History of Mathematics Archive [206] ) ( 

جيد  لكن الحصول على فهم. وقراءة المقالات الكاملة بالاضافة الى المقالات عن الشخصيات الرئيسية الاخرى

 .ما يحصل بالقرآة فقط من مرجع واحد للتأريخ نادراً

هذا الكتاب اآتشفت في النصف ضمن سياق التأريخ آل ما اريد قوله هنا ان معظم التبولوجيا الموصوفة في 

. ( بولندا, اوآان, ويمكن للشخص ان يقول ان مرآز الثقل لهذه الفترة من الأآتشاف هو. الأول من القرن العشرين

. سيكون من العدل القول ان الحرب العالمية الثانية غيرت مرآز الثقل بشكل تام). ت الحدود الى حد آبير تحرآ

 .حتى يفهم هذه الملاحظة 2القارىء يجب ان يراجع ملحق 

 شكر  0.1

جامعة , جامعة ولونجونج, جامعة نيوانجلند, هذا الكتاب استعملت في جامعة لاتروبلمن النسخ السابقة  أجزاء

اريد ان اشكر هؤلاء الطلاب . آلية مدينة نيويورك وجامعة بالارات خلال الثلاثين سنة الماضية, جنوب استراليا

لإشارتهم الى  Allison Platو  Deborah Kingالشكر الخاص الى . خطاءن نقدوا النسخ السابقة وميزوا الأالذي

, Carolyn McPhailالآخرين مثل  زملاءمن ال الشكر ايضا للعديد. خطاء وضعف التقديمالعدد الاآبر من الأ

Ralph Kopperman ,Karl Heinrich ,Rodney Nillsen ,Peter Pleasants ,Geoffrey Prince ,

Bevan Thompson  وEwan Barker ـالشكر ل. الذين قرأوا نسخ مختلفة وقدموا نصائح لتحسين هذه النسخ 
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Rod Niggsen الفوضى  الذي ملاحظاته على)chaos ( آانت مفيدة في التهيئة للجزىء المرتبط به من الفصل

الذي دفاتر ملاحظاته الممتازة في جامعة جنوب ويلز الجديدة ذات  Jack Gray ـالشكر الخاص آذلك ل. السادس

المكتوبة في السبعينيات آان لها الأثر على ملحقنا عن " نظرية المجموعات وحساب ما وراء المنتهي " العنوان 

 .نظرية المجموعات اللانهائية

أنا أشكر مصدرين رائعين . يةهناك ملاحظات تاريخ, 2ماآن مختلفة من هذا الكتاب وبشكل خاص ملحق في أ

 .The MacTutor History of Mathematics Archive [206]و  Bourbaki [30]هما 

 .مواقع ومهن –راء قُ  0.2

المتخصصون بالاقتصاد , علماء الحاسوب, الكيميائيون, الفلكيون, تواريونآهذا الكتاب استخدم من قبل الا

, المبرمجون, الميكانيكيون, الكهربائيون, المتخصصون بقواعد البيانات, الطيارون, الاقتصاديون, القياسي

ماء عل, علماء الرياضيات التطبيقية والبحتة, طلاب المالية, المهندسون, المتخصصون بالفضاء والاتصالات

علماء , مطوروا البرامج, علماء النفس, الفيزيائيون, الفلاسفة, تجار حقوق البيع والشراء, فسيولوجيا الاعصاب

, لالبرازي, بلجيكا, بلاروسيا, بوليفيا, بنغلادش, استراليا, الأرجنتين, والأحصائيون في الجزائر, البيانات الخاصة

, جمهورية التشيك, قبرص, آرواتيا, آوستاريكا, آولومبيا, الصين, تشيلي, آندا, الكاميرون, آمبوديا, بلغاريا

, ايسلندا, هنجاريا, غويانا, اليونان, غانا, المانيا, غزة, فرنسا, فنلندا, فيجي, اثييوبيا, استونيا, مصر, الدنمارك

, لكسمبورغ, لتوانيا, يتالكو, آوريا, آينيا, اليابان, جامايكا, ايطاليا, اسرائيل, العراق, ايران, اندونيسيا, الهند

, بيرو, باراغواي, باآستان, النرويج, نيجيريا, نيكاراغوا, نيوزيلاندا, المكسيك, موريشيوس, مالطا, ماليزيا

جنوب , سلوفينيا, سنغافورة, سيراليون, صربيا والجبل الأسود, روسيا, رومانيا, قطر, البرتغال, بولندا, الفلبين

, تونس, ترينداد وتوباغو, الفلبين, هولندا, تايلاند, تايوان, سويسرا, السويد, السودان ,سيريلانكا, اسبانيا, افريقيا

, اوزباآستان, اوروغواي, الولايات المتحدة الامريكية, الامارات العربية المتحدة, اآرانيا, المملكة المتحدة, ترآيا

 .فنزويلا وفيتنام

وهو موقع الكتروني  http://www.econphd.net/notes.htmالكتاب يرجع اليه بشكل خاص في الموقع 

" محاضرات لمستوى الماجستير في آل المجالات الرئيسية  "لـ صمم لجعل من السهولة الوصول الى مرجع 

 موقع على ال" اطلس التبولوجيا " وهذا مناسب لطلاب الاقتصاد وآذلك في مرجع التبولوجيا 

http://at.yorku.ca/topology/educ.htm. 

 

 

 

 



8 
 

 .راءتقديرات القُ  0.3

T. Lessley ,مكتوب بشكل جميل, عمل مبهج: "الولايات المتحدة الأمريكية" 

E. Ferrer ,ملاحظاتك رائعة: "استراليا" 

 E. Yuan ,اب رائع للمبتدئين في التبولوجياآت انه حقيقة: "المانيا" 

S. Kumar ,تبع بسهولة من قبل غير معجب جدا بالمعالجة السهلة للموضوع الذي يمكن ان يت: "الهند

 "الرياضيين

Pawin Siriprapanukul ,ووجدت آتابك حقيقة ) في الاقتصاد(جة الدآتوراة انا احضر نفسي لدر: "تايلند

 "بولوجياعد في الموضوع المعقد التمسا

Hannes Reijner ,فكرة ممتازة: "السويد" 

G. Gray ,نص رائع: "الولايات المتحدة الامريكية" 

Dipak Banik ,ملاحظة جميلة: "الهند" 

B. Pragoff Jr ,جيا للطالب الجامعي بشكل حسن جداتوضح التبولو: "الولايات المتحدة الامريكية" 

Tapas Kumar Bose ,ة من المعلوماتمجموعة ممتاز: "الهند" 

Eszter Csernai ,انا متاآد انك سمعت هذا عدت . انا طالب بكالوريوس ادرس الاقتصاد الرياضي: "هنجاريا

 "وف اعيد بان هذا الكتاب رائع جداًمرات سابقا ولكن س

Christopher Roe ,؟) تبولوجيا بدون دموع(ان اشكرك لكتابة آتابك الرائع  ممكن في البداية: "استراليا .

 " فاني وجدت قراءته تجربة رائعة جداً بالنسبة لكبالرغم من انه من المحتمل جدا ان يكون هذا الكتاب اساسي 

Jeanine Dorminey ,انا ادرس الآن تبولوجيا ولدي آمية غير عادية من : "الولايات المتحدة الامريكية

 " قرأت آتابك وساعدني جداً. الصعوبات مع هذا الموضوع

Tarek Fouda ,انا ادرس التفاضل المتقدم في معهد ستيفنس للتكنولوجيا للحصول : "الولايات المتحدة الامريكية

. انها المرة الاولى التي اتعرض فيها لموضوع التبولوجيا. على الماجستير في العلوم تخصص الهندسة المالية

ع بطريقة ممتعة وارغب دائما بأخذ هذا اشتريت العديد من الكتب ولكن وجدت آتابك الوحيد الذي يشرح الموضو

 "الكتاب معي لقراءته في القطار او المدرسة 

Professor Luis J. Alias ,انا حديثا اآتشفت آتابك الممتاز: "اسبانيا, يات في جامعة مورسياقسم الرياض 

قيقة سوف ابدأ هذا في الح( خلال هذا الفصل سوف ادرس مساقا في التبولوجيا العامة ). تبولوجيا بدون دموع(

الطبعة ( Munkresانا بدأت تدريس هذا المساق السنة الماضية واضطررت لاعتماد آتاب ). الفصل غدا صباحا 
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يقة انا قرأت آتابك وحق. 9وجزء من  5, 4وجزء من  3, 2الذي منه غطيت الفصول )  ,Topologyالثانية 

تي تقدم فيها المفاهيم الجديدة وآذلك المساعدات والملاحظات خاصة الطريقة ال جداً انا احببته آثيراً. استمتعت به

 ".المفتاحية التي تقدمها للطلاب 

Gabriele. E.M. Biella MD PhD ,معهد التصوير الحيوي الجزيئي وعلم وظائف , رئيس البحث

الوصف  انا عالم في فسيولوجيا الأعصاب واحاول ان انجز بعض: "ايطاليا, مجلس البحث القومي, الأعضاء

 "لذلك دخلت الى آتابك الرائع . الديناميكي العصبي للعمليات الحسية من خلال النظرية التبولوجية

Gabriele Luculli ,جدا انا طالب شاب لكني وجدت طريقة عرضك لموضوع التبولوجيا ممتعة : "ايطاليا

 "خاصة عرضك العديد من الأمثلة

K. Orr ,آتاب ممتاز": الولايات المتحدة الامريكية" 

Professor Ahmed Ould ,التبسيط والوضوح في المادة, لعرضدعني اهنئك ل: "آولومبيا" 

Paul Unstead ,لا انا أحببت مدوناتك لأنها تزود بالعديد من الأمثلة المتكاملة و: "الولايات المتحدة الامريكية

 "تفترض ان القارىء رياضي متخصص

Alberto Garca Raboso ,انا احببته آثيرا" :اسبانيا" 

Guiseppe Curci ,لطيف يسلط  آتاب: "بيسا, لقومي للفيزياء النظريةالمعهد ا, مدير بحث في الفيزياء النظرية

 "الضوء على التبولوجيا

M. Rinaldi ,هذا الى حد بعيد اوضح وافضل مقدمة للتبولوجيا شاهدتها لغاية : "لمتحدة الامريكيةالولايات ا

 "فاهيم تعمقت ورسخت وامثلتك عظيمةقرأت مدوناتك المعندما ... الآن 

Joaquin Poblete, انا انهيت لتوي قراءة آتابك وانا حقيقة : "جامعة تشيلي الكاثوليكية, صاداستاذ في الاقت

 "انه واضح جدا والامثلة التي اعطيتها فيها ايحاء واآتشاف . احببته

Alexander Liden ,احصل على نسخة مطبوعة  آتابك من الشاشة ولكني اود ان انا استمتع بقراءة: "السويد

 "من الكتاب

Francois Neville ,انا طالب بكالوريوس في مساق هندسة متخصص في جامعة : "الولايات المتحدة الامريكية

 "صى بحماس آتابك لوحدة التبولوجياواستاذنا او) الولايات المتحدة الامريكية(ن مي

Hsin-Han Shen ,انا طالب دآتوراة مالية في جامعة ولاية نيويورك في بافالو: "الولايات المتحدة الامريكية .

وجدت مواد التبولوجيا على موقعك الالكتروني مفصلة بشكل جيد وسهلة القراءة والتي ستكون مثالية آمساق 

 "اولي في موضوع التبولوجيا لطلاب الدآتوراة الذين لا يتخصصون بالرياضيات مثلي 

Degin Cai ,آتابك رائع: "الولايات المتحدة الامريكية" 
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Eric Yuan ,انا الآن طالب رياضيات في جامعة دارمستادت للتكنولوجيا ادرس التبولوجيا واستاذنا : "المانيا

K.H. Hofmann  جداً آبيرٍ الى حدٍ) تبولوجيا بدون دموع(اوصى بكتابك" 

Martin Vu ,لأنني أستعمل . اجستير في الرياضيات التطبيقية هنا في اآسفوردانا طالب م: "جامعة اآسفورد

 "عنوان الكتاب تبولوجيا بدون دموع له جاذبية طبيعية , حاليا المفاهيم المجردة في الرياضيات

Ahmet Erdem ,احبه آثيراً: "ترآيا" 

Wolfgang Moens ,سي أقرأ معظم الجزء وجدت نف. انا طالب بكالوريوس في الجامعة الكاثوليكية: "بلجيكا

قبل ان اآمل يجب ان امدحك لكتابتك الواضحة والترآيب . في بضعة ساعات) تبولوجيا بدون دموع ( الأول من 

 ! ) "هو بالتاآيد لم يمر بدون ملاحظة( الممتاز 

Duncan Chen, مراتتلقيت رسائيل الكترونية مثل هذه عدة يجب ان تكون قد : "الولايات المتحدة الامريكية ,

 ")تبولوجيا بدون دموع(ا زلت ارغب في شكرك على الكتاب ولكن م

Maghaisvarei Sellakumaran ,انا سوف اذهب الى الولايات المتحدة الامريكية لدراسة : "سنغافورة

 " وجدت آتابك في التبولوجيا جيد جداً. الدآتوراة في الاقتصاد

Tom Hunt ,هذه المدونات المتوفرة على الوب لك لعمل شكراً: "الولايات المتحدة الامريكية" 

Fausto Saporito ,اهدته لغاية الآن عن هذا أنا أقرأ آتابك الجميل جدا وهذا هو أفضل آتاب ش: "ايطاليا

تبولوجيا بدون (بدأ قراءة آتابك : دة الامريكيةالولايات المتح, Takayuki Osogamiعلى خط آخر " الموضوع

 "لتعلم التبولوجيا بالإضافة الى المفهوم الرياضي العام انها مادة جميلة جداًعلى الشاشة ووجد ) دموع

Roman Kn¨oll ,ساعدني  "تبولوجيا بدون دموع  ".  لك لأنك جعلتني اقرأ آتابك العظيم جزيلاً شكراً: "ألمانيا

غير المنظمة الذي فقد بشكل مؤقت بسبب المحاضرات , آثيرا واستعدت بطريقة ما اهتمامي في الرياضيات

 "والتعلم غير الضروري بالحفظ عن ظهر قلب 

Yuval Yatskan ,لى الكتاب وهو يبدو انه عمل رائعألقيت نظرة ع: "الولايات المتحدة الامريكية" 

N.S. Mavrogiannis ,انه عمل جيد جداً: "اليونان" 

Semih Tumen ,امورا رياضية لذلك وجدت ان انا اعرف ان برامج الدآتوراة في الاقتصاد تتطلب : "ترآيا

 "دا عند مراجعة المواضيع الضروريةآتابك مفيد ج

Pyung Ho Kim ,دآتوراة انا ادرس الجغرافيا الاقتصادية وجدت  انا الآن طالب: "الولايات المتحدة الامريكية

 "تعلم المفهوم الاساسي للتبولوجياآتابك ممتازا ل
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Javier Hernandez ,لكل اولئك امثالك الذين يبذلون جهودهم لمشارآة الآخرين بعلمهم  انا ممتن جدا: "ترنيا

واخذ المال لجعلنا بدون التفكير فقط بالمنفعة التي يمكن ان يحصلوا عليها بواسطة اخفاء الشمعة تحت المنضدة 

 "نكتشف الضوء

J. Chand ,آتابك مدهش . شكرا جزيلا لانتاج تبولوجيا بدون دموع: "استراليا" 

Richard VandeVelde ,معك بخصوص تنزيل من سنتين ماضيتين اتصلت : "الولايات المتحدة الامريكية

مادة مشترآة  في ذلك الوقت آنت ادرس. لاستخدامي الشخصي" تبولوجيا بدون دموع"نسخة من آتابك 

. ى النصال) على الانترنت ( اعطيت الطلاب الرقم السري للدخول . للبكالوريوس والماجستير في التبولوجيا

أحد الطلاب الجيدين في , بالرغم من انني لم اتبع المواضيع والتطورات بالضبط بنفس الترتيب الذي عملته انت

. أعتقد ان تلك آانت توصية جميلة!. الصف اقترح بأنه يجب علي ان اعتمد آتابك هو المرجع الوحيد لهذا المساق

لذلك ارغب بأن اآون . س المساق الى النوع نفسه من الطلابحسنا التاريخ يعيد نفسه وبعد سنتين ادرس ثانية نف

 "قادرا على تنزيل النسخة الكاملة من الكتاب 

Professor Sha Xin Wei ,آل التقديرات لكتابك : "آندا, جامعة آونكورديا, حاسوبالفنون الجميلة وعلم ال

للمثقفين ) الحية(ا الكتاب آمساق يقدم الرياضيات انا اود ان يتم اعتماد هذ. في التبولوجيا المكتوب بعناية وانسانية

 ."دائما شيء مفرح ان تجد عملا آعملك في متناول المثقفين بدون مساومة. والفنانين الطموحين

Associate Professor Dr Rehana Bari ,انا مدرس لمساق في التبولوجيا لطلبة الماجستير في : "بنغلادش

تبولوجيا بدون دموع " هل ممكن ان احصل على نسخة من آتابك الرائع . بنغلادش, جامعة دآا, قسم الرياضيات

 "لاستخدامي الشخصي ؟ " 

Rahul Nilakantan ,انا : "الولايات المتحدة الامريكية, جامعة جنوب آاليفورنيا, قسم الاقتصاد, طالب دآتوراة

أرغب في العمل في موضوع . نجلوسلوس ا, طالب دآتوراة في قسم الاقتصاد في جامعة جنوب آاليفورنيا

آتابك الممتاز وصف . هذا الموضوع يحتاج لفهم شامل للمفاهيم التبولوجية. الموازنة العامة في الاسواق النامية

بعد دراستي لجزء من هذا الكتاب من نسخة ). Mr. Ramu Gopalan(لي من قبل زميل لي من جامعة آنساس 

 "هو الذي اريد ان اقرأه لأتعلم التبولوجيا  غير مطبوعة استنتجت ان هذا الكتاب

Long Nguyen ,الوضوح في مثل هذا الموضوع الصعبلم ارى ابدا آتابا بهذا : "الولايات المتحدة الامريكية" 

Renato Orellana ,آنت . مررت بالفصول الاولى وامضيت وقتا رائعا. اهنئك على آتابك العظيم: "تشيلي

 "د المنال والآن اعلن نفسي بأنني متفائل في هذا المجال اعتقد ان التبولوجيا بعي

Sisay Regasa Senbeta ,انا طالب " :اثيوبيا, جامعة اديس ابابا, آلية الاعمال والاقتصاد, مساعد عميد

شرق , اثيوبيا, دآتوراة متوقع في الاقتصاد والآن محاضر في الاقتصاد في قسم الاقتصاد في جامعة اديس ابابا

 "هل ممكن ان ترسل لي نسخة مطبوعة من آتابك ؟ . افريقيا
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Nicanor M. Tuan , اريد ان ازجي امتناني ! تحياتي: "الفلبين, للعلوم والتكنولوجياآلية دافاو الشرقية الرسمية

انت في الواقع ساعدتني انا وطلابي في الحصول على , لفعلك غير الأناني بالمشارآة في مصادرك التعليمية

 "شكرا وقدرة اآبر . ولوجيالنضج التب

Ernita R. Calayag ,انا الآنسة : "الفلبينErnita R. Calayag ,طالبة في جامعة دي لاسال مقبولة , فلبينية

لا استطيع , وآطالبة رياضيات" تبولوجيا بدون دموع " سمعت اشياء جيدة عن آتابك . للدآتوراة في الرياضيات

أتمنى بموافقتك ان ابدأ في فهم التبولوجيا اآثر آموضوع . بمنافعهاان اضيع فرصة امتلاك نسخة والتمتع 

 "تأسيسي في الرياضيات 

Nikola Matejic ,التي تقدر , هذا هدية ثمينة منك. مناسب لجمهور عريض, حقيقة آتابك فريد وثمين: "صربيا

يا يمكن ان يستفيد بشكل عظيم أعتفد ان معظم من يريد ان يحصل على المعرفة المناسبة في التبولوج. حول العالم

 "من آتابك 

Iraj Davoodabadi ,لكني احب . انا مهندس ميكانيكي) جوك اعذرني لرسالتي غير المناسبةار: "(ايران

على ( بعض المواضيع آانت صعبة علي . علمت نفسي بدون معلم). احب اآثر شيء التحليل ( الرياضيات جدا 

انا الآن ادرس . حد الآنللأن خبرتي في الرياضيات البحتة ليست عالية ) المجرد سبيل المثال التبولوجيا والتحليل 

هذا الكتاب مختلف جدا عن الكتب الاخرى في هذا الموضوع وعلمني عدة اشياء ). تبولوجيا بدون دموع ( آتابك 

 " ]شكرا لك  [آانت مجهولة اي لحد الآن 

M.A.R. Khan ,العالم الثالثرا لك لتذآرك طلاب شك: "آراتشي" 
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 الفصل الأول

 

 )  Topological spaces( الفضاءات التبولوجية 

 

 

 مقدمة

لعبها يجب في البداية ان تتعلم البيسبول والهوآي يمكن ان تكون العاب ممتعة ولكن حتى ت, آرة القدم, التنس

 .التبولوجيالذلك نحن نبدأ مع قواعد . الرياضيات ليست مختلفة. قواعد اللعبة) بعض(

, الفضاءات التبولوجية المنتهية: هذا الفصل سيبدأ بتعريف التبولوجيا وبعد ذلك سيعرض بعض الامثلة البسيطة

 .مغلق –الفضاءات غير المتقطعة والفضاءات ذات التبولوجيا منتهي , الفضاءات المتقطعة

نبدأ بمجموعة من البديهيات . ع بديهيهو موضو, آباقي فروع الرياضيات البحتة مثل نظرية الزمر, التبولوجيا

 .  انه من المهم جدا ان تطور مهارتك بكتابة البراهين. ونستخدم هذه البديهيات لاثبات تمهيديات ونظريات

في حالتنا هذه هي . يجب ان نبدأ بالاساسات. ؟ افرض ان مهمتنا هي بناء عمارةلماذا البراهين مهمة جداً

آل نظرية او تمهيدية تمثل مستوى جديد من المعرفة . شيء آخر سيبنى عليها آل –البديهيات او التعريفات 

. نحن نربط المستوى الجديد مع المستوى السابق باستخدام البرهان. ويجب ان تربط باحكام مع المستوى السابق

ربطها مع لذلك النظريات والتمهيديات هي المعرفة الجديدة التي نحصل عليها في حين ان البراهين ضرورية ل

 .بدون البراهين الترآيب سوف ينهار. المستوى الادنى من المعرفة

 لذلك ما هو البرهان الرياضي؟

حجة لا لبس فيها تبدأ بمعلومات معطاة وتستمر بحجج منطقية وتنتهي بالشيء الذي يراد  هو البرهان الرياضي

 .اثباته

اذا آانت المعلومات المعطاة . آتابة الشيء المراد اثباته يجب ان تبدأ البرهان بكتابة المعلومات المعطاة وبعد ذلك

 .او المراد اثباته تحتوي على مفاهيم علمية يجب ان تكتب تعريفات لهذه المفاهيم
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ما تم آتابته سابقا ) 1(ان تكون نتيجة لـ  آل جملة من هذه الجمل يجب. ل تامةآل برهان يجب ان يتكون من جم

 .ساعدة تم اثباتها سابقاتمهيدية او م, نظرية) 2(او 

. هي لعبة للمشارآين. لكن لاحظ ان الرياضيات ليست رياضة للمشاهد, في هذا الكتاب سوف تشاهد عدة براهين

 .الوحيدة لتعلم آتابة البراهين هي ان تحاول آتابتها بنفسك الطريقة

 

     Topologyالتبولوجيا  1.1

 تبولوجياتسمى  Xالجزئية من من المجموعات  τ العائلة. أي مجموعة غير خالية Xلتكن  .تعريف 1.1.1

)Topology  ( علىX اذا حققت الشروط التالية 

I (X  والمجموعة الخاليةØ لـ انتننتمي τ 

II ( اتحاد اي عدد)من عناصر ) منتهي او غير منتهيτ  ينتمي لـτ ,و 

III ( تقاطع اي عنصرين فيτ  ينتمي لـτ. 

 )Topological space( تبولوجياً فضاءًيسمى ) X, τ(الزوج 

 

 ولتكن X = {a, b, c, d, e, f}لتكن  .مثال 1.1.2

τ1= {X, Ø, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e, f}} 

 .1.1.1في تعريف ) III(و ) I( ,)II(لأنها تحقق الشروط  Xهي تبولوجيا على  τ1نلاحظ ان 

 

 ولتكن X = {a, b, c, d, e}لتكن  .مثال 1.1.3

τ2 = {X, Ø, {a}, {c, d}, {a, c, e}, {b, c, d}} 

 بسبب ان الاتحاد Xهي ليست تبولوجيا على  τ 2نلاحظ ان 

{c, d} ∪ {a, c, e} = {a, c, d, e} 

 .1.1.1من تعريف ) II(لا يحقق الشرط  τ2أي ان  τ2لا ينتمي لـ  τ2لعنصرين من 
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 ولتكن X = {a, b, c, d, e, f}لتكن  .مثال 1.1.4

τ3 = {X, Ø, {a}, {f}, {a, f}, {a, c, f}, {b, c, d, e, f}} 

 لأن التفاطع Xهي ليست تبولوجيا على  τ3نلاحظ ان 

{a, c, f} ∩ {b, c, d, e, f} = {c, f} 

 .1.1.1من تعريف ) III(تحقق الشرط  لا τ3أي ان , τ3لا ينتمي لـ  τ3لعنصرين من 

 

مكونة  τ4ولتكن ) أي مجموعة الاعداد الصحيحة الموجبة ( هي مجموعة الأعداد الطبيعية  Գلتكن  .مثال 1.1.5

 لان الاتحاد Գهي ليست تبولوجيا على  τ4نلاحظ ان . Գوجميع المجموعات الجزئية المنتهية من  Գ ,Øمن 

 المنتهي غير

{2} ∪ {3} ∪ · · · ∪ {n} ∪ · · · = {2, 3, . . . , n, . . . } 

 .1.1.1من تعريف ) II(لا تحقق الشرط  τ 4اي ان , τ4لا ينتمي لـ  τ4لعناصر من 

 

تسمى  X .τعائلة آل المجموعات الجزئية من  τلية ولتكن اأي مجموعة غير خ Xلتكن  .تعريف 1.1.6

الفضاء يسمى )  X, τ(الفضاء التبولوجي . Xعلى المجموعة ) discrete topology( التبولوجيا المتقطعة

 ).discrete space(المتقطع 

 .لذلك هي تبولوجيا 1.1.1تحقق الشروط في تعريف  1.1.6في تعريف  τنلاحظ ان 

لذلك هناك عدد غير منتهي . يمكن ان تكون اي مجموعة غير منتهية 1.1.6في تعريف  Xلاحظ ان المجموعة 

 .Xواحد لكل مجموعة  –من الفضاءات المتقطعة 

 

 التبولوجيا غير المتقطعةتسمى  τ= {X, Ø} .τأي مجموعة غير خالية ولتكن  Xلتكن  .تعريف 1.1.7

)indiscrete topology ( و)X, τ  ( الفضاء غير المتقطعيسمى )indiscrete space.( 

 

 .هي تبولوجيا τولذلك  1.1.1تحقق شروط التعريف  τمرة اخرى يجب ان تتحقق من ان 
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عدد لذلك يوجد . يمكن ان تكون اي مجموعة غير منتهية 1.1.7في تعريف  Xونلاحظ مرة اخرى ان المجموعة 

 .Xواحد لكل مجموعة  –غير منتهي من الفضاءات غير المتقطعة 

 

خبرتنا الاولى مع البراهين في مثال . في مقدمة هذا الفصل وضحنا اهمية البراهين والاشياء المرتبطة بكتابتهم

 .تدرس هذه البراهين بتمعنيجب ان . 1.1.9وتمهيدية  1.1.8
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 τأثبت ان  τ∋{c}و , τ ,{b}∈τ∋{a}وأن  Xهي تبولوجيا على  τو  X = {a, b, c}اذا آانت  .مثال 1.1.8

 .هي التبولوجيا المتقطعة

 .البرهان

 .τ∋{c}و , τ ,{b}∈τ∋{a}هي تبولوجيا و  τالمعطيات المتوفرة لدينا ان 

تحتوي  τان )  1.1.6باستخدام تعريف ( اي انه يجب ان نثبت , هي التبولوجيا المتقطعة τالمطلوب منا اثبات ان 

تعريف في ) III(و ) I( ,)II(هي تبولوجيا ولذلك تحقق الشروط  τتذآر ان .  Xآل المجموعات الجزئية من 

1.1.1. 

 .Xية من لذلك يجب ان نبدأ برهاننا بكتابة جميع المجموعات الجزئ

 ,S1 = Ø ,S2 = {a}: مجموعات جزئية مختلفة وهي 32عناصر ولذلك تملك  3تملك  Xالمجموعة 

 S3 = {b} ,S4 = {c} ,S5 = {a, b} ,S6 = {a, c} ,S7 = {b, c} , وS8 = {a, b, c} = X. 

) I( 1.1.1تعريف , هي تبولوجيا τلأن  . τيجب ان نثبت ان آل مجموعة من هذه المجموعات الجزئية هي في 

 .S8∈τو  S1∈τاي ان , τتنتمي لـ  Xو  Øيعطي ان 

 .S4∈τو  S2∈τ ,S3∈τاي ان , τ∋{c}و , τ ,{b}∈τ∋{a}معطى لدينا ان 

ونحن نعلم ان . S5 = {a, b} = {a}∪ {b}ولكن . S7∈τو  S5∈τ ,S6∈τلاتمام البرهان يجب ان نبين ان 

{a}  و{b}  هي فيτ , 1.1.1تعريف )II ( يعطي ان اتحادهم آذلك فيτ , اي انS5 = {a, b}∈τ. 

 �     .                   S7 = {b, c} = {b} ∪ {c}∈τو  S6 = {a, c} = {a} ∪ {c}∈τبنفس الاسلوب 

. يجب ان تكون مشارك فعال. في الملاحظات التمهيدية لهذا الفصل لاحظنا ان الرياضيات ليست رياضة المتفرج

يجب عليك ان تتفكر في المادة التي . ولكن اآثر من ذلك يعتمد عليك. مشارآتك تشمل حل بعض التمارينبالتأآيد 

 .اعدت لك

اثبتنا , على سبيل المثال. ذات علاقة بالموضوعواحدة من واجباتك ان تنظر الى النتائج التي نثبتها وتسأل اسئلة 

. هي التبولوجيا المتقطعة τفان , X = {a, b, c}و  τفي  {c}و  {b}, {a}انه اذا آانت المجموعات الاحادية 

هو اي فضاء تبولوجي بحيث ان )  X, τ(اي اذا آان , هي مجموعة بالصورة العامة Xيجب ان تسأل اذا آانت 

τ هل , تحتوي آل المجموعات الاحاديةτ وهذا سيثبت في , بالضرورة هي التبولوجيا المتقطعة؟ الجواب هو نعم

 .1.1.9تمهيدية 
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 τفان  τتنتمي لـ  {x}المجموعة الاحادية  x∈ Xلكل , بحيث ان تبولوجياً فضاءً)  X, τ(اذا آان  .تمهيدية 1.1.9

 .هي التبولوجيا المتقطعة

 

 .  البرهان

نحن لا , على آل حال. لذلك يجب ان تتوقع ان البرهان سيكون مشابها. 1.1.8هذه النتيجة هي تعميم لمثال 

يمكن ان تكون مجموعة  Xبسبب ان  1.1.8آما فعلنا في مثال  Xنستطيع ان نكتب آل المجموعات الجزئية من 

 .τتنتمي لـ  Xعلى الرغم من ذلك يجب ان نثبت ان آل مجموعة جزئية من . غير منتهية

مكونة  Xعلى سبيل المثال ان تأخذ , ان تجرب ان تثبت النتيجة لبعض الحالات الخاصةفي هذه المرحلة يمكن 

تذآر ملاحظاتنا الافتتاحية في هذا الفصل حيث وصفنا . ولكن هذا الطريق سيفشل. عنصر 100او   5 ,4من 

لا يمكن ان نبدأ حجة لا لبس فيها باعتماد بعض الحالات الخاصة او . البرهان الرياضي بانه حجة لا لبس فيها

لذلك يجب ان نعتمد . الحجة التي لا لبس فيها يجب ان تغطي آل الحالات. حتى عدد آبير من الحالات الخاصة

تنتمي  Xبطريقة ما يجب ان نثبت ان آل مجموعة جزئية من . Xالحالة العامة لاي مجموعة عشوائية غير خالية 

 .τلـ 

هي اتحاد  Xنرى ان المفتاح هو ان آل مجموعة جزئية من  1.1.8بالنظر مرة اخرى الى برهان مثال 

وهذا صحيح . τمجموعات الاحادية الجزئية موجودة في لم ان آل الونحن نع Xاحادية جزئية من  مجموعات

 .آذلك في الحالة العامة

هي اي مجموعة  Sلتكن . سنبدأ البرهان بتسجيل حقيقة ان آل مجموعة هي اتحاد مجموعاتها الاحادية الجزئية

 اذا. Xجزئية من 

                    S = ڂ ሼݔሽ௫אௌ 

هي  Sولأن . S∈τوالمعادلة السابقة يعطيان ان  )II( 1.1.1تعريف , τهو في   {x}بما انه معطى لدينا ان آل

 �.                                                  هي التبولوجيا المتقطعة τفان , Xمجموعة جزئية عشوائية من 

هي اتحاد مجموعاتها الاحادية الجزئية هي نتيجة سنستخدمها من وقت لآخر خلال هذا  Sآون آل مجموعة 

 S = Øلاحظ ان هذه النتيجة صحيحة حتى عندما. الكتاب باشكال مختلفة حسب السياق في حينها سنشكل ما   

 .آنتيجة Øونحصل على ) empty union( الاتحاد الخالييسمى 

 

 



19 
 

 1.1تمارين 

 ام لا Xآل من العائلات التالية تمثل تبولوجيا على  تحدد فيما انا آان. X = {a, b, c, d, e, f} لتكن -1

τ1={X, Ø, {a}, {a, f}, {b, f}, {a, b, f}}; 

τ2= {X, Ø, {a, b, f}, {a, b, d}, {a, b, d, f}}; 

τ3= {X, Ø, {f}, {e, f}, {a, f}}. 

؟ Xالتالية تمثل تبولوجيا على  Xاي من عائلات المجموعات الجزئية من . X = {a, b, c, d, e, f}لتكن  -2

 .)فسر اجابتك(

τ1 = {X, Ø, {c}, {b, d, e}, {b, c, d, e}, {b}}; 

τ2 = {X, Ø, {a}, {b, d, e}, {a, b, d}, {a, b, d, e}}; 

τ3 = {X, Ø, {b}, {a, b, c}, {d, e, f}, {b, d, e, f}}. 

 اي من العبارات التالية صحيحة؟, Xهي التبولوجيا المتقطعة على  τو  X = {a, b, c, d, e, f}اذا آانت  -3

 ,Ø∈τ) د,          τ∋{Ø}) ج,          τ∋{X}) ب,          X∈τ ) أ

 ,a∈τ) ح,          τ∋{a}) ز          ,X ∋{Ø}) و,          Ø∈ X) ه

 ,a∈ X) ل,       X ⊇{Ø}) ك,          X ∋{a}) ي,         Ø⊆ X) ط

 .a ⊆ τ) ع,       τ ⊇ {X}) س,          τ ⊇ {a}) ن,          X ⊆ τ) م

 .]. فقط ستة من العبارات السابقة صحيحة. مساعدة[ 

 .τهو عنصر في  τتقاطع اي عدد منتهي من عناصر اثبت ان . اي فضاء تبولوجي) X, τ(ليكن  -4

التالية تمثل تبولوجيا  Թاثبت ان آل من عائلات المجموعات الجزئية من . مجموعة الاعداد الحقيقية Թلتكن  -5

 Թعلى 

)I( τ1  مكونة منԹ ,Ø  وآل الفترات)‐n, n ( حيثn عدد صحيح موجب, 

)II( τ2  مكونة منԹ ,Ø  وآل الفترات[‐n, n]  حيثn عدد صحيح موجب, 

)III( τ3  من مكونةԹ ,Ø  وآل الفترات)[n, ∞  حيثn عدد صحيح موجب. 
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التالية  Գاثبت ان آل من عائلات المجموعات الجزئية من . مجموعة آل الاعداد الصحيحة الموجبة Գلتكن  -6

 Գتمثل تبولوجيا على 

)I( τ1 مكونة من Գ ,Ø  وآل المجموعات{2 ,1, . . . , n}  حيثn  عدد صحيح موجب) هذا يسمى

 ).initial segment topology  تبولوجيا القطعة الابتدائية

)II( τ2 مكونة من Գ ,Ø  وآل المجموعات{n, n + 1, . . . } , حيثn  عدد صحيح موجب) هذا

 ).final segment topology  تبولوجيا القطعة النهائيةيسمى 

 اآتب آل انواع التبولوجيا الممكن تكوينها على المجموعات التالية -7

 ,X = {a, b} ) أ

 .Y = {a, b, c} ) ب

تنتمي لـ  Xاذا آانت آل مجموعة جزئية غير منتهية من . Xتبولوجيا على  τمجموعة غير منتهية و  Xلتكن  -8

τ , اثبت انτ هي التبولوجيا المتقطعة. 

التالية تمثل  Թفقط ثلاثة من عائلات المجموعات الجزئية من . هي مجموعة الاعداد الحقيقية Թلتكن  -*9

 وفسر اجابتكحدد هذه العائلات . Թتبولوجيا على 

 a < bاي اعداد حقيقية و  bو  aحيث ) a, b(وآل الفترات  Թ ,Øمكونة من  τ1 ) أ

 اي عدد حقيقي موجب rحيث ) r, r‐(وآل الفترات  Թ ,Øمكونة من  τ2 ) ب

 موجب نسبياي عدد  rحيث ) r, r‐(وآل الفترات  Թ ,Øمكونة من  τ3 ) ج

 اي عدد نسبي موجب rحيث  r, r‐]  [وآل الفترات Թ ,Øمكونة من  τ4) د

 موجب نسبي غير اي عدد rحيث ) r, r‐(وآل الفترات  Թ ,Øمكونة من  τ5) ه

 نسبي موجب غير اي عدد rحيث  r, r‐]  [وآل الفترات Թ ,Øمكونة من  τ6) و

 موجب حقيقياي عدد  rحيث  r, r‐](وآل الفترات Թ ,Øمكونة من  τ7) ز

 موجب عدد حقيقياي  rحيث  r, r‐)  [وآل الفترات Թ ,Øمكونة من  τ8) ح

 موجب حقيقياي عدد  rحيث ) r, r‐(وآل الفترات  r, r‐]  [وآل الفترات Թ ,Øمكونة من  τ9) ط

 r اي عدد صحيح موجب و n حيث) r, r‐(وآل الفترات  n, n‐]  [وآل الفترات Թ ,Øمكونة من  τ10) ي

 .موجب حقيقياي عدد 
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 open(المجموعات المفتوحة  1.2 sets( , المجموعات المغلقة

)closed sets ( و المجموعات المغلقة المفتوحة)clopen sets( 

. نجد انه اآثر ملاءمة اعطاء مثل هذه المجموعات اسماً" τعناصر في "بدلا من الاستمرار بالاشارة الى 

سوف نسميهم . آذلك سوف نسمي متممات المجموعات المفتوحة". مجموعات مفتوحة"سوف نسميهم 

" فترات مغلقة"و " فترات مفتوحة"هذه التسمية ليست خيالية ولكنها مشتقة من ما يسمى ". عات مغلقةمجمو"

 .نحن نملك الكثير لنقوله عنها في الفصل الثاني. على خط الاعداد الحقيقية

 

 ).open sets(  مجموعات مفتوحةتسمى  τعناصر  فان, اي فضاء تبولوجي) X, τ(اذا آان  .تعريف 1.2.1

 

 فان, اي فضاء تبولوجي) X, τ(اذا آان  .تمهيدية 1.2.2

)I (X  وØ هي مجموعات مفتوحة 

)II ( اتحاد اي عدد)من المجموعات المفتوحة هو مجموعة مفتوحة) منتهي او غير منتهي 

      )III (تقاطع اي عدد منتهي من المجموعات المفتوحة هو مجموعة مفتوحة. 

تنتج من تعريف ) III(الحالة ). II(و ) I( 1.2.1هي نتائج مباشرة من تعريف ) II(و ) I(واضح ان  .البرهان

 . 4# 1.1و تمارين  1.2.1

في حين ان اي اتحاد منتهي او غير منتهي : سؤال سوف يظهر بعقلك, 1.2.2عند قراءة تمهيدية 

عات المفتوحة هو للمجموعات المفتوحة هو مجموعة مفتوحة ولكن آتبنا ان فقط التقاطع المنتهي للمجمو

المثال التالي يبين . هل التقاطع غير المنتهي للمجموعات المفتوحة هو مجموعه مفتوحة ؟. مجموعة مفتوحة

 ".لا " ان الاجابة هي 

 

وآل المجموعات  Øمكونة من  τهي مجموعة آل الاعداد الصحيحة الموجبة ولتكن  Գلتكن  .مثال 1.2.3

تحقق  τمن السهل اثبات ان . هي مجموعة منتهية, Գ ,Գ \ Sفي  Sحيث ان متممة ب Գمن  Sالجزئية 

انها . في الجزء التالي سوف نناقش هذه التبولوجيا بشكل اوسع. ( Գولذلك هي تبولوجيا على  1.1.1تعريف 

 عرف المجموعة , nلكل عدد طبيعي ). finite – closed topology(مغلق  –تسمى التبولوجيا منتهي 

Sn آما يلي 
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Sn = {1}∪ {n + 1} ∪ {n + 2} ∪ {n + 3}∪ · · · = {1}∪ ڂ ሼ݉ሽஶ
ୀାଵ 

 من ناحية اخرى. لان متممتها هي مجموعة منتهية, τهي مجموعة مفتوحة في التبولوجيا  Snواضح ان آل 

ځ Snஶ
ୀଵ  = {1}                                             (1) 

ليس  Snتبين ان تقاطع المجموعات المفتوحة ) 1(وليست مجموعة منتهية لذلك  Գليست  {1}بما ان متممة 

 �.                                                                                              مجموعة مفتوحة

انها باستخدام التجربة ! ؟ الاجابة غير ساحرة  1.2.3آيف تم ايجاد المثال المعروض في مثال : ربما تسأل

 .والخطأ

سوف نجد ان آل تقاطع للمجموعات المفتوحة هو , التبولوجيا المتقطعة, على سبيل المثال, جربنااذا 

ريد ان تفعله هو لذلك الشيء الذي ت. نفس الشيء هو صحيح في التبولوجيا غير المتقطعة. مجموعة مفتوحة

 .عمل تخمين بارع

يجب ان تجد , آر انه لاثبات ان تقاطع المجموعات المفتوحة ليس بالضرورة ان يكون مجموعة مفتوحةتذ

 .فقط مثالا معاآسا

 

 closed( مجموعة مغلقةتسمى  Xمن  Sالمجموعة الجزئية . تبولوجياً فضاءً) X, τ(ليكن  .تعريف 1.2.4

set  ( في)X, τ ( اذا آانت متممتها فيX , ايX \ S , مفتوحة في هي)X, τ.( 

 

 المجموعات المغلقة هي, 1.1.2مثال في 

 {b, c, d, e, f}, {a, b, e, f}, {b, e, f}, Ø,X و  {a} 

من ناحية اخرى في . هي مجموعة مغلقة Xفان آل مجموعة من , هو الفضاء المتقطع) X, τ(اذا آان 

 . Xو  Øالمجموعات المغلقة الوحيدة هي , )X, τ(, الفضاء غير المتقطع
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 اي فضاء تبولوجي فان) X, τ( اذا آان  .تمهيدية 1.2.5

)I( Ø  وX مجموعات مغلقة 

)II ( تقاطع اي عدد)هو مجموعة مغلقة من المجموعات المغلقة) منتهي او غير منتهي 

)III (اتحاد اي عدد منتهي من المجموعات المغلقة هو مجموعة مغلقة 

 

 .Xهي  Øومتممة  Øهي  Xلان متممة  1.2.4وتعريف ) I( 1.2.2تنتج مباشرة من تمهيدية ) I( .البرهان

 S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Snنريد اثبات ان . مجموعات مغلقة S1, S2, . . . , Snلتكن , صحيحة) III(لاثبات ان 

هي مجموعة  \ X  (S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sn)يكفي ان نثبت ان  1.2.4باستخدام تعريف . مجموعة مغلقة

 .مفتوحة

. هي مجموعات مفتوحة X \ S1, X \ S2, . . . , X \ Snمجموعات مغاقة فان متمماتها  S1, S2, . . . , Snلان 

 ولكن

X \ (S1 ∪ S2 ∪ · · ·∪ Sn) =(X \ S1) ∩ (X \ S2) ∩ · · · ∩ (X \ Sn)                      (1) 

ولذلك جهة . من المجموعات المفتوحة فانها مجموعة مفتوحةهي تقاطع عدد منتهي ) 1(لان جهة اليمين في 

هي مجموعة مغلقة آما هو  S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Snوهذا يعني ان . هي مجموعة مفتوحة) 1(اليسار في 

 .هي صحيحة) III(ولذلك . مطلوب

 �           ].1.3.9يجب ان تقرأ التحذير في برهان مثال , من ناحية اخرى [). III(مشابه لبرهان ) II(برهان 
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على الرغم من . آثيرا ما تقود القادمين الجدد لعالم التبولوجيا الى الخطأ" مغلق"و " مفتوح" التسميات .تحذير

بعض المجموعات ليست مجموعات , اآثر من ذلك! بعض المجموعات المفتوحة هي مجموعات مغلقة, التسميات

 نشاهد ان 1.1.2اذا تأملنا مثال , في الواقع! مفتوحة وليست مجموعات مغلقة

 هي مجموعة مفتوحة ومغلقة {a}المجموعة  ) أ

 ليست مفتوحة وليست مغلقة {b, c}المجموعة  ) ب

 هي مفتوحة وليست مغلقة {c, d}المجموعة ) ج

 هي مغلقة وليست مفتوحة  {a, b, e, f}المجموعة ) د

 ,X(في حين ان في الفضاء غير المتقطع , في الفضاء المتقطع آل مجموعة هي مفتوحة ومغلقة τ ( آل

 .هي ليست مفتوحة وليست مغلقة Øو  Xعدا  Xمجموعات الجزئية من ال

 لتذآيرك بأن المجموعات يمكن ان تكون مفتوحة ومغلقة بنفس الوقت نقدم التعريف التالي

 

اذا آانت ) clopen( مغلقة مفتوحةتسمى ) X, τ(من الفضاء التبولوجي  Sالمجموعة الجزئية  .تعريف 1.2.6

 ).X, τ(مفتوحة ومغلقة في 

  

 هي مغلقة مفتوحة Øو  Xالمجموعات , )X, τ(في آل فضاء تبولوجي 

 هي مغلقة مفتوحة Xفي الفضاء المتقطع آل المجموعات الجزئية من  

 هي فقط المجموعات المغلقة المفتوحة Øو  Xفي الفضاء غير المتقطع  

 

 1.2تمارين 

مغلقة ) I(فيما اذا آانت , مقابل آل مجموعة, اآتب. 1.1.2في مثال  Xمجموعة جزئية من  64اآتب آل الـ  -1

 .مغلقة وليست مفتوحة) IV(, مفتوحة وليست مغلقة) III(, ليست مفتوحة وليست مغلقة) II(, مفتوحة

 .اثبت انه فضاء متقطع. فضاء تبولوجيا يملك خاصية ان آل مجموعة جزئية هي مغلقة) X,τ(ليكن  -2
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. فان آل مجموعة مفتوحة هي مغلقة مفتوحة, هو فضاء متقطع او فضاء غير متقطع) X,τ(لاحظ انه اذا آان  -3

بحيث تكون ليست التبولوجيا المتقطعة وليست التبولوجيا  X = {a, b, c, d}على المجموعة  τاوجد تبولوجيا 

 .غير المتقطعة ولكنها تملك خاصية ان آل مجموعة مفتوحة هي مجموعة مغلقة مفتوحة

بحيث ان آل مجموعة جزئية غير منتهية من  Xهي تبولوجيا على  τاذا آانت . مجموعة غير منتهية Xلتكن  -4

X اثبت ان , هي مغلقةτ هي التبولوجيا المتقطعة. 

 Xتملك خاصية ان المجموعة الجزئية غير المنتهية من  Xتبولوجيا على  τمجموعة غير منتهية و  Xلتكن  -5

 .بالضرورة هو فضاء غير متقطع) X, τ(هل . سهانف Xالتي تكون مفتوحة هي فقط 

6- )I ( لتكنτ  تبولوجيا على مجموعةX . بحيث انτ اي ان, تتكون فقط من اربع مجموعات 

 {X, Ø, A, B} τ= , بحيث انA  وB  مجموعات جزئية منX  غير خالية مختلفة ولا تساويX . اثبت انA 

 :يجب ان تحقق فقط حالة واحدة من الحالات التالية Bو 

 B⊂ A) ج            A⊂ B) ب            B = X \ A ) أ

يجب ان تحقق على الاقل واحد من الشروط وبعد ذلك بين انهم لا  Bو  Aفي البداية بين ان . مساعدة [

  ]يحققون اآثر من شرط واحد من الشروط 

)II ( باستخدام)I (لوجيا على المجموعة اآتب آل التبوX = {1, 2, 3, 4}  التي تتكون من اربع مجموعات

 .فقط
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 The Finite-Closed Topologyمغلق     –التبولوجيا منتهي  1.3

, على الرغم من ذلك. بتحديد اي المجموعات هي المفتوحة Xمن المعتاد عليه ان تعرف تبولوجيا على مجموعة 

التعريف التالي يزودنا بمثال على . بعض الاحيان من الافضل ان نصف التبولوجيا بتحديد المجموعات المغلقة

 .ذلك

 

 the(    مغلق –التبولوجيا منتهي تسمى  Xعلى  τالتبولوجيا . اي مجموعة غير خالية Xلتكن  .تعريف 1.3.1

finite-closed topology(  تبولوجيا المتممات المنتهيةاو )the  cofinite  topology ( اذا آانت

المجموعات , اي ان, Xوآل المجموعات الجزئية المنتهية من  Xهي  Xالمجموعات الجزئية المغلقة في 

 .التي متمماتها منتهية Xوآل المجموعات الجزئية من  Øالمفتوحة هي 

 

اي انها تحقق شروط , هي في الواقع تبولوجيا 1.3.1في تعريف  τمرة اخرى انه من الضروري ان تختبر ان 

 .1.1.1تعريف 

هي مغلقة هي  Xوآل مجموعة جزئية منتهية من  Xلا يقول ان آل تبولوجيا تملك ان  1.3.1لاحظ ان تعريف 

في التبولوجيا المتقطعة , بالتاآيد [. هي المغلقةيجب ان تكون فقط  هذه المجموعات. مغلق –التبولوجيا منتهي 

هي في الواقع مجموعات مغلقة  Xوآل المجموعات الجزئية المنتهية من  Xالمجموعة , Xعلى اي مجموعة 

 .] Xولكن آذلك ايضا اي مجموعات جزئية من 

المثال التالي يبين ان , على الرغم من ذلك. مغلق آل المجموعات المنتهية مغلقة –في التبولوجيا منتهي 

 .المجموعات الجزئية غير المنتهية ليس بالضرورة ان تكون مجموعات مفتوحة

 ,2}, {7 ,6 ,5}, {1}فان المجموعات مثل , هي مجموعة الاعداد الصحيحة الموجبة Գاذا آانت  .مثال 1.3.2

 لذلك متمماتها. مغلق –هي مجموعات منتهية ولذلك هي مغلقة في التبولوجيا منتهي  {8 ,6 ,4

{2, 3, 4, 5, . . .} ,{1, 2, 3, 4, 8, 9, 10, . . .} ,{1, 3, 5, 7, 9, 10, 11, . . .} 

مجموعة الاعداد الصحيحة الزوجية , على الجانب الآخر. مغلق –هي مجموعات مفتوحة في التبولوجيا منتهي 

الموجبة هي ليست مغلقة لانها ليست منتهية ولذلك متممتها مجموعة الاعداد الصحيحة الفردية الموجبة ليست 

 .مغلق –مجموعة مفتوحة في التبولوجيا منتهي 

 �.                       منتهية مفتوحة ليست آل مجموعة غير, لذلك في حين ان آل مجموعة منتهية هي مغلقة

 



27 
 

عناصر من  3تملك على الاقل  Xاذا آانت . Xمغلق على مجموعة  –هي التبولوجيا منتهي  τلتكن  .مثال 1.3.3

 .هي مجموعة منتهية Xاثبت ان , المجموعات الجزئية المغلقة المفتوحة المختلفة

 .البرهان

 .مجموعات جزئية مغلقة مفتوحة مختلفة 3وان هناك على الاقل , مغلق –هي التبولوجيا منتهي  τمعطى لدينا ان 

 .هي مجموعة منتهية Xالمطلوب هو اثبات ان 

وآل المجموعات  Xمغلق تعني ان عائلة آل المجموعات المغلقة مكونة من  –هي التبولوجيا منتهي  τتذآر ان 

ان المجموعة هي مغلقة مفتوحة اذا وفقط اذا آانت مغلقة ومفتوحة بنفس وتذآر آذلك . Xالجزئية المنتهية من 

 .الوقت

انظر الى الملاحظة . (Øو  Xتذآر انه في آل فضاء تبولوجي يوجد على الاقل مجموعتين مغلقة مفتوحة اي 

مجموعات جزئية مغلقة  3هناك على الاقل ) X, τ(خبرنا بان في الفضاء ولكن أُ.) 1.2.6مباشرة بعد تعريف 

لذلك يجب ان يكون لدينا نظرة حذرة . Øو  Xهذا يعطينا ان هناك مجموعة جزئية مغلقة مفتوحة عدا . مفتوحة

 .!نحو هذه المجموعة الجزئية المغلقة المفتوحة 

عرفنا ان هناك مجموعة جزئية مغلقة , مجموعات جزئية مغلقة مفتوحة مختلفة 3يملك ) X, τ(لأن فضاءنا 

 X\Sيعطينا ان المتممة  1.2.4تعريف , )X, τ(مفتوحة في  Sلأن .  S ≠ Øو S ≠ Xبحيث ان  Xمن  Sمفتوحة 

 .هي مجموعة مغلقة

هي منتهية لان اي منها لا  X\Sو  Sوهذا يعني ان . τمغلق  –هي مغلقة في التبولوجيا منتهي  X\Sو  Sلذلك 

هي مجموعة  Xوهذا يعني ان . هي اتحاد مجموعتين منتهيتين Xولذلك  X = S ∪ (X \S)ولكن . Xيساوي 

 �.                                                                                              منتهية آما هو مطلوب

وهناك العديد  –اصبح الآ ن لدينا ثلاثة انواع مختلفة من التبولوجيا يمكن وضعها على اي مجموعة غير منتهية 

 –التبولوجيا غير المتقطعة و التبولوجيا منتهي , الثلاثة التي تعرفها هي التبولوجيا المتقطعة. من انواع التبولوجيا

 .لذلك يجب دائما ان نكون حذرين في وصف التبولوجيا على المجموعة. مغلق

مغلق على مجموعة الاعداد  –هي مفتوحة في التبولوجيا منتهي  {n : n ≥ 10}المجموعة , على سبيل المثال

مجموعة الاعداد الطبيعية الفردية هي مفتوحة في . لكنها ليست مفتوحة في التبولوجيا غير المتقطعة, الطبيعية

 .مغلق –التبولوجيا المتقطعة على مجموعة الاعداد الطبيعية ولكنها ليست مفتوحة في التبولوجيا منتهي 

 

 

 لان سوف ندون بعض التعاريف التي على الأرجح شاهدتها سابقاا
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 .Yالى مجموعة  Xمن مجموعة  اقتراناً fليكن  .تعاريف 1.3.4

)I ( الاقترانf  لواحد اًواحديسمى )one to one و أinjective ( اذا آانf(x1) = f(x2)  يعطيx1 = x2  لكلx1, 

x2  فيX 

)II ( الاقترانf  ًشاملايسمى )onto و أsurjective ( اذا آان لكلy ∈ Y  يوجدx ∈ X  بحيثf(x) = y 

)III ( الاقترانf  ًتقابلايسمى  )bijective  (اذا آان واحد لواحد وشامل. 

 

اذا ) inverse( ًنظيرايملك  fيقال ان الاقتران . Yالى مجموعة  Xمن مجموعة  اقتراناً fليكن . تعاريف 1.3.5

 y  لكل f(g(y)) = yو  x ∈ Xلكل  g(f(x)) = xبحيث ان  Xالى المجموعة  Yمن المجموعة  g وجد اقتران

∈ Y . الاقترانg  للاقتران  ًنظيرا اقتراناًيسمىf. 

 

 .برهان التمهيدية التالية يترك لك آتمرين

 

 .Yالى مجموعة  Xمن مجموعة  اقتراناً fليكن  .تمهيدية 1.3.6

)I ( الاقترانf ًاذا وفقط اذا آان  يملك نظيراf اقتران تقابل. 

)II ( ليكنg1  وg2  اقترانين منY  الىX . اذا آانg1  وg2 ًللاقتران  آلاهما نظيراf  فانg1  =g2 , اي ان

g1(y)=g2(y)  لكلy ∈ Y. 

)III ( ليكنg ًمن  اقتراناY  الىX . الاقترانg  هو اقتران نظير لـf  اذا وفقط اذا آانf  هو اقتران نظير لـg. 

لواحد اذا آانت صورة النقطة الواحدة هي  اًانه خطأ مشترك للطلاب ان يعتقدوا ان الاقتران هو واحد .تحذير

 .نقطة واحدة

 .قترانفي الواقع هذا جزء من تعريف الإ. قترانات صورة النقطة الواحدة هي نقطة واحدةفي جميع الإ

 �                .                تكون فيه صور النقاط المختلفة نقاطا مختلفةقتران الإقتران الواحد لواحد هو إ

 سنتحول الآن الى مفهوم مهم من الممكن انك لم تشاهده مسبقا
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فان  Yاي مجموعة جزئية من  Sاذا آانت . Yالى مجموعة  Xمن مجموعة  اقتراناً fليكن  .تعريف 1.3.7

 تعرف على الصورة f-1(S) المجموعة

f-1(S) = {x : x ∈ X, f(x) ∈ S}. 

 .Sللمجموعة ) inverse image( الصورة العكسيةتسمى  Xمن  f-1(S)المجموعة الجزئية 

 

ولكن الصورة العكسية . ان تقابلاقتر fموجود اذا وفقط اذا آان  f : X → Yلاحظ ان الاقتران النظير للاقتران 

المثال التالي يوضح . لواحد وليس شامل اًليس واحد fموجودة حتى لو آان الاقتران  Yي مجموعة جزئية من لأ

 ذلك

 الى نفس المجموعة معطى بالقاعدة Ժمن مجموعة الاعداد الصحيحة  اقتراناً fليكن  .مثال 1.3.8

f(z) = |z|  لكلz ∈ Ժ. 

 f(1) = f(−1)لواحد لان  اًليس واحد fالاقتران 

باستخدام , اذا. ليس اقتران تقابل fلذلك بالتاآيد . f(z) = −1بحيث ان  z ∈ Ժلانه لا يوجد  املاًهو آذلك ليس ش

 على سبيل المثال. ولكن الصور العكسية موجودة. لا يملك اقتران نظير I( ,f( 1.3.6تمهيدية 

f-1 ({1, 2, 3}) = {−1,−2,−3, 1, 2, 3} 

f-1 ({−5, 3, 5, 7, 9}) = {−3,−5,−7,−9, 3, 5, 7, 9}                                                      � 

 

 

 

 

 

 

 والآن سنختم هذا الجزء مع مثال ممتع
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 Xمن   اًاقتران fليكن , بالاضافة لذلك. اي مجموعة غير خالية Xو  تبولوجياً فضاءً) Y, τ(ليكن  .مثال 1.3.9

 .Xهي تبولوجيا على  τ1اثبت ان  τ1= {f-1 (S) : S∈ τ }اجعل . Yالى 

 .البرهان

و ) I( ,)II(تحقق الشروط  τ1اي نريد اثبات ان , Xهي تبولوجيا على  τ1عملنا ان نثبت ان عائلة المجموعات 

)III ( 1.1.1في تعريف. 

X ∈ τ1  لأنX = f-1 (Y)  وY ∈ τ 

Ø ∈ τ1  لأنØ = f-1 (Ø)  وØ ∈ τ 

 .1.1.1من تعريف ) I(تملك الخاصية  τ1لذلك 

يجب . مجموعة مفهرسة Jحيث  τ1عائلة آل عناصر  {Aj : j ∈ J}لتكن , 1.1.1في تعريف ) II(لاثبات الشرط 

ڂ   τ1∋ان نثبت ان Aj א .لان∈τ1 Aj , تعريفτ1 ن يعطي اAj = f-1 (Bj)  حيث∈τ Bj .وآذلك 

 )f‐1ሺڂ Bj א= ڂ Aj א ڂ= f ିଵሺBjሻ א .]  1 # 1.3انظر تمارين.[ 

ڂ  τ∋ولذلك j ∈ Jلكل  τ Bj∋الآن  Bj א  لانτ  هي تبولوجيا علىY .باستخدام تعريف , وهذا يعنيτ1 , ان

∈τ1 )f‐1ሺڂ Bj א ,اي ان,∈τ1  ڂ Aj א. 

 .1.1.1في تعريف ) II(تملك الخاصية  τ1اذا 

.) انظر الملحق للملاحظات على المجموعات المعدودة(تم تذآيرك بأن ليس آل المجموعات هي معدودة  .تحذير[

وتثبت ان اتحادها  τ1هي في ... , A1 ,A2 ,... ,Anلذلك ليس آافيا في الاثبات السابق ان تفرض ان المجموعات 

A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An ∪ . . .  هو فيτ1 . هذا سيثبت فقط ان اتحاد عدد معدود من عناصرτ1  يقع فيτ1 ,

اآانت معدودة , هذه الخاصية تحتاج آل الاتحادات – 1.1.1في تعريف ) II(يحقق الخاصية  τ1ولكن لا يثبت ان 

  ].τ1لتكون في  τ1للمجموعات في , ام غير معدودة

 .A1∩ A2 ∈ τ1يجب ان نثبت ان . τ1في  A2و  A1لتكن , اخيرا

 .B1,B2 ∈ τحيث  A2 = f-1 (B2)و  A1,A2 ∈ τ1 ,A1 = f-1 (B1)لأن 

A1 ∩ A2 = f-1 (B1) ∩ f-1 (B2) = f-1 (B1 ∩ B2)             ]  1#3 .1انظر تمارين [ 
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تحقق  τ1وبذلك نكون قد اثبتنا ان , A1,A2 ∈ τ1لذلك . f-1 (B1 ∩ B2) ∈ τ1 نستنتج ان B1 ∩ B2 ∈ τلأن 

 .1.1.1في تعريف ) III(الخاصية 

 .Xهي تبولوجيا على  τ1لذلك 

 

 1.3تمارين 

 ان  1.3.9ذآرنا في مثال . Yالى مجموعة  Xمن مجموعة  اقتراناً fليكن  -1

ڂ )                            1(          f ିଵሺBjሻ א    )=f‐1ሺڂ Bj א 

 وآذلك

f-1 (B1 ∩ B2) = f-1 (B1) ∩ f-1 (B2)                           (2)           

 .Jولأي مجموعة مفهرسة  Yمن  Bjلأي مجموعات جزئية 

 صحيحة) 1(اثبت ان ) أ

هي اي عنصر في جهة اليسار واثبات انها موجودة في المجموعة على الجهة  xابدأ برهانك بجعل  .مساعدة[

  ].وبعد ذلك اعمل العكس. اليمنى

 صحيحة) 2(ت ان اثب) ب

 بحيث ان  f : X → Yواقتران  Yو  A1 ,A2 ,Xاوجد مجموعات ) ج

f(A1 ∩A2) ≠ f(A1) ∩ f(A2)  حيثA1⊆ X  وA2 ⊆ X. 

 ).فسر اجابتك ( مغلق ؟  –هي التبولوجيا منتهي ) II( 6 # 1.1هل التبولوجيا الموصوفة في تمارين  -2
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 ,X(هي مجموعة مغلقة في  {x}اذا آانت آل مجموعة احادية  T1 –فضاء يسمى ) X, τ(الفضاء التبولوجي  -3

τ .( اثبت ان فقط فضاءين تبولوجيين من التسعة التالية هي فضاءات– T1  )فسر اجابتك( . 

 ,فضاء متقطع) أ

 ,فضاء غير متقطع يحتوي على الاقل نقطتين) ب

 ,مغلق –مجموعة غير منتهية مع التبولوجيا منتهي ) ج

 ,1.1.2مثال ) د

 ,)I(5 # 1.1تمارين ) ه

 ,)II(5 # 1.1تمارين ) و

 ,)III(5 # 1.1تمارين ) ز

 ,)I(6 # 1.1تمارين ) ح

 ).II(6 # 1.1تمارين ) ط

اثبت ان , هي آذلك التبولوجيا المتقطعة τاذا آانت . Xمغلق على المجموعة  –هي التبولوجيا منتهي  τلتكن  -4

 .منتهية Xالمجموعة 

اما انه يوجد  Xفي  a ,bلكل زوج من النقاط المختلفة  اذا آانT0  –فضاء يسمى ) X,τ(الفضاء التبولوجي  -5

 .aولا تحوي  bاو يوجد مجموعة مفتوحة تحوي  bولا تحوي  aمجموعة مفتوحة تحوي 

)I(  اثبت ان آل فضاء– T1  هو فضاء–  T0. 

)II(  اي من الافرع)و( –) أ ( في الاعلى هو فضاء  3في تمرين– T0  ؟ ) فسر اجابتك( 

)III(  ضع تبولوجياτ  على المجموعةX = {0, 1}  بحيث ان)X, τ ( يصبح فضاء– T0  وليس فضاء

– T1 ]  الفضاء التبولوجي الذي ستحصل عليه يسمى فضاءSierpinski .[ 

)IV(  هي فضاء  6 # 1.1اثبت ان آل الفضاءات التبولوجية الموصوفة في تمارين– T0 ) . لاحظ ان

ليست فضاءات  6 # 1.1في تمارين في الاعلى لاحظنا ان آل الفضاءات التبولوجية  3في تمرين 

– T1( . 

 The(  مغلق –التبولوجيا معدود . اي مجموعة غير منتهية هي Xلتكن  -6 countable  –  closed 

topology  ( تعرف لتكون التبولوجيا التي فيها المجموعات المغلقة هيX  وآل المجموعات المعدودة الجزئية

 .Xتبولوجيا على  اثبت ان هذه العائلة فعلاً. Xمن 
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 من العبارات التالية اثبت آلاً. Xنوعين من التبولوجيا على مجموعة  τ2و  τ1لتكن  -7

)I ( اذا آانتτ3 معرفة على الشكل τ1 ∪ τ2=τ3  فانτ3  ليست بالضرورة ان تكون تبولوجيا علىX ) . فسر

 )اجابتك بعرض مثال توضيحي 

)II ( اذا آانتτ4  معرفة على الشكل τ1 ∩ τ2= τ4  فانτ4  تشكل تبولوجيا علىX ) . التبولوجياτ4  تقاطعتسمى 

 ) τ2والتبولوجيا  τ1التبولوجيا 

)III ( اذا آان)X, τ1 ( و)X, τ2(  فضائين– T1  فان)X, τ4 ( فضاء هو آذلك– T1. 

)IV ( اذا آان)X, τ1 ( و)X, τ2(  فضائين– T0  فان)X, τ4 ( ليس بالضرورة ان يكون فضاء– T0 ) . فسر

 )اجابتك بعرض مثال توضيحي 

)V ( من اذا آان آلτ1 ,τ2 ,... ,τn مجموعة  تمثل تبولوجيا علىX فان τ = ځ τ

ୀଵ  هي تبولوجيا علىX. 

)VI ( اذا آان لكلi ∈ I , حيثI آل , مجموعة مفهرسةτ  هي تبولوجيا على مجموعةX فان τ = ځ τ

ୀଵ  هي

 .Xتبولوجيا على 

 

 خلاصة 1.4

آامثلة شاهدنا فضاءات منتهية مختلفة بالاضافة الى . في هذا الفصل قدمنا التعريف الاصلي للفضاء التبولوجي

ليس اي من هذه الامثلة يملك . مغلق –فضاءات غير متقطعة وفضاءات مع التبولوجيا منتهي , فضاءات متقطعة

 4.3.3في تمارين , من ناحية اخرى. اهمية خاصة ولكن هذه الاهمية هي بمقدار التطبيقات المرتبطة بهذه الامثلة

مع واحد من انواع  غير منتهياً تبولوجياً فضاءً" يحوي"ان آل فضاء تبولوجي غير منتهي  يلاحظ, 8 #

تبولوجيا القطعة , مغلق –التبولوجيا منتهي , التبولوجيا المتقطعة, ا غير المتقطعةالتبولوجي: التبولوجيا الخمسة

في الفصل التالي سنصف التبولوجيا المهمة جدا وهي . 6 # 1.1الابتدائية او تبولوجيا القطعة النهائية في تمارين 

 .التبولوجيا الاقليدية

و نحذر من ان هذه التسميات يمكن ان " مغلقة مجموعة"و " مجموعة مفتوحة"في الطريق سنلاقي المفاهيم 

مفتوحة وليست , ليست مفتوحة وليست مغلقة, المجموعات يمكن ان تكون مفتوحة و مغلقة بنفس الوقت. تضلل

من المهم ان نتذآر اننا لا نستطيع ان نثبت ان المجموعة مفتوحة باثبات انها . مغلقة او مغلقة و ليست مفتوحة

 .ليست مغلقة

المجموعة المفتوحة و المجموعة المغلقة اآثر موضوع مهم تم , الفضاء التبولوجي, اريف التبولوجياعدا تع

 .تغطيته آان آتابة البراهين
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 1.1.9تمهيدية , 1.1.8في مثال . في الملاحظات الافتتاحية لهذا الفصل اشرنا الى اهمية تعلم آتابة البراهين

من الضروري ان تطور مهارتك الخاصة بكتابة . كر خلال البرهانشاهدنا آيف نمعن النظر ونتف 1.3.3ومثال 

 .4 ,1 # 1.3وتمارين  2,4 # 1.2تمارين , 8 # 1.1تمارين جيدة لتحقيق هذا الهدف تشمل تمارين . البرهان

 # 1.1لاختبار فهمك حل تمارين ". مجموعات مجموعات"بمفهوم التبولوجيا باعتبار انه بعض الطلاب يتشوش 

3. 

 خواص الفصلـ هذه تعرف ب. سوف تقدم لاحقا T1 –فضاء و  T0 –فضاء التمارين التي تشتمل مفاهيم 

)separation axioms.( 

تعريفنا للاقتران . 1 # 1.3و تمارين  1.3.9وهذه مقسمة بين مثال . في النهاية نشدد على اهمية الصور العكسية

 .المتصل سوف يعتمد على الصور العكسية
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 الفصل الثاني

 

 The Euclidean Topologyالتبولوجيا الاقليدية   

 

 

 مقدمة

, في قصة التبولوجيا. في الفلم او الرواية هناك عادة بعض الشخصيات الرئيسية التي تدور حولها الحبكة

هو مثال غني بالفعل . التبولوجيا الاقليدية على مجموعة الاعداد الحقيقية هي واحدة من الشخصيات الرئيسية

 .سنعود اليه مرارا

في الفصل الاول عرفنا ثلاثة انواع من التبولوجيا التي يمكن . تشير الى مجموعة الاعداد الحقيقية Թلتكن 

لذلك نحن . مغلق –التبولوجيا غير المتقطعة و التبولوجيا منتهي , التبولوجيا المتقطعة: وضعها على اي مجموعة

 Թستة انواع اخرى من التبولوجيا على . Թيمكن وضعها على المجموعة وجيا التي نعرف ثلاثة انواع من التبول

 Թفي هذا الفصل سنصف نوع من التبولوجيا اآثر اهمية واآثر امتاعا على . 9 #و  5 # 1.1عرفت في تمارين 

 .والذي يعرف بالتبولوجيا الاقليدية

في دراسة الجبر الخطي نتعلم ان آل فضاء متجه ". بولوجياقاعدة الت"قودنا الى مفهوم تحليل التبولوجيا الاقليدية ي

المجموعة هي مفتوحة اذا وفقط اذا آانت , في الواقع. يملك قاعدة وآل متجه هو اتحاد خطي لعناصر من القاعدة

 .على شكل اتحاد لعناصر من القاعدة
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  Թ  The Euclidean Topology on Թالتبولوجيا الاقليدية على  2.1

 

اذا آانت تملك  Թالتبولوجيا الاقليدية على تسمى مفتوحة في  Թمن  Sالمجموعة الجزئية  .تعريف 2.1.1

 :الخاصية التالية

 .x ∈ (a, b) ⊆ Sحيث  a < bمع  Թفي  a ,bيوجد  x ∈ Sلكل ) *(

 

 .مع التبولوجيا الاقليدية Թنحن نعني , بدون ذآر التبولوجيا Թعندما نشير الى الفضاء التبولوجي  .ملاحظة

 .هي تبولوجيا τ" التبولوجيا الاقليدية) "I(. ملاحظات 2.1.2

 .البرهان

 .1.1.1في تعريف ) III(و ) I( ,)II(تحقق الشروط  τيجب ان نثبت ان 

 ).*(وفقط اذا آانت تحقق الخاصية τمعطى لدينا ان المجموعة تنتمي الى 

 Թوهذا يعني ان  x ∈ (a, b) ⊆ Թفان  b = x+1و  a = x−1اذا جعلنا . x ∈ Թلتكن . Թ ∈τسنبين ان , اولا

 .Թ ∈τولذلك ) *(تملك الخاصية 

 .بالاهمال) *(تملك الخاصية  Øلان  Ø ∈τ, ثانيا

ڂ ∋ τيجب ان نبين ان . τعائلة عناصر هي , مجموعة مفهرسة Jحيث , {Aj : j ∈ J}الآن لتكن  A୨ א  اي

ڂيجب ان نبين ان  A୨ א  ڂلتكن ). *(يملك الخاصية A୨ א x ∈ . اذاx ∈ Ak  لبعضk ∈ J .        لان

Ak ∈ τ , يوجدa  وb  فيԹ  معa < b  حيثx ∈ (a, b) ⊆ Ak . لانk ∈ J ,ڂ A୨ א Ak ⊆ ولذلك     x 

∈(a, b)⊆ڂ A୨ א . ڂوهذا يعني ان A୨ א  ولذلك هو في ) *(يملك الخاصيةτ آما هو مطلوب. 

لان . y ∈ A1اذا . y ∈ A1 ∩ A2لذلك اجعل . A1∩ A2 ∈ τيجب ان نثبت ان . τفي  A2و  A1لتكن , اخيرا

A1 ∈ τ  يوجدa  وb  فيԹ  معa < b  حيثy ∈ (a, b) ⊆ A1 . آذلك y ∈A2 ∈ τ . اذا يوجدc  وd  فيԹ 

هي الاصغر من بين  fوآذلك , cو  aهي الاآبر من بين العددين  eلتكن . y ∈ (c, d) ⊆ A2حيث  c < dمع 

 ,a) ⊇ (e, f)لان                        . y ∈ (e, f)ولذلك  e < y < fانه من السهل ان نختبر ان . dو  bالعددين 

b) ⊆ A1  و(e, f) ⊆ (c, d) ⊆ A2  نستنتج انy ∈ (e, f) ⊆ A1 ∩ A2 . لذلكA1 ∩ A2  تملك الخاصية

 �.                          Թفي الواقع هي تبولوجيا على  τمما يعني ان . τولذلك هي في ) *(
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, بشكل خاص. Թنصف المجموعات المفتوحة والمجموعات المغلقة في التبولوجيا الاقليدية على لنكمل الآن 

سوف نرى ان آل الفترات المفتوحة هي في الواقع مجموعات مفتوحة في هذه التبولوجيا وآل الفترات المغلقة 

 .مجموعات مغلقةهي 

)II ( لتكنr, s ∈ Թ  حيثr < s . في التبولوجيا الاقليديةτ  علىԹ , الفترة المفتوحة(r, s)  في الواقع تنتمي الى

τ ولذلك هي مجموعة مفتوحة. 

 .البرهان

 .(r, s)معطى لدينا الفترة المفتوحة 

في ) *(تملك الخاصية  (r, s)اي يجب ان نثبت ان , مفتوحة في التبولوجيا الاقليدية (r, s)يجب ان نثبت ان 

 .2.1.1تعريف 

 .x ∈ (a, b) ⊆ (r, s)بحيث ان  a < bمع  Թفي  bو  aنريد ان نجد . x ∈ (r, s)لذلك يجب ان نبدأ بجعل 

 واضح ان . b = sو  a = rاختار . x ∈ (r, s)لتكن 

x ∈ (a, b) ⊆ (r, s)          . 

 .هي مجموعة مفتوحة في التبولوجيا الاقليدية (r, s)لذلك 

)III ( الفترات المفتوحة(r,∞)  و(−∞, r)  هي مجموعات مفتوحة فيԹ  لكل عدد حقيقيr. 

 .البرهان

 ).*(هي مجموعة مفتوحة اي انها تحقق الخاصية  (∞,r)يجب ان نبين ان , اولا

 بحيث a, b ∈ Թونجد  x ∈ (r,∞)لاثبات ذلك نجعل 

x ∈ (a, b) ⊆ (r,∞)              . 

 .τ ∋ (∞,r)ولذلك  x ∈ (a, b) ⊆ (r,∞)اذا . b = x + 1و  a = rاجعل . x ∈ (r,∞)لتكن 

 �                                                    .Թهي مجموعة مفتوحة في  (r ,∞−)نفس الاسلوب يبين ان 

)IV ( انه من المهم ان تلاحظ انه في حين ان آل فترة مفتوحة هي مجموعة مفتوحة فيԹ , فان العكس ليس

هي  (6 ,5) ∪ (3 ,1)المجموعة , على سبيل المثال. هي فترات Թليس آل المجموعات المفتوحة في . صحيحا

ڂحتى المجموعة . ولكنها ليست فترة مفتوحة Թمجموعة مفتوحة في  ሺ2n, 2n  1ሻஶ
ୀଵ  هي مجموعة

 �.                                                                                                        Թمفتوحة في 
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)V ( لكلc  وd  فيԹ  حيثc < d , الفترة المفلقة[c, d]  ليست مجموعة مفتوحة فيԹ. 

 .البرهان

 ).*(لا تملك الخاصية  [c, d]يجب ان نثبت ان 

 ).*(تحقق الخاصية  bو  aبحيث انه لا يوجد  xن تجد اي عنصر لعمل ذلك يكفي أ

 bو  aونثبت انه لا يوجد  x = cلذلك سوف نختار . [c, d]هما نقطتان مميزتان في الفترة  dو  cواضح ان 

 .تحقق الخاصية المطلوبة

موجودات وتحقق الخاصية  bو  aسوف نفرض ان . البرهان بالتناقضسنستخدم طريقة البرهان التي تسمى 

! ولذلك يصبح الفرض غير صحيح . اي ظهور شيء غير صحيح, المطلوبة ونبين ان هذا يقودنا الى تناقض

وهذا يدل على انها ليست ) *(لا تملك الخاصية  [c, d]لذلك و. bو  aوهذا يعني عدم وجود مثل هذه النقاط 

 .مجموعة مفتوحة

 c         اذا. c ∈ (a, b) ⊆ [c, d]بحيث ان  a < bمع  Թفي  bو  aافرض انه يوجد . c ∈ [c, d]لاحظ ان 

∈ (a, b)  مما يعني انa < c < b  ولذلكa < ା
ଶ

 <c < b . اي ان∈ (a, b) ା
ଶ

ା ∌ [c, d]و  
ଶ

    لذلك 

(a, b) م [c, d] وهذا يعني عدم وجود . وهذا تناقضa  وb  بحيث انc ∈ (a, b) ⊆ [c, d] .   لذلك[c, d]  لا

 �                                                                 .τ [c, d]∌مما يدل على ان ) *(تملك الخاصية 

)VI ( لكلa  وb  فيԹ  حيثa < b  الفترة المغلقة[a, b]  هي مجموعة مغلقة في التبولوجيا الاقليدية علىԹ. 

هي مجموعة مفتوحة آونها  (∞,b) ∪ (a ,∞−)حتى نبين انها مغلقة يجب ان نلاحظ فقط ان متممتها  .البرهان

 �.                                                                                          اتحاد مجموعتين مفتوحتين

)VII ( آل مجموعة احادية{a}  هي مغلقة فيԹ. 

 {a}وهذا يعني ان  . لذلك هي مفتوحة (∞,a)و  (a ,∞−)هي اتحاد المجموعتين المفتوحتين  {a}متممة  .البرهان

 .آما هو مطلوب Թهي مغلقة في 

 �                      ].T1 –هي فضاء  Թهذه النتيجة تقول ان  3 #.1.3في المصطلح الموجود في تمارين  [

)VIII ( لاحظ انه يمكن ان نضم)VII ( في)VI ( ببساطة بابدال "a < b  " بواسطة "a ≤ b  ."المجموعة 

 �                                                        .[a, b]هي فقط الحالة المنحطة للفترة المغلقة  {a} الاحادية

)IX ( مجموعة الاعداد الصحيحةԺ  ڂهي الاتحاد ሺn, n  1ሻஶ
୬ୀିஶ  للمجموعات المفتوحة(n, n+1)  الجزئية

 �                                     .       Թهي مغلقة في  τولذلك . Թولذلك هي مفتوحة في  Թمن 
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)X ( مجموعة الاعداد النسبيةԷ  هي ليست مغلقة وليست مفتوحة فيԹ. 

 .البرهان

 ).*(ليست مجموعة مفتوحة ببيان انها لا تملك الخاصية  Էسوف نثبت ان 

 .a < bحيث  (a, b)لا تحتوي اي فترة  Էلعمل ذلك يكفي ان نبين ان 

هل . (ين حقيقيين يوجد عدد غير نسبيبين اي عدد. a < bو  Թفي  bو  aحيث  Է ⊇ (a, b)افرض ان 

لا تحوي  Էولهذا . Է ⊇ (a, b)وهذا يناقض . c ∉ Էبحيث ان  c ∈ (a, b)لذلك يوجد ). تستطيع اثبات ذلك ؟

 .ليست مجموعة مفتوحة Էوهذا يعني ان , (a, b)اي فترة 

باستخدام حقيقة ان بين آل . ليست مجموعة مفتوحة Թ \ Էليست مجموعة مغلقة يكفي ان نبين ان  Էلاثبات ان 

ليست  Թ \ Էلذلك . a < bحيث  (a, b)لا تحوي اي فترة   Թ \ Էعددين حقيقيين يوجد عدد نسبي نرى ان 

 �                                              .        Թليست مغلقة في  Էوهذا يعني ان  Թمفتوحة في 

)XI ( في الفصل الثالث سوف نثبت ان المجموعات المغلقة المفتوحة الوحيدة الجزئية منԹ  هي المجموعات

 �.                                                                                                   Øو  Թالبديهية اي 
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 2.1تمارين 

. Թمجموعات جزئية ليست مفتوحة في  [a, b)و  (a, b]فان  a < bبحيث ان  a, b ∈ Թاثبت انه اذا آانت  -1

 .Թوبين آذلك انها ليست مغلقة في 

 .Թهي مجموعات جزئية مغلقة في  [a ,∞−)و  (∞,a]اثبت ان المجموعات  -2

ليس بالضرورة ان يكون  Թان اتحاد عدد غير منتهي من المجموعات الجزئية المغلقة في , بمثال, بين -3

 .Թمجموعة جزئية مغلقة في 

 اثبت آلا من العبارات التالية -4

 .Թهي مجموعة جزئية ليست مفتوحة في  Ժمجموعة الاعداد الصحيحة 

 .Թولكنها مجموعة جزئية ليست مفتوحة في  Թهي مجموعة جزئية مغلقة في  ॺمجموعة الاعداد الاولية 

 .Թهي مجموعة جزئية ليست مغلقة و ليست مفتوحة في  Զمجموعة الاعداد غير النسبية 

 .Թولكنها ليست مفتوحة في  Թمغلقة في  Fت ان اثب, Թمجموعة جزئية غير خالية ومنتهية في  Fاذا آانت  -5

 .Թمجموعة ليست مفتوحة في  Fاثبت ان , Թمجموعة جزئية غير خالية ومعدودة في  Fاذا آانت  -6

7- )I ( لتكنS = {0, 1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, . . . , 1/n, . . .} . اثبت انS  مغلقة في التبولوجيا الاقليدية

 .Թعلى 

)II ( هل المجموعةT = {1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, . . . , 1/n, . . .}  مغلقة فيԹ ؟ 

)III (هل المجموعة, … }  , …, n√2 , 3√2 , 2√2 { √2  مغلقة فيԹ ؟ 

8- )I ( ليكن)X,τ (المجموعة الجزئية . فضاء تبولوجياS  منX  تسمى مجموعة- Fσ  اذا آانت اتحاد عدد معدود

 Fσ -هي مجموعات  [a, b]وآل الفترات المغلقة  (a, b)اثبت ان آل الفترات المفتوحة . من المجموعات المغلقة

 .Թفي 

)II ( ليكن)X,τ (المجموعة الجزئية . فضاء تبولوجياT  منX  تسمى مجموعة- Gδ  اذا آانت تقاطع عدد معدود

 -هي مجموعات  [a, b]وآل الفترات المغلقة  (a, b)اثبت ان آل الفترات المفتوحة . من المجموعات المفتوحة

Gδ  فيԹ. 
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)III ( اثبت ان مجموعة الاعداد النسبيةԷ  هي مجموعة- Fσ  فيԹ  ) نثبت ان  3 # 6.5في تمارينԷ  ليست

 .Թفي  Gδ -مجموعة 

)V(  اثبت ان متممة اي مجموعة- Fσ  هي مجموعة- Gδ  ومتممة اي مجموعة- Gδ  هي مجموعة- 

Fσ. 

 

 Basis for a topologyقاعدة تبولوجيا       2.2

نقدم مفهوم , لعمل ذلك. باسلوب اآثر سهولة Թتسمح لنا بان نصف التبولوجيا الاقليدية على  2.1.2ملاحظات 

 .القاعدة للتبولوجيا

 .هي مفتوحة اذا وفقط اذا آانت اتحادا لفترات مفتوحة Թمن  Sالمجموعة الجزئية  .تمهيدية 2.2.1

 

 .البرهان

 اي يجب ان نبين, هي مفتوحة اذا وفقط اذا آانت اتحادا لفترات مفتوحة Sمطلوب منا ان نثبت ان 

 اتحادا لفترات مفتوحة فانها مجموعة مفتوحة وآذلك Sاذا آانت 

 .مجموعة مفتوحة فانها اتحاد لفترات مفتوحة Sاذا آانت 

تنتمي لمجموعة مفهرسة  jحيث , (aj , bj)اي ان هناك فترات مفتوحة , هي اتحادا لفترات مفتوحة Sافرض ان 

J بحيث ) , ܾ S = ڂ ሺ ܽא . 2.1.2باستخدام ملاحظات)II ( آل فترة مفتوحة(aj , bj) هي مجموعة مفتوحة .

 .هي مجموعة مفتوحة Sهي اتحاد لمجموعات مفتوحة ولذلك  Sلذلك 

الآن . x ∈ Ix ⊆ Sبحيث ان  Ix = (a, b)يوجد فترة  x ∈ Sاذا لكل . Թمفتوحة في  Sافرض ان , بالمقابل

ڂ = Sندعي ان   .௫௫∈ௌܫ

ڂو  Sمطلوب منا ان نثبت ان المجموعتين   .متساويتين ௫௫∈ௌܫ

 باثبات انسيتم اثبات انهما متساويتان 

ڂفان  y ∈ Sاذا آان   وآذلك ∋ ௫௫∈ௌ yܫ

ڂاذا آان   .z ∈ Sفان  ∋ ௫௫∈ௌ  zܫ
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ڂ ⊇ Sمكافئة للعبارة  ) I(لاحظ ان  [ ڂ ⊇  S مكافئة للعبارة) II(في حين ان  ௫௫∈ௌܫ  ] ௫௫∈ௌܫ

ڂلذلك  . y ∈ Iyاذا . y ∈ Sاولا اجعل   .آما هو مطلوب ∋ ௫௫∈ௌ yܫ

ڂثانيا اجعل   وهذا . z ∈ Sولذلك  It ⊆ Sنلاحظ ان  Ix⊆ Sبما ان . t ∈ Sلبعض  z ∈ Itاذا . ∋ ௫௫∈ௌ  zܫ

ڂ = Sيعني ان   �.                         هي اتحاد فترات مفتوحة آما هو مطلوب Sمما يدل على ان  ௫௫∈ௌܫ

هي مجموعات  (a, b)يكفي ان نقول ان آل الفترات  Թالتمهيدية السابقة تخبرنا بانه حتى نصف التبولوجيا على 

 هذا يقودنا للتعريف التالي. آل المجموعات المفتوحة الاخرى هي اتحاد لهذه المجموعات المفتوحة. مفتوحة

 

(  قاعدةتسمى  Xمن المجموعات الجزئية المفتوحة في  ीالعائلة . فضاء تبولوجيا) X,τ(ليكن   .تعريف 2.2.2

basis  ( للتبولوجياτ  اذا آان آل مجموعة مفتوحة هي اتحاد لعناصر منी. 

 

اذا وفقط اذا آانت اتحاد  τ تقع في Xمن  U فان المجموعة الجزئية Xعلى τ  هي قاعدة للتبولوجيا ीاذا آانت 

 ीاذا ابلغنا بالمجموعات التي تشكل عناصر : على الشكل التالي τالتبولوجيا " تولد "  ीلذلك . ीلعناصر من 

 .ीهم فقط آل المجموعات التي هي اتحادات لعناصر من  - τ فاننا نستطيع ان نحدد عناصر

, Թهي قاعدة للتبولوجيا الاقليدية على  ीفان . ी = {(a, b) : a, b ∈ Թ, a < b}لتكن  .مثال 2.2.3

 �.                                                                                             2.2.1باستخدام تمهيدية 

 = ी       , اي ان, Xعائلة آل المجموعات الجزئية الاحادية في  ीو  متقطعاً فضاءً) X,τ(ليكن   .مثال 2.2.4

{{x} : x ∈ X} .1.1.9باستخدام تمهيدية , اذا ,ी هي قاعدة للتبولوجيا τ                             .�  

  X = {a, b, c, d, e, f}لتكن  .مثال 2.2.5

 τ1 = {X,Ø, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e, f}}و 

يمكن آتابته  τ1وآل عنصر في   ी ⊆ τ1لان  τ1هي قاعدة لـ  ी = {{a}, {c, d}, {b, c, d, e, f}}فان 

 ). ीهي اتحاد خالي لعناصر من  Øلاحظ ان . ( ीعلى شكل اتحاد لعناصر من 

 .τ1نفسها هي قاعدة لـ  τ1لاحظ ان 

على سبيل , لذلك. τهي قاعدة للتبولوجيا  ी = τفان  تبولوجياً ءًفضا) X,τ(لاحظ انه اذا آان  .ملاحظة 2.2.6

 .Xهي قاعدة للتبولوجيا المتقطعة على  Xمجموعة آل المجموعات الجزئية من , المثال
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هي قاعدة للتبولوجيا  জاذا آانت في الواقع . هناك العديد من القواعد المختلفة لنفس التبولوجيالذلك نشاهد ان 

τ  على المجموعةX  وজ  هي عائلة من المجموعات الجزئية منX  بحيث انজ ⊆ জ⊆ τ  فانজ  هي

 �                                                         ]. لكاثبت ذ [ τآذلك قاعدة للتبولوجيا 

 هعلى اية حال المثال التالي يبين ان. التبولوجيا يمكننا من تحديد" دة التبولوجيا قاع" آما اشير سابقا فان مفهوم 

 .يجب ان نكون حذرين

ليست قاعدة لاي تبولوجيا  ीفان . ी = {{a}, {c}, {a, b}, {b, c}}و  X = {a, b, c}لتكن  .مثال 2.2.7

اي , ीمكونة من آل اتحادات المجموعات في  τاذا . τهي قاعدة للتبولوجيا  ीافرض ان , لنشاهد ذلك. Xعلى 

 ان

τ = {X,Ø, {a}, {c}, {a, c}, {a, b}, {b, c}} 

 . )Ø ∈ τولذلك  ीهي اتحاد خالي لعناصر من  Øمرة اخرى نستخدم حقيقة ان ( 

لا تملك  τولذلك  τليست في  {b, c} ∩ {a, b} = {b}ليست تبولوجيا لان المجموعة  τ, على اية حال

ليست قاعدة  ीوهذا يعني ان . ولذلك فان فرضنا ليس صحيحا, وهذا تناقض. 1.1.1في تعريف ) III(الخاصية 

 �.                                                                                                Xلاي تبولوجيا على 

هي قاعدة لتبولوجيا ؟  ीتحت اي شروط , Xهي عائلة مجموعات جزئية من  ीاذا آانت : هذا يقودنا ان نسال

 .2.2.8تمهيدية هذا السؤال يجاب عليه باستخدام 

 

هي قاعدة  ीفان . Xعائلة من المجموعات الجزئية من  ीاي مجموعة غير خالية و  Xلتكن  .تمهيدية 2.2.8

 :تملك الخواص التالية ीاذا وفقط اذا آانت  Xلتبولوجيا على 

ڂ = X) أ  وآذلك ीאܤ

 .ीهي اتحاد لعنلصر من  B1 ∩ B2المجموعة ,  B1,B2 ∈ ीلاي ) ب

 

. 1.1.1في تعريف ) III( و) I( ,)II(يجب ان تملك الخواص  τ فان τهي قاعدة التبولوجيا  ीاذا آانت  .البرهان

بما ان . يجب ان تكون مجموعة مفتوحة وتقاطع اي مجموعتين مفتوحتين هي مجموعة مفتوحة Xبشكل خاص 

 .اعلاه متحققة) ب(و ) أ(هذا يعطي ان , ीالمجموعات المفتوحة هي فقط اتحاد لعناصر من 
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والتي هي  Xهي عائلة آل المجموعات الجزئية من  τولتكن  )ب(و ) أ(تملك الخواص  ीافرض ان , بالمقابل

بالطبع هي قاعدة لهذه  ीاذا آان آذلك فان . ( Xهي تبولوجيا على  τيجب ان نثبت ان . ीاتحادات لعناصر من 

 . )ولذلك التمهيدية صحيحة τالتبولوجيا 

ڂ = X, )أ(باستخدام  وهذا . Ø ∈ τولذلك  ीهي اتحاد خالي لعناصر من  Øلاحظ ان . X ∈ τولذلك  ीאܤ

 .1.1.1في تعريف ) I(تحقق الخاصية  τيعني ان 

هو  Tjولذلك فان اتحاد آل المجموعات . ीهي اتحاد لعناصر من  Tjاذا آل . τعائلة عناصر  {Tj}الآن لتكن 

 .1.1.1في تعريف ) II(تحقق الشرط  τوهذا يعني ان . τاي انه في  ीآذلك اتحاد لعناصر من 

ڂ = Cلكن . C ∩ D ∈ τنريد ان نثبت ان . τفي  Dو  Cاخيرا لتكن  هي مجموعة مفهرسة K حيث  אܤ

ڂ = Dآذلك . Bk ∈ ीو   لذلك. Bj ∈ ीو  مجموعة مفهرسة  J حيث, אܤ

C ∩ D =   (ڂ אܤ ڂ) ∩ ( אܤ ڂ = ( ሺא,א   ( ܤ∩ܤ

 !هم في الحقيقة متساويين  C ∩ Dيجب ان نثبت ان التعبيرين للمجموعة 

 في الحالة المنتهية هذا يتضمن عبارات مثل

(B1 ∪ B2) ∩ (B3 ∪ B4) = (B1 ∩ B3) ∪ (B1 ∩ B4) ∪ (B2 ∩ B3) ∪ (B2 ∩ B4). 

ولهذا . ीهي اتحاد لعناصر من  C ∩ Dولذلك  ीهي اتحاد لعناصر من  Bk ∩ Bj آل , )ب(فرضنا باستخدام 

C ∩ D ∈ τ . اذاτ  تملك الخاصية)III ( لذلك . 1.1.1في تعريفτ  في الحقيقة هي تبولوجيا وी  هي قاعدة

 .لهذه التبولوجيا آما هو مطلوب

 

هذا عادة اسهل من . انها تمكننا ان نعرف التبولوجيا ببساطة بكتابة القاعدة. نتيجة مفيدة جدا  2.2.8التمهيدية 

 .محاولة وصف جميع المجموعات المفتوحة

 ".التبولوجيا الاقليدية"هذه التبولوجيا تعرف بـ . الآن سوف نستخدم هذه التمهيدية لتعريف تبولوجيا على المستوى

 "المستطيلات المفتوحة " ائلة آل هي ع ीلتكن  .مثال 2.2.9

{(x, y) : (x, y) ∈ Թ2, a < x < b, c < y < d}  في الفضاء والتي يكون فيها آل جانب موازي لمحورX 

                                                       .Yاو محور 

                                                                        Y 

                                                                       d 
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                                                                       c 

                             

                             X         b                 a                                                                

 .هذه التبولوجيا تسمى التبولوجيا الاقليدية. هي قاعدة لتبولوجيا على المستوى ीفي هذه الحالة 

آفضاء تبولوجي بدون ان نحدد ما هي  Թ2وعندما نشير الى , نحن نعني المستوى Թ2عندما نستخدم الرمز 

 .التبولوجيا نحن نعني المستوى مع التبولوجيا الاقليدية

وآذلك , المستوى هو اتحاد لكل المستطيلات المفتوحة) I(لاحظ ان , فعلا هي قاعدة لتبولوجيا ीحتى نرى ان 

)II (لذلك الشروط في . ]. نعني بمستطيل هو الذي اضلاعه موازية للمحاور [. ي مستطيلين هو مستطيلتقاطع ا

 .هي قاعدة لتبولوجيا ीمتحققة ولذلك  2.2.8تمهيدية 

 نشاهد آيف يمكن ان نضع تبولوجيا على  2.2.9مثال بتعميم  .ملاحظة 2.2.10

Թn = {(x1, x2, . . . , xn) : xi ∈ Թ, i = 1, . . . , n}  لكل عدد صحيحn > 2. 

 {Թn: ai < xi < bi, i = 1, 2, . . . , n ∋ (x1, x2, . . . , xni)}هي عائلة آل المجموعات الجزئية  ीنجعل 

 �           .Թnعلى  لتبولوجيا الاقليديةاـ هي قاعدة ل ीهذه العائلة . حيث الاضلاع موازية للمحاور Թnمن 

 

 

 2.2تمارين 

وبعد  Թ2هو مجموعة جزئية مفتوحة في  {x2 + y2 < 1 : (x, y)}في هذا التمرين سوف نثبت ان القرص  -1

 .ذلك ان آل قرص مفتوح في المستوى هو مجموعة مفتوحة

r = √ܽଶ اجعل .= D  {x2 + y2 < 1 : (x, y)}هي اي نقطة في القرص  (a, b)لتكن   ܾଶ  . ليكنR(a, b) 

b ± ଵି ,( هو المستطيل المفتوح الذي رؤوسه على النقاط
଼
  (a ± ଵି

଼
 .R(a, b) ⊆ Dاثبت ان  

ڂ = Dاثبت ان ) I(باستخدام  ܴሺ,ሻሺ,ሻא   

 .Թ2هي مجموعة مفتوحة في  Dان ) II(استنتج من 

 .Թ2هو مفتوحة في  { 2 + (y − b)2 < c2, a, b, c ∈ Թ(x − a) : (x, y)}اثبت ان آل قرص 
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فيما بعد  [. Թ2هي قاعدة لتبولوجيا على  Թ2في هذا التمرين سوف نثبت ان عائلة آل الاقراص المفتوحة في  -2

  ]. سوف نرى ان هذه هي التبولوجيا الاقليدية

اثبت  D1∩D2اي نقطة في   (a, b)اذا آانت . D1∩D2 ≠ Øحيث  Թ2اي اقراص مفتوحة في  D2و  D1لتكن 

 .D1∩D2 ⊆ D(a, b)بحيث ان  (a, b)مرآزه  D (a, b)انه يوجد قرص مفتوح 

  ]). I( 1في تمرين ارسم صورة واستخدم طريقة مشابهة للمستخدمة . مساعدة [

ڂاثبت ان  Dሺୟ,ୠሻሺୟ,ୠሻ∈Dଵ∩Dଶ  =D1∩D2. 

 .Թ2هي قاعدة لتبولوجيا على  Թ2اثبت ان عائلة آل الاقراص المفتوحة في , 2.2.8تمهيدية ) II(باستخدام 

هي قاعدة  ीاثبت ان . اعداد نسبية bو  aو  a < bحيث  Թفي  (a, b)عائلة آل الفترات المفتوحة  ीلتكن  -3

آانت ليس بالضرورة  bو  aحيث  2.2.3و مثال  2.2.1تمهيدية قارن هذا مع  [ Թللتبولوجيا الاقليدية على 

 ]. اعداد نسبية

هي قاعدة لتبولوجيا ليس بالضرورة للتبولوجيا  ीلان ذلك سوف يثبت ان  2.2.8تمهيدية لا تستخدم . مساعدة [

 ]. الاقليدية

 

 

 

)  The second axiom of countability(  مسلمة العد الثانيةيحقق  )X,τ(يقال ان الفضاء التبولوجي  -4

 .مكونة من فقط عدد معدود من المجموعات ीبحيث ان  τ اذا وجد قاعدة للتبولوجيا

 .تحقق مسلمة العد الثانية Թاعلاه اثبت ان  3باستخدام تمرين 

 .اثبت ان التبولوجيا المتقطعة على مجموعة غير معدودة لا تحقق مسلمة العد الثانية

يجب ان تبين ان آل قاعدة لهذه التبولوجيا هي غير . لا يكفي ان تثبت ان قاعدة معينة هي غير معدودة. مساعدة [

  ]. معدودة

 .nالعد الثانية لكل عدد صحيح موجب  يحقق مسلمة Թnاثبت ان 

يحقق مسلمة  )X,τ(هل الفضاء . مغلق –هو مجموعة آل الاعداد الصحيحة مع التبولوجيا منتهي  )X,τ(ليكن 

 .العد الثانية
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 اثبت العبارات التالية -5

)I(  لتكنm  وc  اعداد حقيقية حيثm ≠ 0 . فان الخطL = {(x, y) : y = mx + c}  هو مجموعة
 .Թ2جزئية مغلقة في 

)II(  لتكنS  هي دائرة الوحدة المعطاة على الشكلS1
 = {(x, y) ∈ Թ2

 : x2 + y2 = 1} . فانS1  هي
 .Թ2مجموعة جزئية مغلقة في 

)III(  لتكنSn  هيn-سطح آرة الوحدة المعطاة على الشكل 

Sn = {(x1, x2, . . . , xn, xn+1) ∈ Թn+1: x1
2+ x2

2+ · · · + xn+1
2 = 1} 

 .Թn+1في  هي مجموعة جزئية مغلقة Snفان 

)IV(  لتكنBn n-آرة الوحدة المغلقة المعطاة على الشكل 

= {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Թn: x1
2+ x2

2+ · · · + xn
2 ≤ 1} Bn 

 .Թnهي مجموعة جزئية مغلقة في  Bnفان 

)V( المنحنى C = {(x, y) ∈ Թ2: xy = 1}  مغلقة في هو مجموعة جزئيةԹ2. 

 Xالمجموعة . Yعلى مجموعة  τ2قاعدة لتبولوجيا  ीଶو  Xعلى مجموعة τ1هي قاعدة لتبولوجيا  ीଵلتكن  -6

×Y  مكونة من آل الازواج المرتبة(x, y)  حيثx ∈ X  وy ∈ Y . لتكنी  هي عائلة المجموعات الجزئية

هي  ीاثبت ان . B2∈ ीଶو  B1∈ ीଵحيث B1 × B2 المكونة من آل المجموعات على الشكل  X ×Yمن 

 .X ×Yعلى  تبولوجيا الضربالتبولوجيا المعرفة بهذا الشكل تسمى . X ×Yقاعدة لتبولوجيا على 

 ]. 2.2.9لاحظ مثال . مساعدة [

 Fσ -مجموعة هي  Թاثبت ان آل مجموعة جزئية مفتوحة في , 8 # 2.1اعلاه و تمارين  3باستخدام تمرين  -7

 .Gδ -مجموعة و 

 Basis for a Given Topologyالقاعدة لتبولوجيا معطاة       2.3

 
هي قاعدة لتبولوجيا على  Xمن المجموعات الجزئية من  ीتحت اي شروط تكون العائلة  تخبرنا 2.2.8تمهيدية 

X . على آل حال في بعض الاوقات نعطى تبولوجياτ  علىX  ونريد ان نعرف فيما اذا آانتी  هي قاعدة لهذه

ونبين ان آل  2.2.2يجب ببساطة ان نطبق تعريف  τهي قاعدة للتبولوجيا  ीلاثبات ان . τالتبولوجيا المحددة 

 .تزودنا بطريقة بديلة 2.3.2تمهيدية , على اية حال. ीهو اتحاد لعناصر من  τعنصر في 

هي قاعدة  Xمن المجموعات الجزئية من  ीيرينا ان هناك فرقا بين قولنا ان العائلة  لكن في البداية سنقدم مثالا

 .لتبولوجيا وقولنا انها قاعدة لتبولوجيا معطاة

 ,a)حيث             a, b] ,a < b)هي عائلة آل الفترات نصف المفتوجة التي على الشكل  ीلتكن  .مثال 2.3.1

b] = {x : x ∈ Թ, a < x ≤ b} . فإنी  هي قاعدة لتبولوجيا علىԹ , لأنԹ  هي اتحاد آل عناصرी 

 .هي فترة نصف مفتوحة وتقاطع أي فترتين نصف مفتوحتين
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يمكن ان نشاهد ذلك . Թآقاعدة لها هي ليست التبولوجيا الاقليدية على  ीالتي تملك  τ1التبولوجيا , على اية حال

 ीلذلك . ) 1 # 2.1انظر تمارين . ( مع التبولوجيا الاقليدية Թمجموعة ليست مفتوحة في  [a, b)بملاحظة ان 

 �.                                      Թالاقليدية على  هي قاعدة لتبولوجيا ولكنها ليست قاعدةللتبولوجيا

 

 

 

 

 

 

 

هي قاعدة  Xمن المجموعات الجزئية المفتوحة في  ीالعائلة . فضاءً تبولوجياً )X,τ(ليكن  .تمهيدية 2.3.2

 x ∈ B ⊆ U.بحيث B ∈ ीيوجد , Uتنتمي لاي مجموعة مفتوحة  xاذا وفقط اذا آان لكل نقطة  τللتبولوجيا 

 

 .البرهان

 مطلوب منا ان نثبت ان

)I(  اذا آانتी  هي قاعدة للتبولوجياτ  وانx ∈ U ∈ τ  فإنه يوجدB ∈ ी  بحيثx ∈ B ⊆ U 

 وآذلك

)II(  اذا آان لكلU ∈ τ  ولكلx ∈ U  يوجدB ∈ ी  بحيثx ∈ B ⊆ U  فإنी  هي قاعدة

 .τللتبولوجيا 

هي  Uفإن المجموعة المفتوحة  τهي قاعدة لـ  ीلأن . x ∈ U ∈ τوان  τهي قاعدة للتبولوجيا  ीافرض ان 

ڂ = Uاي ان  ीاتحاد لعناصر من  يعطينا  x ∈ Uولكن . Jفي مجموعة مفهرسة  jلكل  ܤ ी ∋حيث  אܤ

 .آما هو مطلوب  ⊆ Uܤ ∋ xلذلك . j ∈ Jلبعض  ܤ ∋ xان 

يجب ان نثبت ان آل . x ∈ B ⊆ Uبحيث  B ∈ ीيوجد  x ∈ Uولكل  U ∈ τبالمقابل افرض ان لكل 

يوجد  , x ∈ Vاذاً لكل . هي اي مجموعة مفتوحة Vلذلك لتكن . ीمجموعة مفتوحة هي اتحاد لعناصر من 

∈ ी ܤ௫  بحيث انx ∈ ܤ௫ ⊆ V .ڂ واضح ان B୶௫א = V  ) لذلك !) اختبر ذلكV  هي اتحاد لعناصر من

ी. 

 

هي مفتوحة اذا  Xمن  Uالمجموعة الجزئية . Xعلى مجموعة  τهي قاعدة لتبولوجيا  ीلتكن  .تمهيدية 2.3.3

 .x ∈ B ⊆ Uبحيث ان  B ∈ ीيوجد يوجد  x ∈ Uوفقط اذا آان لكل 
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 xبحيث ان       ௫ ∈ ीܤيوجد يوجد  x ∈ Uافرض ان لكل . Xهي اي مجموعة جزئية من  Uلتكن  .البرهان

ڂواضح ان . ௫ ⊆ Uܤ ∋ B୶௫א  =U . لذلكU  وهذا يعني انها مفتوحة آما هو هي اتحاد لمجموعات مفتوحة

 �.                                                         2.3.2التجاه العكسي يتبع من تمهيدية . مطلوب

هي بالضبط الذي استخدمناه في تعريف التبولوجيا  2.3.3لاحظ ان خاصية القاعدة الموصوفة في تمهيدية 

في  bو  aيوجد  x ∈ Uهي مفتوحة اذا وفقط اذا آان لكل  Թمن  Uقلنا ان المجموعة الجزئية . Թالاقليدية على 

Թ  معa < b  حيثx ∈ (a, b) ⊆ U. 

 

 

 

 

تعطي الشروط حتى تكون  2.2.8 تمهيدية. 2.3.2وتمهيدية  2.2.8 تأآد من انك فهمت الفرق بين تمهيدية .تحذير

تعطي  2.3.2في حين ان تمهيدية . Xلتكون قاعدة لتبولوجيا على  Xمن المجموعات الجزئية من  ीالعائلة 

قاعدة لتبولوجيا معطاة على  )X,τ(من المجموعات الجزئية من الفضاء التبولوجي  ीالشروط حتى تكون العائلة 

X. 

على  ीଶو  ीଵالتمهيدية التالية تخبرنا متى قاعدتين . عدة قواعد مختلفةشاهدنا ان التبولوجيا ممكن ان تملك 

 تنتجان نفس التبولوجيا Xنفس المجموعة 

 

فإن . Xعلى المجموعة غير الخالية , على التوالي, τ2و  τ1قاعدتين للتبولوجيا  ीଶو  ीଵلتكن  .تمهيدية 2.3.4

τ1  =τ2 اذا وفقط اذا آان 

)I ( لكلB ∈ीଵ  ولكلx ∈ B  يوجدB' ∈ीଶ  بحيث انx ∈ B' ⊆ B وآذلك 

)II ( لكلB ∈ीଶ  ولكلx ∈ B  يوجدB' ∈ीଵ  بحيث انx ∈ B' ⊆ B. 

 

 .البرهان

 .صحيحتان) II(و  )I(هي قواعد لنفس التبولوجيا اذا وفقط اذا آانت  ीଶو  ीଵمطلوب منا ان نبين ان 

 .متحققان )II(و  )I(ونبين ان الشرطين  τ1  =τ2 أولا نفرض انهما قاعدتان لنفس التبولوجيا اي أن 

 .τ1  =τ2متحققان ونبين ان  )II(و  )I(وبعد ذلك نفرض ان 

 .2.3.2تمهيدية هي نتائج مباشرة ل )II(و  )I(نلاحظ ان . τ1  =τ2افرض أن , اولا

 Bتعطي ان آل        ) I(, 2.3.2تمهيدية باستخدام . )II(و  )I(تحققان الشروط  ीଶو  ीଵافرض ان , بالمقابل

∈ीଵ  مفتوحة في)X,τ2(   أي انτ2 ⊆ ीଵ . لأن آل عنصر فيτ1  هو اتحاد لعناصر منτ2   هذا يدل على ان

⊆ τ2 τ1 . بنفس الاسلوب)II ( تعطي انτ1 ⊆ τ2 . لذلكτ1  =τ2 آما هو مطلوب. 
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ذات القواعد  "المثلثات متساوية الأضلاع المفتوحة " المكونة من آل  ीاثبت ان المجموعة . مثال 2.3.5

 .Թ2هي قاعدة للتبولوجيا الاقليدية على  Xالموازية لمحور 

 )نعني بالمثلث المفتوح ان الحدود عي داخلة ( 

 

 )يترك لك آتابة برهان تفصيلي . نعطي هنا فقط برهان تصويري(  .برهان بخطوط عريضة

 

 .هي قاعدة للتبولوجيا الاقليدية ीمطلوب منا ان نبين ان 

 .Թ2هي قاعدة لتبولوجيا على  ीولكن في البداية نحتاج ان نبين ان , 2.3.4سوف نطبق تمهيدية 

 .2.2.8تحقق شروط تمهيدية  ीلعمل ذلك نبين ان 

 

 

 

 

                                                                    Y  

 

 

 

 

 

          X 

              

 

 

 

 

تحقق  ीلمشاهدة أن . ( 2.2.8هي قاعدة لتبولوجيا لأنها تحقق شروط تمهيدية  ीنلاحظه هو ان  أول شيء

تساوي اتحاد آل المثلثات متساوية الاضلاع المفتوحة التي قواعدها توازي محور  Թ2لاحظ ان , 2.2.8التمهيدية 

X ,وأن تقاطع أي مثلثين من هذا النوع هو مثلث من نفس النوع( . 

 .متحققة 2.3.4في تمهيدية ) II(و ) I(بعد ذلك سنبين ان الشروط 

. Թهي اي نقطة في  xهي مستطيل مفتوح جوانبه موازية للمحاور ولتكن  Թلتكن ). I(في البداية نثبت الشرط 

 .x ∈ T ⊆ Թبحيث ان  Xقاعدته موازية لمحور  Tيجب ان نبين ان هناك مثلث متساوي الأضلاع مفتوح 

 .تصويرياً هذا سهل ان نراه
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                                                                               Y                                                                                    

                                       

           x 

 

 

 

 

  X 

 

هي مثلث متساوي الأضلاع مفتوح قاعدته موازية لمحور  'Tلتكن . 2.3.4في تمهيدية ) II(أخيراً نثبت الشرط 

X  ولتكنy  هي اي نقطة فيT' . فإنه يوجد مستطيل مفتوحR'  بحيث أنy ∈ R'
 ⊆ T' . ًتصويرياً هذا أيضا

 .سهل المشاهدة

                                                                      Y 

 

 

 

y 

 

 

X 

    

في الحقيقة هي قاعدة للتبولوجيا الاقليدية على  ीوهذا يعني أن . متحققة 2.3.4لذلك الشروط في تمهيدية      

Թ2 .                                                                                                                   � 

مع الاضلاع " ( المستطيلات المفتوحة " عرفنا قاعدة للتبولوجيا الاقليدية لتكون عائلة آل  2.2.9 في مثال

المثلثات متساوية " يمكن استبدالها بـ " المستطيلات المفتوحة " يبين ان  2.3.5مثال . ). موازية للمحاور

نرى ان  1# 2.3في تمارين  .بدون تبديل التبولوجيا)  Xمع القاعدة موازية لمحور " ( الاضلاع المفتوحة 

يمكن " المستطيلات المفتوحة " آذلك . الشروط أعلاه داخل الأقواس يمكن الغاؤها بدون تغيير التبولوجيا

 1" الأقراص المفتوحة " استبدالها بـ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
 .بواسطة الأقراص المفتوحة R2معظم الكتب تصف التبولوجيا الاقليدية على , في الحقيقة 1
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 2.3تمارين 
 أم لا Թ2قاعدة للتبولوجيا الاقليدية على حدد فيما اذا آانت آل من العائلات التالية تمثل  -1

)I(  التي اضلاعها موازية للمحاور" المفتوحة " عائلة آل المربعات. 

)II(  المفتوحة " عائلة آل الأقراص." 

)III(  المفتوحة " عائلة آل المربعات." 

)IV(  المفتوحة " عائلة آل المستطيلات." 

)V(  المفتوحة " عائلة آل المثلثات." 

 

2- )I ( لتكنी  هي قاعدة لتبولوجيا على مجموعة غير خاليةX . اذا آانتीଵ  هي عائلة مجموعات جزئية من

X  بحيث انτ ⊆ ीଵ ⊆ ी , أثبت انीଵ  هي آذلك قاعدة للتبولوجياτ. 

)III(  استنتج من)I ( انه يوجد عدد غير معدود من القواعد المختلفة للتبولوجيا الاقليدية علىԹ. 

 

و  Թعلى  τهي قاعدة لتبولوجيا  ी, 2.3.1آما شوهد في مثال . ी {a, b] : a, b ∈ Թ, a < b)} =لتكن  -3

τ  ليست التبولوجيا الاقليدية علىԹ .بين ان آل فترة , على الرغم من ذلك(a, b)  هي مفتوحة في)Թ,τ(. 

 

 .[1 ,0] هي مجموعة آل اقترانات القيمة الحقيقية المتصلة على C[0, 1]لتكن  -*4

)I(  أثبت ان العائلةM ,حيث 

M= {M(f, ε) : ݂ ∈ C[0, 1],   عددحقيقي موجب εو} 

 ,ε  ൏ g : g ∈ C[0, 1] {و                            |݂ െ ݃|ଵ
 M(f, ε) = { 

 .C[0, 1]على  τ1هي قاعدة لتبولوجيا 

)II(  حيث ࣯اثبت ان العائلة 

࣯ = {U (f, ε) : ݂ ∈ C[0, 1],   عددحقيقي موجب εو} 

ሻݔg : g ∈ C[0, 1], sup௫ఢሾ,ଵሿ|݂ሺو   െ ݃ሺݔሻ|  ൏ ε }      U (f, ε) = { 

 

 .C[0, 1]على  τ2هي قاعدة لتبولوجيا 

)III(   اثبت ان≠ τ2 τ1. 
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تسمى قاعدة  Xمن المجموعات الجزئية المفتوحة في  ࣭العائلة غير الخالية . فضاءً تبولوجياً )X,τ(ليكن  -5

 .τتشكل قاعدة للتبولوجيا  ࣭اذا آانت عائلة آل التقاطعات المنتهية لعناصر  τجزئية للتبولوجيا 

)I(  اثبت ان عائلة آل الفترات المفتوحة التي على الشكل(a,∞)  او(−∞, b)  هي قاعدة جزئية

 .Թللتبولوجيا الاقليدية على 

)II(  ࣭اثبت ان = {{a}, {a, c, d}, {b, c, d, e, f}}  هي قاعدة جزئية للتبولوجياτ1  في مثال

1.1.2. 

 

اذاآانت آل الفترات . ) أعلاه 5انظر تمرين (  Թعلى المجموعة  τهي قاعدة جزئية لتبولوجيا  ࣭لتكن  -6

 .هي التبولوجيا المتقطعة τأثبت أن , ࣭هي في  a < bحيث  [a, b]المغلقة 

 

هي قاعدة  ࣭أثبت أن . x ∈ Xحيث  X \ {x}عائلة آل المجموعات  ࣭و  مجموعة غير خالية Xلتكن  -7

 .Xمغلق على  –جزئية للتبولوجيا منتهي 

 

بحيث  τللتبولوجيا  ࣭أوجد قاعدة جزئية . Xالتبولوجيا المتقطعة على  τأي مجموعة غير منتهية و  Xلتكن  -8

 .لا تحوي أي مجموعة احادية ࣭أن 

 

على  τهي قاعدة جزئية للتبولوجيا  ࣭اذا آانت . Թ2 عائلة آل الخطوط المستقيمة في المستوى  ࣭لتكن  -9

 ما هي التبولوجيا ؟ Թ2المجموعة 

 

هي قاعدة جزئية  ࣭اذا آانت . Xهي عائلة آل الخطوط المستقيمة في المستوى التي توازي محور  ࣭لتكن  -10

 .)Թ2,τ(صف المجموعات المفتوحة في , Թ2على  τلتبولوجيا 

 

صف , Թ2على  τهي قاعدة جزئية لتبولوجيا  ࣭اذا آانت . الدوائر في المستوى عائلة آل ࣭لتكن  -11

 .)Թ2,τ(المجموعات المفتوحة في 

 

هي قاعدة جزئية لتبولوجيا  ࣭اذا آانت . Xالدوائر في المستوى التي مرآزها على محور  عائلة آل ࣭لتكن  -12

τ  علىԹ2 , صف المجموعات المفتوحة في)Թ2,τ(. 
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 خلاصة. 2.4
 

مجموعة الأعداد الحقيقية مع التبولوجيا الاقليدية وأمضينا , Թ -فضاءً تبولوجياً مهماً جداً  في هذا الفصل عرفنا

( أن الفترات المفتوحة هي بالحقيقة مجموعات مفتوحة , في هذه التبولوجيا, لاحظنا. بعض الوقت بتحليله

على . ليس آل المجموعات المفتوحة هي فترات مفتوحة, على آل حال). والفترات المغلقة هي مجموعات مغلقة 

قاعدة " هذا قادنا الى تقديم مفهوم . هي اتحاد فترات مفتوحة Թآل مجموعة مفتوحة في , ن ذلكالرغم م

 .Թولننشىء حقيقة أن عائلة آل الفترات المفتوحة هي قاعدة للتبولوجيا الاقليدية على " التبولوجيا 

في هذا . مية آتابة البراهينفي مقدمة الفصل الأول وصفنا البرهان الرياضي بأنه حجة لا لبس فيها وأشرنا الى أه

" اثبات شروط . 2.2.7مع مثال آخر في مثال ) V( 2.21الفصل قدمنا للبرهان بالتناقض في ملاحظات 

مع أمثلة اضافية في تمهيديات  2.2.1وضح في تمهيدية , "اذا وفقط اذا آان " أي شروط , "الضروري والكافي 

 .2.3.4و  2.3.3, 2.3.2, 2.2.8

أن عائلة آل المجموعات , على سبيل المثال, شاهدنا. القواعد للتبولوجيا موضوع هام بحكم حقه الشخصي

من  تعطي الشروط الضرورية والكافية لعائلة 2.2.8تمهيدية . الاحادية هي قاعدة للتبولوجيا المتقطعة

التي تعطي الشروط  2.3.2دية هذا مغاير لتمهي. Xحتى تكون قاعدة لتبولوجيا على  Xالمجموعات الجزئية من 

لوحظ أن . Xلتكون قاعدة لتبولوجيا معطاة على  Xالضرورية والكافية لعائلة من المجموعات الجزئية من 

الشروط الضرورية والكافية لذلك اعطيت . يمكن أن تكونا قواعد لنفس التبولوجيا ीଶو  ीଵعائلتين مختلفتين 

 .2.3.4في تمهيدية 

شاهدنا أن عائلة آل الاقراص المفتوحة هي . أي عدد صحيح موجب nحبث , Թnعرفنا التبولوجيا الاقليدية على 

 .آما هو الحال بالنسبة لعائلة المربعات المفتوحة او عائلة المستطيلات المفتوحة Թ2قاعدة لـ 

التي هي مهمة  Gδ -مجموعة و  Fσ -مجموعة غطت مفاهيم  8 # 2.1تمارين . التمارين قدمت ثلاثة أفكار مهمة

مثل هذه الفضاءات تسمى . قدمت فضاء اقترانات القيمة الحقيقية المتصلة 4 # 2.3تمارين . في نظرية القياس

( التحليل الاقتراني هو مزيج من التحليل . فضاءات الاقتران التي هي الاهداف الرئيسية لدراسة التحليل الاقتراني

تمارين , اخيراً ).  Simmons [196](والتبولوجيا والذي سمي في بعض الاحيان بالتحليل الحديث ) الكلاسيكي 

 .تعاملت مع مفهوم القاعدة الجزئية 12 – 5 # 2.3
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 الفصل الثالث

 

 Limit pointsنقاط النهاية                

 

 
 مقدمة

 
, 0.001, 0.01, 0.1على سبيل المثال آل نقطة في المتتالية ". التقارب"على خط الأعداد الحقيقية لدينا مفهوم 

هي نقطة نهاية  0, بشكل ما, عفي الواق. قريبة من الصفر أآثر من النقطة السابقة لها... , 0.00001, 0.0001

في الفضاء التبولوجي العام ليس . 0ليست مغلقة لأنها لا تحوي نقطة النهاية  [1 ,0)لذلك الفترة . لهذه المتتالية

ة النهاية بدون اللجوء الى يجب ان نعرف مفهوم نقط. لذلك يجب ان نكمل بشكل مختلف" اقتران مسافة"لدينا 

مقدمة تعريف نقطة . [1 ,0)ستبقى نقطة نهاية للفترة  0حتى مع تعريفنا الجديد لنقطة النهاية النقطة . مسافات

 .النهاية ستقودنا لفهم أفضل لمفهوم المجموعة المغلقة

في . Թالفضاء التبولوجي  اعتبر أن لدينا. مفهوم تبولوجي آخر مهم جداً سوف نقدمه في هذا الفصل وهو الترابط

ولكن هاتان  2يمكن وصفهما بأن لهما الطول نفسه وهو  [6 ,4]و  [3 ,2] ] [1 ,0] حين ان المجموعتين

الفرق بينهما . الاولى مكونة من قطعتين منفصلتين والاخرى فقط قطعة واحدة... المجموعتان من نوعين مختلفين 

 .وسوف يكشف عنه باستخدام مفهوم الترابط" تبولوجياً"هو 
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               Limit points and closureنقاط النهاية والغلاقة   3.1
 

 .بـ نقاط Xفضاءً تبولوجياً فعادة يشار لعناصر المجموعة  )X,τ(اذا آان 

 

 limit(تسمى نقطة نهاية  x ∈ Xالنقطة . )X,τ(مجموعة جزئية من فضاء تبولوجي  Aلتكن  .تعريف 3.1.1

point ) ( او نقطة تراآمaccumulation point  او نقطة تجمعcluster point ( للمجموعةA  اذا آانت آل

 .xغير  Aتحوي نقطة من  xتحوي  Uمجموعة مفتوحة 

 

 , X = {a, b, c, d, e}حيث  )X,τ(تأمل الفضاء التبولوجي  .مثال 3.1.2

= {X,Ø, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e}} τ  وA = {a, b, c} . لاحظ انb ,d  وe  هي نقاط نهاية

 .Aليست نقاط نهاية للمجموعة  cو  aولكن  Aللمجموعة 

 

 .البرهان

تحوي نقطة اخرى من  aاذا وفقط اذا آانت آل مجموعة مفتوحة تحوي  Aهي نقطة نهاية للمجموعة  aالنقطة 

 .Aالمجموعة 

ولكنها لا تحوي  aيكفي ان نجد مجموعة مفتوحة واحدة تحوي  Aوعة ليست نقطة نهاية للمجم aلذلك لإثبات أن 

 .Aأي نقطة اخرى من 

 .Aليست نقطة نهاية للمجموعة  aلذلك . Aمن هي مفتوحة ولا تحوي أي نقاط اخرى  {a} المجموعة

 .Aليست نقطة نهاية للمجموعة  cلذلك . Aولا تحوي أي نقطة اخرى من  cمفتوحة تحوي  {c, d}المجموعة 

تحوي نقطة اخرى من  bيجب ان نبين ان آل مجموعة مفتوحة تحوي  Aهي نقطة نهاية للمجموعة  bلإثبات ان 

A  غيرb. 

تحوي نقطة اخرى من  ونبين ان آلاً منها bسوف نبين هذا الشيء بكتابة آل المجموعات المفتوحة التي تحوي 

A  غيرb. 

قطة اخرى من وآلاً من هاتين المجموعتين تحوي ن {b, c, d, e}و  Xهي  bالمجموعات المفتوحة التي تحوي 

A  وهيc . لذلكb  هي نقطة نهاية للمجموعةA. 

وهذا بسبب ان آل مجموعة مفتوحة . Aعلى الرغم من انها ليست في , Aهي نقطة نهاية للمجموعة  dالنقطة 

 �.Aعلى الرغم من انها ليست في , Aهي نقطة نهاية للمجموعة  eوب بنفس الاسل. Aتحوي نقطة من  dتحوي 
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 xلا تملك نقطة نهاية لأن لكل      Aفإن . Xمجموعة جزئية من  Aفضاءً متقطعاً و  )X,τ(ليكن  .مثال 3.1.3

∈ X ,{x}  هي مجموعة مفتوحة لا تحوي أي نقطة منA  مختلفة عنx                                    .� 

 

هي نقطة  (a, b]من السهل اثبات ان آل نقطة في . Թمن  (A = [a, bتأمل المجموعة الجزئية  .مثال 3.1.4

 �.                                                 Aهي آذلك نقطة نهاية للمجموعة  bالنقطة . Aنهاية للمجموعة 

 

فإن من . تحوي على الأقل عنصرين Xمجموعة جزئية من  Aو  فضاءً غير متقطعاً )X,τ(ليكن  .مثال 3.1.5

تحوي على  Aلماذا أصرينا على ان تكون (. Aهي نقطة نهاية للمجموعة  Xالسهل مشاهدة ان آل نقطة في 

 �).                                                                                                     الأقل عنصرين ؟

 

 .التمهيدية التالية تزودنا بطريقة مفيدة لاختبار فيما اذا آانت مجموعة هي مغلقة ام لا

 

اذا وفقط اذا  )X,τ(مغلقة في  Aفإن . )X,τ(مجموعة جزئية من الفضاء التبولوجي  Aلتكن  .تمهيدية 3.1.6

 .Aتحوي آل نقاط النهاية لـ   Aآانت 

 

 .البرهان

 أي يجب ان نبين ان, Aتحوي آل نقاط النهاية لـ   Aاذا وفقط اذا آانت )X,τ(مغلقة في  Aمطلوب منا اثبات ان 

)I(  اذا آانتA فإن, مغلقةA   تحوي آل نقاط النهاية لـA 

)II( A   تحوي آل نقاط النهاية لـA  فإنA مجموعة مغلقة. 

 X \ Aاذاً . X \ Aوالتي تنتمي الى  Aهي نقطة نهاية للمجموعة  pافرض أن . )X,τ(مغلقة في  Aافرض أن 

هذا واضح انه خطأ . Aتحوي نقطة من  X \ Aلذلك . Aللمجموعة  pهي مجموعة مفتوحة تحوي نقطة النهاية 

 .Aتنتمي لـ  Aوهذا يعني ان آل نقطة نهاية للمجموعة . ولذلك لدينا تناقض مع فرضنا

 Uzمن الفرض يوجد مجموعة مفتوحة  z ∈ X \ Aلكل . Aتحوي آل نقاط النهاية لـ  Aافرض ان , بالمقابل

ڂ = X \ Aلذلك  Uz ⊆ X \ Aأي ان  Uz ∩ A = Øو  z∈ Uzبحيث  Uz௭∈X \ A) .وهذا يعني !) اختبر ذلك

 �.               هي مغلقة Aولذلك متممتها . هي اتحاد لمجموعات مفتوحة ولذلك هي مفتوحة X \ Aان 

 

 

 لدينا الآتي 3.1.6آتطبيق لتمهيدية  .مثال 3.1.7

)I ( المجموعة[a, b)  ليست مغلقة فيԹ  لأنb  هي نقطة نهاية وb ∉ [a, b) 

)II ( المجموعة[a, b]  مغلقة فيԹ  لأن آل نقاط النهاية للمجموعة[a, b] ) أي جميع نقاط[a, b] (  تقع في[a, 

b] 

)III ((a, b)  مجموعة جزئية ليست مغلقة فيԹ  لأنها لا تحوي نقطة النهايةa 
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)IV ([a,∞)  هي مجموعة جزئية مغلقة فيԹ                                                                     .� 

 

مجموعة آل نقاط النهاية للمجموعة  'Aو  )X,τ(مجموعة جزئية من فضاء تبولوجي  Aلتكن  .تمهيدية 3.1.8

A . فإنA ∪ A' هي مجموعة مغلقة. 

 

 'A ∪ Aتحوي آل نقاط النهاية للمجموعة  'A ∪ Aالمجموعة  يكفي ان نبين ان, 3.1.6من تمهيدية  .البرهان

 .'A ∪ Aهي ليست نقطة نهاية للمجموعة  X \ (A ∪ A')وهذا يكافىء ان نبين ان آل نقطة في 

 Uأو  U ∩ A = {p}بحيث أن  pتحوي  Uيوجد مجموعة مفتوحة , 'p ∉ Aلأن . p ∈ X \ (A ∪ A')لتكن 

∩ A = Ø . ولكنp ∉ A , لذلكU ∩ A = Ø . ندعي أنU ∩ A' = Ø . لأنه اذا آانx ∈ U  ولأنU  هي

 ∋ pو   U ∩ (A ∪ A') = Øأي أن  U ∩ A' = Øلذلك . 'x ∉ Aفإن  U ∩ A = Øمجموعة مفتوحة و 

U . هذا يعطينا أنp  ليست نقطة نهاية للمجموعةA ∪ A'  ولذلكA ∪ A' هي مجموعة مغلقة       .� 

 

وآل  Aالمكونه من  'A ∪ Aالمجموعة . )X,τ(مجموعة جزئية من فضاء تبولوجي  Aلتكن  .تعريف 9.1.3

 .Aഥويرمز لها بالرمز )  A )closure of Aغلاقة تسمى  Aاط النهاية للمجموعة نق

 

 # 3.1وتمارين  6.1.3بأستخدام تمهيدية . هي مجموعة مغلقة Aഥأن  3.1.8واضح من تمهيدية  .ملاحظة 3.1.10

5)I( , آل مجموعة مغلقة تحويA  يجب آذلك ان تحويA' . لذلك A ∪ A' = Aഥ هي أصغر مجموعة مغلقة

 .                            Aهي تقاطع آل المجموعات المغلقة التي تحوي  Aഥهذا يعطي أن . Aتحوي 

 

 

 و X = {a, b, c, d, e}لتكن  .مثال 3.1.11

τ = {X, Ø, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e}} 

,ሼbሽതതതത = {b, e} ,ሼaأثبت أن  cሽതതതതതത = X  وሼb, dሽതതതതതതത = {b, c, d, e} 

 

 .البرهان

لايجاد غلاقة مجموعة معينة يجب أن نجد آل المجموعات المغلقة التي تحوي المجموعة وبعد ذلك نختار 

 .هذه ببساطة هي متممات المجموعات المفتوحة –لذلك نبدأ بكتابة آل المجموعات المغلقة . أصغرها

لذلك أصغر مجموعة مغلقة تحوي . {a}و  Ø ,X ,{b, c, d, e} ,{a, b, e} ,{b, e}المجموعات المغلقة هي 

{b}  هي{b, e}  أي أنሼbሽതതതത = {b, e} . وبنفس الاسلوبሼa, cሽതതതതതത = X  وሼb, dሽതതതതതതത = {b, c, d, e}  .� 

 

 .Թ  =Էഥأثبت أن . المكونة من آل الاعداد النسبية Թالمجموعة الجزئية من  Էلتكن  .مثال 3.1.12
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بحيث أن  b ,a < bو  aفيوجد  Թمفتوحة في  Թ \Էഥلأن . x ∈ Թ \Էഥاذاً يوجد . Թ ≠ Էഥافرض أن  .البرهان

x ∈ (a, b) ⊆ Թ \Էഥ . ولكن في آل فترة(a, b)  يوجد عدد نسبيq  أي أنq ∈ (a, b) . لذلكq ∈ Թ \Էഥ  مما

 �.                                           Թ  =Էഥلذلك . ∋ Է qوهذا تناقض لأن . q ∈ Թ \ Էيعني أن 

 

آثيفة أو  Xفي ) dense( آثيفةتسمى  A. )X,τ(مجموعة جزئية من فضاء تبولوجي  Aلتكن  .تعريف 3.1.13

 .X  =Aഥاذا آان  Xفي ) everywhere dense( في آل مكان

 

 .Թهي مجموعة آثيفة في  Է: آما يلي 3.1.12الآن نستطيع أن نعيد آتابة مثال 

 .Xهي مجموعة آثيفة في  {a, c}شاهدنا أن  3.1.11لاحظ أنه في مثال 

 

). لأن متممتها هي مفتوحة(هي مغلقة  Xآل مجموعة جزئية من . فضاءً متقطعاً )X,τ(ليكن  .مثال 3.1.14

هي المجموعة  Xنفسها لأن غلاقة آل مجموعة جزئية من  Xهي  Xلذلك المجموعة الجزئية الكثيفة الوحيدة في 

 � .                                                                                                     نفسها

 

 

 

 

اذا وفقط اذا آانت آل  Xهي آثيفة في  X,τ(.A(مجموعة جزئية من فضاء تبولوجي  Aلتكن  .تمهيدية 3.1.15

 Uو  U ∈ τأي أنه اذا آانت (بغير المجموعة الخالية  Aتتقاطع مع  Xمجموعة جزئية غير خالية ومفتوحة في 

≠ Ø  فإنA ∩ U ≠ Ø.( 

 

بغير المجموعة  Aتتقاطع مع  Xافرض في البداية أن آل مجموعة جزئية غير خالية ومفتوحة في  .البرهان

اذا آانت . x ∈ X \ Aاجعل  A ≠ Xاذا آانت . Xهي آثيفة في  Aفمن الواضح أن  A = Xاذا آانت . الخالية

U ∈ τ  وx ∈ U  فإنU ∩ A ≠ Ø . لذلكx  هي نقطة نهاية للمجموعةA . لأنx  هي نقطة عشوائية فيX \ 

A  فإن آل نقطة فيX \ A  هي نقطة نهاية للمجموعةA .لذلكX \ A ⊆ A'  3.1.9باستخدام تعريف , ولذلك ,

A ∪ A' = Aഥ  =X , أي أنA  هي آثيفة فيX. 

افرض أن . Xهي أي مجموعة جزئية غير خالية ومفتوحة في  Uلتكن . Xهي آثيفة في  Aافرض أن , بالمقابل

U ∩ A = Ø . اذا آانتx ∈ U  فإنx ∉ A  وx  هي ليست نقطة نهاية للمجموعةA  لأنU  هي مجموعة

يعني ان آل نقطة  Xهي آثيفة في  Aوهذا تناقض لأن آون . Aوالتي لا تحوي أي نقطة من  xمفتوحة تحوي 

 � .آما هو مطلوب U ∩ A ≠ Øلذلك فرضنا خطأ أي أن . Aهي نقطة نهاية للمجموعة  X \ Aفي 
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 3.1تمارين 
 أوجد آل نقاط النهاية للمجموعات التالية, 1.1.2 في مثال) أ( -1

)I( {a} 

)II( {b, c} 

)III( {a, c, d} 

)IV( {b, d, e, f} 

 أوجد غلاقة آل من المجموعات أعلاه, بعد ذلك) ب(

 .3.1.11الآن أوجد غلاقة آل من المجموعات أعلاه باستخدام طريقة مثال ) ج(

 

اآتب مجموعة نقاط النهاية . مغلق –مجموعة آل الأعداد الصحيحة مع التبولوجيا منتهي  )Ժ,τ(لتكن  -2

 للمجموعات التالية

)I( A = {1, 2, 3, . . . , 10} 

)II(  المجموعةE المكونة من آل الأعداد الصحيحة الزوجية. 

 

 .a < bحيث  Թفي  (a, b)وجد آل نقاط النهاية للفترة المفتوحة أ -3

 

 

 ؟Թما هي غلاقة آل من المجموعات التالية في ) ا( -4

)I( {1, 
ଵ
ଶ
, 

ଵ
ଷ
, 

ଵ
ସ
, …, 

ଵ

, …}  

)II(  مجموعة الاعداد الصحيحةԺ 

)III(  مجموعة آل الاعداد غير النسبيةԶ 

 nاذا وفقط اذا آان لكل عدد صحيح موجب   a ∈ Sതأثبت ان . a ∈ Թو  Թمجموعة جزئية من  Sلتكن ) ب(

ଵبحيث أن  xn ∈ Sيوجد 

 <  |x୬ െ a|. 

 .S ⊆ Tحيث  )X,τ(مجموعتين جزئيتين غير خاليتين من فضاء تبولوجي  Tو  Sلتكن  -5

)I(  اذا آانتp  نقطة نهاية للمجموعةS , أثبت أنp  آذلك هي نقطة نهاية للمجموعةT. 

)II(  استنتج من)I ( أنSത ⊆ Tഥ. 

)III(  لذلك بين انه اذا آانتS  آثيفة فيX  فإنT  آثيفة فيX. 

)IV(  باستخدام)III ( اثبت أنԹ جموعات الجزئية الكثيفة المختلفةتملك عدد غير معدود من الم. 

     )V *( مرة اخرى باستخدام)III ( اثبت أنԹ المعدودة  تملك عدد غير معدود من المجموعات الجزئية الكثيفة

 .غير المعدودة المختلفة الجزئية الكثيفةمن المجموعات  2ୡالمختلفة وتملك آذلك 
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 Neighbourhoodsجوارات         3.2
 

تسمى جواراً  N .Nنقطة في  pو  Xمجموعة جزئية من  N, فضاءً تبولوجياً )X,τ(ليكن ليكن  .تعريف 3.2.1

)neighbourhood ( للنقطةp  اذا وجد مجموعة مفتوحةU  بحيث أنp ∈ U ⊆ N. 

 

ଵهي جوار للنقطة  Թفي  [1 ,0]الفترة المغلقة  .مثال 3.2.2
ଶ
ଵ)∋لأن 

ସ
, ଷ

ସ
) ⊆  [0, 1]  ଵ

ଶ
. 

 

ଵهي جوار للنقطة  Թفي  [1 ,0)الفترة  .مثال 3.2.3
ସ

ଵ ,0)∋لأن 
ଶ
) ⊆  (0, 1]  ଵ

ସ
ليست جواراً  [1 ,0)ولكن . 

 �).                                                                                                 أثبت ذلك. (1للنقطة 

 

 

 

 

 

لكل  هي جوار Uينتج أن  3.2.1فإن من تعريف  U ∈ τو  هو أي فضاء تبولوجي )X,τ(اذا آان  .مثال 3.2.4

 .هي جوار لكل نقطة فيها Թفي  (a, b)آل فترة مفتوحة , على سبيل المثال, لذلك. p ∈ Uنقطة 

 

بحيث  Xهي أي مجموعة جزئية من  Sاذا آانت . pجواراً لنقطة  Nو  فضاءً تبولوجياً )X,τ(ليكن  .مثال 3.2.5

 �.                                                                      pهي جوار للنقطة  Sفإن  N ⊆ Sأن 

 

 .لذلك يترك برهانها للقارىء, التمهيدية التالية سهلة التحقق

 

هي نقطة نهاية للمجموعة  x ∈ Xالنقطة . )X,τ(مجموعة جزئية من فضاء تبولوجي  Aلتكن  .تمهيدية 3.2.6

A  اذا وفقط اذا آان آل جوار للنقطةx  يحوي نقطة منA  تختلف عنx. 

 

 لأن المجموعة هي مغلقة اذا وفقط اذا آانت تحوي آل النقاط النهائية لها فإننا نستنتج التالي
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هي مغلقة اذا وفقط اذا آان لكل  Aالمجموعة  .)X,τ(مجموعة جزئية من فضاء تبولوجي  Aلتكن  .نتيجة 3.2.7

x ∈ X \ A  يوجد جوارN  للنقطةx  بحيث أنN ⊆ X \ A                                               .� 

 

 x ∈ Uاذا وفقط اذا آان لكل  U ∈ τفإن . )X,τ(مجموعة جزئية من فضاء تبولوجي  Uلتكن  .نتيجة 3.2.8

 �.                                                                         N ⊆ Uبحيث أن  xللنقطة  Nيوجد جوار 

 

 .3.2.8نتيجة النتيجة التالية تستنتج بسهولة من 

 

 x ∈ Uاذا وفقط اذا آان لكل  U ∈ τفإن . )X,τ(مجموعة جزئية من فضاء تبولوجي  Uلتكن  .نتيجة 3.2.9

 .x ∈V ⊆ Uبحيث أن  V ∈ τيوجد مجموعة 

 

انها تقول أن المجموعة مفتوحة اذا وفقط اذا . تزودنا باختبار مفيد لكون المجموعة مفتوحة ام لا 3.2.9نتيجة 

 .احتوت مجموعة مفتوحة حول آل نقطة من نقاطها
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 3.2تمارين 

 

اذا وفقط اذا آان آل جوار  Xهي آثيفة في  Aأثبت أن . )X,τ(مجموعة جزئية من فضاء تبولوجي  Aلتكن  -1

 .Øبغير  Aيتقاطع مع  X \ Aلكل نقطة في 

 

2- )I ( لتكنA  وB  مجموعتين جزئيتين من فضاء تبولوجي)X,τ( .أثبت بعناية أن 

 

A ∩ Bതതതതതതതത ⊆ Aഥ ∩ Bഥ                        

 

)III(  اآتب مثالاً يبين أن 

 

    A ∩ Bതതതതതതതത ≠ Aഥ ∩ Bഥ 

 

هو  )I( )X,τ(اذا وفقط اذا آان  Xهي التبولوجيا منتهي مغلق على  τأثبت أن . فضاءً تبولوجياً )X,τ( ليكن -3

 .Xهي آثيفة في  Xآل مجموعة جزئية غير منتهية من ) II(و  T1 –فضاء 

 

حدد . اذا آان يملك مجموعة جزئية آثيفة معدودة) separable(يسمى انفصالياً  )X,τ(الفضاء التبولوجي  -4

 .التالية انفصاليةأي من الفضاءات 

)I(  المجموعةԹ الطبيعية التبولوجيا مع. 

)II( مجموعة معدودة مع التبولوجيا المتقطعة. 

)III(  مغلق –مجموعة معدودة مع التبولوجيا منتهي. 

)IV( )X,τ(  حيثX منتهية. 

)V( )X,τ(  حيثτ منتهية. 

)VI( مجموعة غير معدودة مع التبولوجيا المتقطعة. 

)VII(  مغلق –مجموعة غير معدودة مع التبولوجيا منتهي. 

)VIII(  فضاء)X,τ( يحقق مسلمة العد الثانية. 

 

 

 

 

 



64 
 

تسمى  Aأآبر مجموعة مفتوحة محتواة في . Xأي مجموعة جزئية من  Aأي فضاء تبولوجي و  )X,τ(ليكن  -5

والتي تقع  Xهي اتحاد آل المجموعات المفتوحة في [.Int(A(ويرمز لها بالرمز ) A )interior of Aداخلية 

 ] .Aبأآملها داخل 

)I(  أثبت أنInt([0, 1]) = (0, 1)  فيԹ. 

)II(  أثبت انInt((3, 4)) = (3, 4)  فيԹ. 

)III(  اثبت أنه اذا آانتA  مجموعة مفتوحة في)X,τ(  فإنInt(A) = A. 

)IV(  بين أنInt({3}) = Ø  فيԹ. 

)V(  اثبت أنه اذا آان)X,τ(  هو فضاء غير متقطع فإن لكل مجموعة جزئيةA  منX  و≠ X A ,

Int(A) = Ø. 

)VI(  أثبت أن لكل مجموعة جزئية معدودة منԹ ,Int(A) = Ø. 

 

انظر . (Int(A) = X \ (X \ Aതതതതതതത)فإن  )X,τ(أي مجموعة جزئية من فضاء تبولوجي  Aأثبت أنه اذا آانت  -6

 ).Intأعلاه لتعريف  5تمرين 

 

 .Int(X \ A) = Øاذا وفقط اذا آان  )X,τ(هي آثيفة في  Aاثبت أن , أعلاه 6باستخدام تمرين  -7

 

أعلاه حدد أي من العبارات التالية صحيحة لأي مجموعات جزئية  5في تمرين  Intباستخدام تعريف  -8

 ؟ )X,τ(من الفضاء التبولوجي  A2و  A1عشوائية 

)I( Int(A1 ∩ A2) = Int(A1) ∩ Int(A2) 

)II( Int(A1 ∪ A2) = Int(A1) ∪ Int(A2) 

)III( Aଵ∪Aଶതതതതതതതതത = Aଵതതത ∪ Aଶതതത . 

يجب أن تعطي " خطا"اذا آانت اجابتك . يجب ان تكتب البرهان "صح"اذا آانت اجابتك لاي فرع هي ( 

 ).مثالاً مخالفاً

 

, Xمن  Uأثبت أنه لكل مجموعة جزئية مفتوحة . )X,τ(مجموعة جزئية آثيفة من فضاء تبولوجي  Sلتكن  -*9

S ∩ Uതതതതതതത = Uഥ. 

 

 9استنتج من تمرين , آذلك مفتوحة Tاذا آانت . )X,τ(مجموعتين جزئيتين آثيفتين في فضاء  Tو  Sلتكن  -10

 .Xهي آثيفة في  S ∩ Tأعلاه أن 
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 أثبت أن آلاً من العبارات التالية. ी = {[a, b) : a ∈ Թ, b ∈ Է, a < b}لتكن  -10

)I( ी  هي قاعدة لتبولوجياτ1  علىԹ) . الفضاء)Թ,τ1(  خط سورجنيفرييسمىSorgenfrey 

line( 

)II(  آانت اذاτ  هي التبولوجيا الاقليدية علىԹ  فإنτ ⊆ τ1. 

)III(  لكلa, b ∈ Թ  معa < b ,[a, b)  هي مجموعة مغلقة مفتوحة في)Թ,τ1(. 

)IV( خط سورجنيفري هو فضاء انفصالي. 

)V     (*خط سورجنيفري لا يحقق مسلمة العد الثانية. 

 

 

 Connectednessالترابط     3.3
أي مجموعة من  Sلتكن . سنذآر هنا بعض التعاريف والحقائق التي يجب ان تكون تعرفها. ملاحظة 3.3.1

 the( العنصر الأعظمفإن ما يسمى , x ∈ Sلكل  x ≤ bبحيث أن  Sفي  bاذا آان هناك عنصر . الاعداد الحقيقية

greatest element ( للمجموعةS . وبنفس الشكل اذا آانتS  ًتحوي عنصراa  بحيثa ≤ x      لكلx ∈ S 

 the( العنصر الأقليسمى  aفإن  least element ( للمجموعةS . المجموعةS  من الأعداد الحقيقية تسمى

حد تسمى  cو  x ∈ Sلكل  x ≤ cبحيث أن  cاذا وجد عدد حقيقي ) bounded above( محدودة من أعلى

 bounded" (محدودة من أسفل"المفاهيم وبنفس الطريقة تُعرف . Sللمجموعة ) upper bound( أعلى

below(  حد أدنى"و) "lower bound .( المجموعة التي تكون محدودة من الأعلى ومحدودة من الأسفل تسمى

 �                                                                                      ).bounded( محدودة

 

اذا . مجموعة غير خالية من الأعداد الحقيقية Sلتكن  ):least upper bound axiom(مسلمة أقل حد أعلى 

 .محدودة من الأعلى فإنها تملك أقل حد أعلى Sآانت 

 

, في الحقيقة. أو لا ينتمي لها Sللمجموعة  ويمكن أن ينتمي, sup(S)يرمز له بالرمز Sللمجموعة أقل حد أعلى 

أقل حد , على سبيل المثال. تملك عنصر أعظم S اذا وفقط اذا آانت  Sهو عنصر في  Sأقل حد أعلى للمجموعة 

 ,3]و  4هو  [4 ,3]في حين أن اقل حد أعلى للفترة   (2 ,1) ∌ 2ولكن  2هو  S = (1, 2)اعلى للفترة المفتوحة 

من الأعداد الحقيقية والتي تكون محدودة من  Sأي مجموعة . [4 ,3]هو العنصر الأعظم للفترة  4وآذلك  ∋4 [4

 .inf(S)ويرمز له بالرمز ) greatest lower bound( أعظم حد أدنىالأسفل تملك 

 

 

 

 



66 
 

 

اذا . Sهي أقل حد أعلى للمجموعة  pومحدودة من الأعلى ولتكن  Թمجموعة جزئية من  Sلتكن  .مساندة 3.3.2

 .p ∈ Sفإن  Թهي مجموعة جزئية مغلقة في  Sآانت 

 

حيث                      b ,a < bو  aهي مفتوحة فيوجد اعداد حقيقية  Թ \ Sلأن . p ∈ Թ \ Sأن  افرض .البرهان

p ∈ (a, b) ⊆ R\S . لأنp  هي أقل حد أعلى للمجموعةS  وa < p  فمن الواضح أنه يوجدx ∈ S        بحيث أن

a < x . آذلكx < p < b  ولذلكx ∈ (a, b) ⊆ Թ \ S .كن هذا تناقض لأن ولx ∈ S . ولذلك فرضنا خاطىء

 �                                                                                         .                  p ∈ Sو   

 

 .T = Øأو  T = Թفإن . Թمجموعة جزئية مغلقة مفتوحة في  Tلتكن  .تمهيدية 3.3.3

 

, بدون خسارة التعميم. z ∈ Թ \ Tوعنصر  x ∈ Tاذاً يوجد عنصر . T ≠ Øو  T ≠ Թافرض أن  .البرهان

هي مغلقة لأنها تقاطع لمجموعتين مغلقتين وآذلك  Sاذاً المجموعة . S = T ∩ [x, z]اجعل . x < zافرض أن 

بواسطة . Sهي أقل حد أعلى للمجموعة  pلتكن . هي الحد الأعلى zلأن من الواضح أن , هي محدودة من أعلى

 .p < zولذلك  z ∈ Թ \ S ,p ≠ zلأن . p ≤ zفإن  p ∈ [x, z]بما أن . p ∈ S,      3.3.2مساندة 

 tلتكن . p ∈ (a, b) ⊆ Tبحيث  Թ ,a < bفي  bو  aلذلك يوجد . p ∈ Tهي آذلك مجموعة مفتوحة و  Tالآن 

 ,t ∈ [pو  t ∈ Tلذلك . zو  bيرمز لأصغر العنصرين  min(b, z)حيث  p < t < min(b, z)نقطة بحيث 

z] . وهذا يعني أنt ∈ T ∩ [x, z] = S . وهذا تناقض لأنt > p  وp  هي أقل حد أعلى للمجموعةS . ولذلك

 .T = Øأو  T = Թفرضنا خاطىء ولهذا 

 

اذا آانت المجموعات ) connected(هذا الفضاء يسمى مترابط . فضاءً تبولوجياً) X,τ(ليكن  .تعريف 3.3.4

 .Øو  Xهي فقط  Xالجزئية مغلقة مفتوحة من 

 

 نحصل على 3.3.3عادة آتابة تمهيدية إلذلك ب

 �                                              .                 هو مترابط Թالفضاء التبولوجي  .تمهيدية 3.3.5
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ليس مترابطاً لأن آل مجموعة ) X,τ(أآثر من نقطة فإن  هو فضاء متقطع يحوي) X,τ(اذا آان  .مثال 3.3.6

 �                                                                                   .         ة هي مغلقة مفتوحةاحادي

 

 Xفإنه مترابط لأن المجموعات المغلقة المفتوحة الوحيدة هي  متقطع غير هو فضاء) X,τ(اذا آان  .مثال 3.3.7

 ).Øو  Xفي الواقع المجموعات المفتوحة هي فقط ( Øو 

 

 و X = {a, b, c, d, e}اذا آانت  .مثال 3.3.8

τ = {X, Ø, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e}} 

 .هي مجموعة جزئية مغلقة مفتوحة {b, c, d, e} ليس مترابطاً لأن) X,τ(فإن 

 

اذا ) disconnected( ليس مترابطاً) X,τ(ينتج ان الفضاء التبولوجي  3.3.4من تعريف  .ملاحظة 3.3.9

 A ∪ B = X.1و  A ∩ B = Øبحيث أن  Bو  Aوفقط اذا آان يوجد مجموعتين مفتوحتين غير خاليتين 

 ).3 # 3.3انظر تمارين (

 

على آل حال البرهان سيؤخر . هو فضاء مترابط) n ≥ 1لكل  Թ୬, وفي الحقيقة( Թଶنختم هذا الجزء بذآر أن 

 .الى الفصل الخامس

 

 3.3تمارين 

 T = {x : -x ∈ S}قية و مجموعة من الأعداد الحقي Sلتكن  -1

هي أقل حد أعلى  a–اذا وفقط اذا آانت  Sهو أعظم حد أدنى للمجموعة  aاثبت أن العدد الحقيقي  ) أ(

 .Tللمجموعة 

عة غير خالية من الاعداد الحقيقية التي تكون ومسلمة أقل حد أعلى أثبت أن آل مجمو) أ(باستخدام   ) ب(

 .محدودة من أسفل تملك أعظم حد أدنى

 .معظم الكتب تستخدم هذه الخاصية لتعريف الترابط1 
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 :أعظم حد وأقل حد أعلى اذا وجدت مجموعة من مجموعات الاعداد الحقيقية التالية أوجد لكل -2

)I( S = Թ. 

)II( S = Z  حيثZ مجموعة آل الاعداد الصحيحة. 

)III( S = [9, 10). 

)IV( S  = 1مجموعة آل الاعداد الحقيقية التي على الشكل ‐ 
ଷ

మ  حيثn عدد صحيح موجب. 

)V( S = (−1, 3]. 

ليس مترابطاً اذا وفقط اذا آان يملك مجموعتين جزئيتين  )X,τ(أثبت أن . فضاءً تبولوجياً )X,τ(ليكن  -3

 .A ∪ B = Xبحيث أن  Bو  Aمفتوحتين غير خاليتين ومنفصلتين 

 مترابط ؟ 1.1.2في مثال  )X,τ(هل الفضاء  -4

 مترابط ؟ )X,τ(هل . مغلق –هو مجموعة غير منتهية مع التبولوجيا منتهي  )X,τ(ليكن  -5

 مترابط ؟ )X,τ(هل . مغلق –هو مجموعة غير منتهية مع التبولوجيا معدود  )X,τ(ليكن  -6

 مترابطة ؟ 9 # 1.1أي من الفضاءات التبولوجية في تمارين  -7

 

 خلاصة 3.4

في هذا الفصل قدمنا مفهوم نقطة النهاية وبينا ان المجموعة تكون مغلقة اذا وفقط اذا آانت تحوي آل نقاط النهاية 

. Aتحوي  Aഥتملك أصغر مجموعة مغلقة  Aتخبرنا بعد ذلك أن أي مجموعة  3.1.8تمهيدية . الخاصة بها

 .Aتسمى غلاقة المجموعة  Aഥالمجموعة 

 Էشاهدنا أن . Aഥ = Xاذا آان  اذا آان Xيقال أنها آثيفة في  )X,τ(ء التبولوجي من الفضا Aالمجموعة الجزئية 

قدمنا مفهوم جوار النقطة ومفهوم . Թآذلك هي آثيفة في  Զومجموعة الأعداد غير النسبية  Թهي آثيفة في 

مترابطز لدينا الشيء الكثير لنقوله عن  Թوهي أن الفضاء , أثبتنا نتيجة مهمة. القضاء التبولوجي المترابط

 .الترابط لاحقاً

 .في التمارين قدمنا مفهوم داخلية المجموعة وهذا مكمل للكلام عن غلاقة المجموعة
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 الفصل الرابع

 

 Homeomorphisms)    هوميومورفزم(تشاآلات تبولوجية 

 

 

 مقدمة

على سبيل المثال أي . ترآيبين يكونان متكافئانان ندرك متى في آل فرع من فروع الرياضيات من الضروري 

اذا وجد اقتران تقابل من مجموعة الى , باعتبار اننا نتكلم في نظرية المجموعات, مجموعتين تكونان متكافئتان

من مجموعة الى الاخرى ) homomorphism(أي زمرتين تكونان متكافئتان اذا وجد هومومورفزم . الأخرى

أي فضائين تبولوجيين يكونان متكافئان اذا وجد هوميومورفزم . وشاملبحيث يكون واحد لواحد 

)homeomorphism (من أحدهما للآخر. 

 

 subspaces      فضاءات جزئية 4.1

 

 = τY                          العائلة. )X,τ(مجموعة جزئية غير خالية في فضاء تبولوجي  Yلتكن  .تعريف 4.1.1

{O ∩ Y : O ∈ τ }  من المجموعات الجزئية منY  هي تبولوجيا علىY  تبولوجيا الفضاء الجزئيتسمى 

)subspace  topology ( تبولوجيا نسبيةأو )relative  topology(  مُحدثةالتبولوجيا الأو )induced 

topology ( حدثة على التبولوجيا المُأوY  بواسطةτ (the  topology  induced on Y by τ)  الفضاء

 .)X,τ(يسمى فضاء جزئي من  ( Y, τY)التبولوجي 

 

 .Yفي الحقيقة هي تبولوجيا على  τYبالتأآيد يجب أن تتحقق أن 
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 ,X = {a, b, c, d, e, f}لتكن  .مثال 4.1.2

τ = {X, Ø, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e, f}} 

 هي Yفإن تبولوجيا الفضاء الجزئي على . Y = {b, c, e}و 

τY = {Y, Ø, {c}}                                                                              .                � 

 X = {a, b, c, d, e}لتكن  .مثال 4.1.3

τ = {X, Ø, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e}} 

 هي Yفإن التبولوجيا المحدثة على . Y = {a, d, e}و 

τY = {Y, Ø, {a}, {d}, {a, d}, {d, e}}                                                  .                � 

ليس صعباً أن تبين أن . Xمجموعة جزئية من  Yولتكن  Xعلى  τهي قاعدة للتبولوجيا  ीلتكن  .مثال 4.1.4

 ].أثبت ذلك: تمرين [. Yعلى  τYهي قاعدة لتبولوجيا الفضاء الجزئي  ी Y = {B ∩ Y : B ∈ ी }العائلة 

تعتبر  {a, b ∈ Թ, a < b : (1, 2) ∩ (a, b)}العائلة . Թمن  (2 ,1)لذلك دعنا نتأمل المجموعة الجزئية 

هي قاعدة للتبولوجيا  {a, b ∈ Թ, 1 ≤ a < b ≤ 2 : (a, b)}أي أن   (2 ,1)قاعدة للتبولوجيا المحدثة على 

 �.                                                                                                  (2 ,1)المحدثة على 

هي  {a, b ∈ Թ, a < b : [1, 2] ∩ (a, b)}العائلة . Թمن  [2 ,1]تأمل المجموعة الجزئية  .مثال 4.1.5

 أي أن. [2 ,1]على  τقاعدة لتبولوجيا الفضاء الجزئي 

{(a, b) : 1 ≤ a < b ≤ 2} ∪ {[1, b) : 1 < b ≤ 2} ∪ {(a, 2] : 1 ≤ a < 2} ∪ {[1, 2]} 

 .τهي قاعدة للتبولوجيا 

1 ,1]لكن هنا شاهدنا بعض الأشياء المفاجئة مثل الفترة  ଵ
ଶ
 ولكن  Թليست مفتوحة في  (

= (0, 1 ଵ
ଶ
) ∩ [1, 2] [1, 1 ଵ

ଶ
 .[2 ,1]هي مجموعة مفتوحة في الفضاء الجزئي  (

ولكنها  Թليست مفتوحة في  [2 ,1]حتى . [2 ,1]ولكنها مجموعة مفتوحة في  Թليست مفتوحة في  [2 ,1)آذلك 

 .[2 ,1]مجموعة مفتوحة في 

 �.  لذلك عندما نقول أن المجموعة مفتوحة يجب أن نوضح في أي فضاء أو أي تبولوجيا هي مجموعة مفتوحة
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أثبت أن التبولوجيا المحدثة . المكونة من آل الاعداد الصحيحة Թالمجموعة الجزئية من  Ժلتكن  .مثال 4.1.6

 .هي التبولوجيا المتقطعة Թبالتبولوجيا الاقليدية على  Ժعلى 

 .البرهان

ان نبين أن آل , 1.1.9باستخدام تمهيدية , هي التبولوجيا المتقطعة يكفي Ժالمحدثة على  τԺلاثبات أن التبولوجيا  

 .τԺ ∋ {n}فإن  n ∈ Ժأي اذا آانت  τԺهي مجموعة مفتوحة في  Ժمجموعة احادية في 

هي مفتوحة  {n}ولذلك  Թهي مفتوحة في  (n−1, n+1) ولكن. Ժ ∩ (n−1, n+1) = {n}اذاً . n ∈ Ժلتكن 

التبولوجيا  هي مجموعة مفتوحة في Ժوهذا يعني أن آل مجموعة احادية في . Ժفي التبولوجيا المحدثة على 

 �.                                                              لذلك التبولوجيا المحدثة هي متقطعة. Ժالمحدثة على 

 

 عندما نشير الى .رموزمجموعة 

Է  =مجموعة آل الأعداد النسبية 

Ժ  =مجموعة آل الأعداد الصحيحة 

Գ  =مجموعة آل الأعداد الصحيحة الموجبة 

Զ  =مجموعة آل الأعداد غير النسبية 

(a, b) ,[a, b] ,[a, b) ,(−∞, a) ,(−∞, a] ,(a,∞) , أو[a,∞) 

في بعض (  Թآفضاءات تبولوجية بدون ذآر نوع التبولوجيا نحن نعني التبولوجيا المحدثة آفضاء جزئي من 

 ").usual topology" التبولوجيا العاديةالأحيان سوف نشير الى التبولوجيا المحدثة على هذه المجموعات ب
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 4.1تمارين 

اآتب . τ = {X, Ø, {a}, {a, b}, {a, c, d}, {a, b, c, d}, {a, b, e}}و  X = {a, b, c, d, e}لتكن  -1

 .Z = {b, c, d, e}على  τԺوالتبولوجيا المحدثة  Y = {a, c, e}على  τYعناصر التبولوجيا المحدثة 

 

 

 .Թبواسطة التبولوجيا الاقليدية على  Գالتبولوجيا المحدثة على مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة  صف -2

 للتبولوجيا العادية على آل من المجموعات الآتيةاآتب قاعدة  -3

)I( [a, b)  حيثa < b, 

)II( (a, b]  حيثa < b, 

)III( (−∞, a], 

)IV( (−∞, a), 

)V( (a,∞), 

)VI( [a,∞). 

 ].4.1.5و  4.1.4انظر الامثلة : مساعدة [

بالاضافة لذلك . Bهي تبولوجيا الفضاء الجزئي على  τBلتكن . τتملك التبولوجيا  Xو  A ⊆ B ⊆ Xلتكن  -4

الفضاء الجزئي من الفضاء لذلك . ( τ2  =τ1أثبت أن . τBبواسطة  Aهي التبولوجيا المحدثة على  τ1لتكن 

 ).الجزئي هو فضاء جزئي

 ,Y)هي مغلقة في      Yمن  Z أثبت أن المجموعة الجزئية. )X,τ(فضاءً جزئياً من الفضاء  (Y, τY)ليكن  -5

τY)  اذا وفقط اذا آانتZ = A ∩ Y  حيثA  هي مجموعة جزئية مغلقة في)X,τ(. 

 .أثبت أن آل فضاء جزئي من الفضاء المتقطع هو متقطع -6

 .أثبت أن آل فضاء جزئي من الفضاء غير المتقطع هو غير متقطع -7

. مجموعات جزئية مغلقة مفتوحة 4 يملك على الأقل Թفي  [4 ,3] ∪ [1 ,0]أثبت أن الفضاء الجزئي . 8

 .بالضبط آم مجموعة جزئية مغلقة مفتوحة يملك ؟

 هل صحيح أن آل فضاء جزئي من الفضاء المترابط هو مترابط ؟ -9
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. مساعدة [. Y ∈ τاذا وفقط اذا آان  τ ⊆ τYأثبت أن . )X,τ(فضاءً جزئياً من الفضاء  (Y, τY)ليكن  -10

 .] Y ∈ τYتذآر ان 

 A ∪ Bأثبت أن الفضاء الجزئي , A ∩ B ≠ Øاذا آان . )X,τ(فضائين جزئيين من  Bو  Aلتكن  -11

 .مترابط

 

 

 .T1 –هو آذلك فضاء  (Y, τ1)أثبت ان . )T1 )X,τ –فضاءً جزئياً من فضاء  (Y, τ1)ليكن  -12

 aاذا آان لكل نقطتين مختلفتين ) T2 –فضاء او ( Hausdorff هوسدورفيسمى  )X,τ(الفضاء التبولوجي  -13

 .U ∩ V = Øو  a ∈ U ,b ∈ Vبحيث أن  Vو  Uيوجد مجموعتين مفتوحتين  Xفي  bو 

)I(  أثبت ان الفضاءԹ هو هوسدورف. 

)II( هو هوسدورف أثبت ان آل فضاء متقطع. 

)III(  فضاء اثبت أن آل– T2  هو فضاء– T1. 

)IV(  أثبت انԺ  مع التبولوجيا منتهي مغلق هو فضاء– T1  فضاء ولكنه ليس– T2. 

)V(  فضاء أثبت ان آل فضاء جزئي من– T2  فضاء هو– T2. 

يحقق مسلمة العد الثانية أثبت أن  )X,τ(اذا آان . )X,τ(فضاءص جزئياً من فضاء تبولوجي  (Y, τ1)ليكن  -14

(Y, τ1) آذلك يحقق مسلمة العد الثانية. 

 .مترابطة [a, b]أثبت أن . a < bحيث  Թ في bو  aلتكن  -15

 ]. في آل مكان [a, b]بالفترة  Թأبدل  3.3.3في نص وبرهان تمهيدية . مساعدة[      

هي مجموعة آل الأعداد غير النسبية  Զمجموعة آل الأعداد النسبية مع التبولوجيا العادية ولتكن  Էلتكن  -16

 .مع التبولوجيا العادية

)I(  اثبت انԷ  وԶ ليست الفضاء المتقطع. 

)II(  هلԷ  اوԶ فضاء مترابط ؟ 

)III(  هلԷ  اوԶ فضاء هوسدورف ؟ 

)IV(  هلԷ  اوԶ  مغلق ؟ -تملك التبولوجيا منتهي 
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من  Aاذا آان لكل مجموعة جزئية مغلقة  regular space فضاء منتظميسمى  )X,τ(الفضاء التبولوجي  -17

X  ولكل نقطةx ∈ X \ A  يوجد مجموعتين مفتوحتينU  وV  بحيثx ∈ U ,A ⊆ V  وU ∩ V = Ø . اذا

 أثبت العبارات التالية. T3 –فضاء فإنه يسمى  T1 –فضاء منتظم و فضاء  )X,τ(آان 

)I( آل فضاء جزئي من فضاء منتظم هو فضاء منتظم. 

)II(  الفضاءاتԹ ,Ժ ,Է ,Զ  وԹ
ଶ

 .هي فضاءات منتظمة 

)III(  اذا آان)X,τ( فضاء  هو فضاء منتظم– T1  فإنه فضاء– T2. 

)IV( خط سورجينفري هو فضاء منتظم. 

)V(*      لتكنX  هي المجموعةԹ  المكونة من آل الأعداد الحقيقية و} S = {ଵ

 : n ∈ Գ  . عرف

 Tو  Թمغلقة في التبولوجيا الاقليدية على  Aحيث  C = A ∪ Tلتكون مغلقة اذا آان  C ⊆ Թمجموعة 

يكون هوسدورف  Թعلى  τمتممات هذه المجموعات المغلقة تشكل تبولوجيا . Sهي أي مجموعة جزئية من 

 .ولكنه ليس منتظم

 

 Homeomorphisms) هوميومورفزميات(تشاآلات تبولوجية  4.2

 :نبدأ بتامل المثال التالي. المتكافئةنعود الان لمفهوم الفضاءات التبولوجية 

X = {a, b, c, d, e}      ,Y = {g, h, i, j, k} 

τ = {X, Ø, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e}} 

 و

τ1 = {Y, Ø, {g}, {i, j}, {g, i, j}, {h, i, j, k}} 

 f(a)    المعرف على الشكل f : X → Yالاقتران . (Y, τ1)لـ " مكافىء" )X,τ(واضح بالاحساس الحدسي أن 

= g ,f(b) = h ,f(c) = i ,f(d) = j  وf(e) = k التاليةالآن سنكتب ذلك بالصيغة . يزودنا بالتكافؤ. 

 

 كهوميومورفنقول أن هذين الفضائين . فضائين تبولوجيين (Y, τ1)و  )X,τ(ليكن  .تعريف 4.2.1

)homeomorphic ( اذا وجد اقترانf : X → Y يملك الخواص التالية 

)I (f  هو واحد لواحد ) أي أنf(x1) = f(x2)  يعطي أنx1 = x2( 
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)II (f  هو شامل ) أي أن لكلy ∈ Y  يوجدx ∈ X  بحيثf(x) = y( 

)III ( لكلU ∈ τ1 ,f−1(U) ∈ τ 

)IV ( لكلV ∈ τ ,f(V) ∈ τ1 

 ,Y)  ونكتبه على الشكل. (Y, τ1)و  )X,τ(بين ) homeomorphism( هوميومورفزميسمى  fبالاضافة لذلك 

τ1)  ≅  )X,τ(                                                                            .                    � 

 

ك لبعضها هوميومورف (a, b)هي علاقة تكافؤ ونستخدم ذلك لاثبات ان آل الفترات المفتوحة " ≅"سوف نبين أن 

 .هي علاقة تعدي" ≅"هو الخطوة الاولى لأنه يبين أن  4.2.2مثال . البعض

  ≅  (Z, τ2) و )X,τ(  ≅  (Y, τ1)اذا آان . فضاءات تبولوجية (Z, τ2)و  (Y, τ1), )X,τ(لتكن  .مثال 4.2.2

(Y, τ1)  اثبت أن(Z, τ2)  ≅  )X,τ(. 

 .البرهان

وآذلك معطى لدينا .  f : (X, τ) → (Y, τ1) زم أي ان هناك هوميومورف )X,τ(  ≅  (Y, τ1)معطى لدينا أن 

 .g : (Y, τ1) → (Z, τ2)أي أن هناك هوميومورفزم  (Y, τ1)  ≅  (Z, τ2)أن 

سوف . h : (X, τ) → (Z, τ2)أي يجب أن نجد هوميومورفزم  )X,τ(  ≅  (Z, τ2)مطلوب منا أن نثبت أن 

 .هو الهوميومورفزم المطلوب → Z gof : X  نثبت أن الاقتران المرآب

 : g         و f : (X, τ) → (Y, τ1)فيوجد هوميومورفزمين  (Y, τ1)  ≅  (Z, τ2)و  )X,τ(  ≅  (Y, τ1)لأن 

(Y, τ1) → (Z, τ2) . تأمل الاقتران المرآبZ gof : X → ] gof(x) = g(f(x))  لكلx ∈ X [ . انه عمل

 ∋ g−1(U)هو هوميومورفزم فإن  gلأن . U ∈ τ2الآن لتكن . هو وهحد لواحد وشامل gofروتيني أن تثبت أن 

τ1 . باستخدام حقيقة أنf  هو هوميومورفزم نحصل على أنf −1(g−1(U)) ∈ τ1 .ولكن            f −1(g−1(U)) 

= (gof)-1(U) . لذلكgof  يملك الخاصية)III ( الآن لتكن . 4.2.1في تعريفV ∈ τ . ًاذاf(V) ∈ τ1  ولذلك

g(f(V )) ∈ τ2 أي أن τ2 ∈ gof(V)  وبهذا الشكل بينا أنgof  يحقق الخاصية)IV ( لذلك  4.2.1من تعريف

gof هو هوميومورفزم                                                       .                � 
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 في الحقيقة من السهل اثبات انها علاقة تكافؤ أي أن. هي علاقة تعدي" ≅"يبين أن  4.2.2مثال  .ملاحظة 4.2.3

)I( )X,τ( ≅  )X,τ(   )انعكاس( 

)II ((Y, τ1)  ≅  )X,τ(  يعطي أن)X,τ(  ≅  (Y, τ1)  )تماثل( 

 f−1: (Y, τ1) → (X, τ)هو هوميومورفزم فإن نظيره  f : (X, τ) → (Y, τ1)لاحظ انه اذا آان  [

 ].هو آذلك هوميومورفزم

)III ((Y, τ1)  ≅  )X,τ(   و(Z, τ2)  ≅  (Y, τ1)  يعطي أن (Z, τ2)  ≅  )X,τ(    )تعدي  (         � 

الطول بالتأآيد هو ليس خاصية . كهي هوميومورف Թالأمثلة الثلاثة التالية تبين أن آل الفترات المفتوحة في 

ك لفترة ذات طول غير هي هوميومورف (1 ,0)الفترة المفتوحة ذات الطول المنتهي مثل , بشكل خاص. تبولوجية

 .Թك لـ ل الفترات المفتوحة هي هوميومورففي الواقع آ. (1 ,∞−)منتهي مثل 

 

 .كهما هوميومورف (c, d)و  (a, b)اثبت أن أي فترتين مفتوحتين غير خاليتين  .مثال 4.2.4

 .برهان بالخطوط العريضة

 ,0)   ك لـهوميومورف (c, d)وآذلك  (1 ,0)ك لـ هوميومورف (a, b)يكفي أن نبين أن  4.2.3باستخدام ملاحظة 

 (c, d)فإن  (1 ,0)ك لـ هوميومورف (a, b)اذا آانت , )a < bما عدا أن (, عشوائيات bو  aولكن لأن . (1

 : f                 يكفي أن نجد هوميومورفزم (1 ,0)ك لـ هوميومورف (a, b)لإثبات أن . (1 ,0)ك لـ هوميومورف

(0, 1) → (a, b). 

 المعطى بالقاعدة f : (0, 1) → (a, b)تأمل الاقتران . a < bحيث  a, b ∈ Թلتكن 

f(x) = a(1 − x) + bx 

                                                                               b 

 

                                                                               a 

 

                                                      1                        0 
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وآذلك واضح من الرسم أن صورة أي فترة مفتوحة . هو واحد لواحد وشامل f : (0, 1) → (a, b)أن  واضح

 أي أن (a, b)هي فترة مفتوحة في  fباستخدام  (1 ,0)في 

 f )(1 ,0)الفترة المفتوحة في = ( (a, b)فترة مفتوحة في  

 ولذلك (1 ,0)هي اتحاد فترات مفتوحة في  (1 ,0)مفتوحة في  ولكن آل مجموعة

 f )(1 ,0)المجموعة المفتوحة في = (f )(1 ,0)اتحاد فترات مفتوحة في ( 

 =  (a, b)اتحاد فترات مفتوحة في      

 = (a, b)مجموعة مفتوحة في         

 بنفس الاسلوب نلاحظ أن. متحقق 4.2.1في تعريف ) IV(لذلك الشرط 

 4.2.1في تعريف ) III(لذلك الشرط . (1 ,0)هي مجموعة مفتوحة في f−1 )(a, b)المجموعة المفتوحة في (

 .آذلك متحقق

 ]اآتب البرهان أعلاه بالتفصيل :تمرين [

 ,a)  مما ورد أعلاه ينتج مباشرة أن. a < bحيث  a, b ∈ Թلكل  (a, b) ≅ (1 ,0)هو هوميومورفزم و  fلذلك 

b) ≅ (c, d) آما هو مطلوب                                                    .                               � 

 .مع التبولوجيا العادية (1 ,1−)ك للفترة المفتوحة هوميومورف Թالفضاء  اثبن أن .مثال 4.2.5

 على الشكل f : (0, 1) → Թعرف  .برهان بالخطوط العريضة

                                           f (x) =  ௫
ଵି|௫| 

 .هو هوميومورفزم fتبين أن  4.2.2وبحجة بيانية آالتي في مثال , هو واحد لواحد وشامل fمن السهولة اثبات أن 

 

 

 

                                       1                           -1     
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 ].هو هوميومورفزم fاآتب برهان أن  [

 .Թك لـ هي هوميومورف a < bحيث  (a, b)أثبت أن آل فترة مفتوحة  .مثال 4.2.6

 �                             .            4.2.3وملاحظة  4.2.4و  4.2.5هذا ينتج مباشرة من الأمثلة  .البرهان

هما  c < dو  a < bحيث  [c, d]و  [a, b]يمكن أن يثبت بنفس الأسلوب أن أي فترتين  .ملاحظة 4.2.7

 �                        .                                                                                  كهوميومورف

 

 

 

 4.2تمارين 

1- )I ( اذا آانتa ,b ,c  وd  أعداد حقيقية حيثa < b  وc < d  أثبت أن[a, b] ≅ [c, d]. 

)II ( اذا آانتa  وb أعداداً حقيقية أثبت أن 

(−∞, a] ≅ (−∞, b] ≅ [a,∞) ≅ [b,∞)            

)III ( اذا آانتc ,d ,e  وf  أعداداً حقيقية حيثc < d  وe < f أثبت أن 

             [c, d) ≅ [e, f) ≅ (c, d] ≅ (e, f] 

)IV ( لأي أعداد حقيقية استنتج أنهa  وb  حيثa < b 

            [0, 1) ≅ (−∞, a] ≅ [a,∞) ≅ [a, b) ≅ (a, b] 

 Ժ ≅ Գأثبت أن  -2

 معطى على الشكل Թଶفضاء جزئي من  Xأعداداً حقيقية لا تساوي الصفر و  cو  mلتكن  -3

X = {(x, y) : y = mx + c} . أثبت أنX ك لـ هوميومورفԹ. 

4- )I ( لتكنX1  وX2  المناطق المستطيلة المغلقة فيԹଶ المعطاة على الشكل 
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X1 = {(x, y) : |x| ≤ a1 and |y| ≤ b1}         

       X2 = {(x, y) : |x| ≤ a2 and |y| ≤ b2} 

 X2  اثبت أن Թଶالتبولوجيا المحدثة من  X2و  X1اذا اعطيت . هي أعداد حقيقية موجبة b2و  a1 ,b1 ,a2حيث 

≅ X1. 

)II ( لتكنD1  وD2 الأقراص المغلقة المعطاة على الشكل 

       D1 = {(x, y) : x2
 + y2

 ≤ c1} 

       D2 = {(x, y) : x2
 + y2

 ≤ c2} 

تملك تبولوجيا  D2و  D1حيث  D2 ≅ D1أثبت أن الفضائين التبولوجيين . هي اعداد حقيقية موجبة c2و  c1حيث 

 .الفضاء الجزئي

)III ( أثبت أنD1 ≅ X1. 

 

 X2  هل. X2 = (0, 1) ∪ (1, 2)و  X1 = (0, 1) ∪ (3, 4)حيث  Թفضائين جزئيين من  X2و  X1 ليكن -5

≅ X1 )برر اجابتك(. 

 Gفضاءً تبولوجياً و  )X,τ( ليكن) Group of homeomorphisms  زمياتزمرة من الهوميومورف( -6

 .Xالى  Xزميات من مجموعة آل الهوميومورف

)I(  أثبت أنG هي زمرة تحت عملية ترآيب الاقترانات 

)II(  اذا آانتX = [0, 1]  أثبت أنG غير منتهية 

)III(  اذا آانتX = [0, 1]  هلG  زمرة أبيلية)abelian group(؟ 

 أثبت أن. كفضائين تبولوجيين هوميومورف (Y, τ1)و  )X,τ(ليكن  -7

)I(  اذا آان)X,τ( فضاء-T0  فإن(Y, τ1) فضاء-T0. 

)II(  اذا آان)X,τ( فضاء-T1  فإن(Y, τ1) فضاء-T1. 

)III(  اذا آان)X,τ( فإن  هوسدورف فضاء(Y, τ1) هوسدورف فضاء. 

)IV(  اذا آان)X,τ(  يحقق مسلمة العد الثانية فإن(Y, τ1) يحقق مسلمة العد الثانية. 

)V(  اذا آان)X,τ(  فضاءً انفصالياً فإن(Y, τ1) ًفضاءً انفصاليا. 

اذا وفقط اذا آانت  Թك لفضاء جزئي من هوميومورف )X,τ(أثبت أن . فضاءً تبولوجياً متقطعاً )X,τ(ليكن  -*8

X معدودة. 
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 Non-Homeomorphic Spaces كفضاءات ليست هوميومورف 4.3

 

 .ك يجب أن نجد هوميومورفزم بينهمات أن فضائين تبولوجيين هوميومورفلإثبا

ك بالعادة هو أصعب لأننا نريد أن نثبت أن ليس هناك هوميومورفليسا لإثبات أن فضائين تبولوجيين , ولكن

 .المثال التالي يعطينا فكرة عن آيفية السير في اثبات ذلك. هوميومورفزم بينهما

 

 .Թمن  [3 ,2] ∪ [1 ,0]ك للفضاء الجزئي هوميومورف ليست [2 ,0]أثبت أن  .مثال 4.3.1

 بما أن. [2, 3] ∪ [0, 1] = (Y, τ1)و  [0, 2] = (X,τ)ليكن  .البرهان

[0, 1] = [0, 1] ∩ Y  مغلقة في  [1 ,0]فإن(Y, τ1) وآذلك بما أن 

∩ Y  )1ଵ
ଶ

 .(Y, τ1)مفتوحة في  [1 ,0]فإن  ,1−) = [1 ,0] 

 .Yولا تساوي  Yمجموعة جزئية غير خالية مغلقة مفتوحة في  [1 ,0]ليست مترابطة لأن  Yلذلك 

مجموعة  f−1([0, 1])لذلك . f : (X, τ) → (Y, τ1)اذاً يوجد هوميومورفزم . )X,τ(  ≅  (Y, τ1)افرض أن 

انظر . (هي مترابطة X = [2 ,0]هذا خطأ لأن . ليست مترابطة Xوهذا يعني أن  Xجزئية مغلقة مفتوحة في 

 �                                      .        )X,τ(  ؈  (Y, τ1)لذلك لدينا تناقض ولهذا .). 15 # 4.1تمارين 

 

 ما الذي نتعلمه من هذا؟

 

 �                          .        ك لفضاء مترابط هو مترابطفضاء تبولوجي هوميومورف أي. تمهيدية 3.3.2

 

بايجاد خاصية ... ك فضائين تبولوجيين ليسا هوميومورفتعطينا طريقة واحدة لمحاولة اثبات أن  4.3.2تمهيدية 

 .يملكها أحد الفضائين ولا يملكها الآخر" محفوظة بالهوميومورفزمات"
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 ":محفوظة بالهوميومورفزمات"خلال التمارين قابلنا عدة خصائص 

)I( فضاء-T0, 

)II( فضاء-T1, 

)III( فضاء-T2 أو فضاء هوسدورف, 

)IV( فضاء منتظم, 

)V( فضاء-T3, 

)VI( تحقيق مسلمة العد الثانية, 

)VII(  7 # 4.2انظر تمارين [فضاء انفصالي.[ 

 هناك ايضاً خصائص اخرى

)VIII( فضاء متقطع, 

)IX( فضاء غير متقطع, 

)X(  مغلق –تبولوجيا منتهي, 

)XI(  مغلق –تبولوجيا معدود. 

 )X,τ(آذلك الفضائين التبولوجيين . لذلك مع الترابط نحن نعرف اثنتا عشر خاصية محفوظة بالهوميومورفزمات

 Xمثل أن تكون . ( لهما عدد مختلف من العناصر Yو Xك اذا آانت لا يمكن ان يكونا هوميومورف (Y, τ1)و 

 .لهما عدد مختلف من العناصر τ1و τاو اذا آانت ) غير معدودة Yمعدودة و

ثبت ا, على سبيل المثال. على الرغم من ذلك عندما نجابه مسألة معينة يمكن ان لا يكون لدينا أي من ما ذآر اعلاه

ان  سوف نرى آيف نثبت. Թଶك لـ ليست هوميومورف Թأو أثبت أن  [1 ,0]ك لـ ليست هوميومورف (1 ,0)ان 

 .ك باختصارهذه الفضاءات ليست هوميومورف
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 هي مترابطة؟ Թأي الفضاءات الجزئية من : قبل ان نذهب لذلك دعنل نحسم مسألة السؤال التالي

 

 xاذا آانت : اذا آانت تملك الخاصية التالية) interval( فترةتسمى  Թمن  Sالمجموعة الجزئية  .تعريف 4.3.3

∈ S ,z ∈ S  وy ∈ Թ  بحيث انx < y < z , فإنy ∈ S. 

 

 .هي فترة {x}لاحظ أن آل مجموعة أحادية ) I( .ملاحظات 4.3.4

)II ( آل فترة لها احد الاشكال التالية{a} ,[a, b] ,(a, b) ,[a, b) ,(a, b] ,(−∞, a) ,(−∞, a] ,(a,∞) ,

[a,∞) ,(−∞,∞). 

)III ( 0], (1 ,0)    ك لـأن آل فترة هي هوميومورف 1 # 4.2وتمارين  4.2.7ملاحظة , 4.2.6ينتج من مثال, 

 .باستطاعتنا أن نعطي عبارة أقوى مستوى 1 # 4.3في تمارين . {0}أو  (1 ,0], [1

 

 .هو مترابط اذا وفقط اذا آان فترة Թمن  Sالفضاء الجزئي  .تمهيدية 4.3.5

 

في آل مكان في  Թباستبدال  3.3.3يمكن اثباته بطريقة مشابهة لتمهيدية  ن آل الفترات مترابطةأ .البرهان

 .البرهان بالفترة التي نحاول اثبات انها مترابطة

 ,∞−)                           اذاً. y ∉ Sو  x ∈ S ,z ∈ S ,x < y < zافرض أن . مترابطة Sلتكن , بالمقابل

y) ∩ S = (−∞, y] ∩ S  هي مجموعة جزئية مفتوحة ومغلقة فيS . لذلكS  تملك مجموعة جزئية مغلقة

غير مترابطة يجب أن نبين ان هذه المجموعة المغلقة المفتوحة لا  Sلبيان ان . S ∩ (y ,∞−)مفتوحة وهي 

 ∌ z               ولكن z ∈ S لأن Sوهي لا تساوي . xوهي ليست خالية لانها تحوي . وليست خالية Sتساوي 

(−∞, y) ∩ S . لذلكS لذلك . وهذا تناقض. ليست مترابطةS هي فترة        .                          � 

الى آخره هي مترابطة في  (a, b), [a, b]مثل  Թالفضاءات الجزئية من ". مترابط"الآن سنرى سبب التسمية 

 حين أن فضاءات جزئية مثل

                          X = [0, 1] ∪ [2, 3] ∪ [5, 6] 
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 ليست مترابطة" غير مترابطة"والتي هي اتحاد لقطع 

 .بداية نقدم ملاحظة تبدو انها بديهية. [1 ,0] ؈ (1 ,0)دعنا الآن نعود لمسألة اثبات أن 

هو فضاء جزئي  X \ {a}لذلك  a ∈ Xلتكن . هوميومورفزماً f : (X, τ) → (Y, τ1) ليكن .ملاحظة 4.3.6

 X)اذاً . τ3ويملك تبولوجيا محدثة  Yهو فضاء جزئي من  Y \ {f(a)}آذلك . τ2ويملك تبولوجيا محدثة  Xمن 

\ {a}, τ2) ك لـ هوميومورف(Y \ {f(a)}, τ3). 

. x ∈ X \ {a}لكل g(x) = f(x)على الشكل  g : X \ {a} → Y \ {f(a)}عرف .برهان بالخطوط العريضة

 �                                      ).              اآتب برهان ذلك(هو هوميومورفزم  gمن السهل اثبات أن 

 آنتيجة مباشرة لذلك لدينا

 

 فإن c < dو  a < bحيث  أعداد حقيقية dو  a ,b ,cاذا آان  .نتيجة 4.3.7

)I ((a, b) ؈ [c, d) 

)II ((a, b) ؈ [c, d] 

)III ([a, b) ؈ [c, d] 

 

 \ X              اذاً . )X,τ(  ≅  (Y, τ1)افرض أن . (a, b) = (Y, τ1)و  (c, d] = (X, τ)ليكن ) I( .البرهان

{c} ≅ Y \ {y}  لبعضy ∈ Y . ولكنX \ {c} = (c, d) في حين انن عندما , هو فترة ولذلك هو مترابط

 ,4.3.2لذلك باستخدام تمهيدية . فإن الفضاء الناتج هو غير مترابط (a, b)نزيل أي نقطة من 

       X \ {c} ؈ Y \ {y}  لكلy ∈ Y. 

 .(c, d] ؈ (a, b) لذلك . وهذا تناقض

)II ([c, d] \ {c}  هي مترابطة في حين ان(a, b) \ {y}  ليست مترابطة لكلy ∈ (a, b) .  لذلك         (a, 

b) ؈ [c, d]. 

)III ( افرض أن [a, b) ≅ [c, d] . ًاذا[c, d]\{c} ≅ [a, b)\{y}  لبعضy ∈ [a, b) .لذلك 

([c, d] \ {c}) \ {d} ≅ ([a, b) \ {y}) \ {z}  لبعضz ∈ [a, b) \ {y} أي أن 



84 
 

 (c, d) ≅ [a, b) \ {y, z}  لبعضy وz  في[a, b)  حيثy ≠ z . ولكن(c, d)   مترابطة في حين أن[a, 

b) \ {y, z} , لبعضy وz  في[a, b)  حيثy ≠ z ,وهذا يعني أن . لذلك لدينا تناقض. ليست مترابطة [a, 

b) ؈ [c, d]                                                                                               .� 

 4.3تمارين 

 فقط من الفضاءات التاليةك لواحدة ن اعلاه أن آل فترة هي هوميومورفاستنتج م -1

           {0}      ,(0, 1)      ,[0, 1]      ,[0, 1). 

 

والذي يملك اآثر من نقطة هو غير مترابط  Թان آل فضاء جزئي معدود من  4.3.5استنتج من تمهيدية  -2

 ).هي غير مترابطة Էو  Ժبشكل خاص (

 

X = {(x, y) : x2أي أن  Թଶهي دائرة الوحدة في  Xلتكن  -3
 + y2

 .وتملك تبولوجيا الفضاء الجزئي {1 = 

)I(  أثبت أنX \ {(1, 0)} (1 ,0)ك للفترة المفتوحة هوميومورف. 

)II(  استنتج أنX و  (1 ,0) ؈X [1 ,0] ؈. 

)III(  ملاحظاً أن لكل نقطةa ∈ X  الفضاء الجزئيX \ {a}  هو مترابط أثبت أنX 1 ,0] ؈). 

)IV(  استنتج أنX ك لأي فترةليست هوميومورف. 

 

 المعطى على الشكل Թଶالفضاء الجزئي من  Yلتكن  -4

Y = {(x, y) : x2
 + y2

 = 1} ∪ {(x, y) : (x − 2)2
 + y2

 = 1} 

)I(  هلY ك للفضاء هوميومورفX  أعلاه؟ 3في تمرين 

)II(  هلY ك لأي فترة؟هوميومورف 

 

 المعطى على الشكل Թଶالفضاء الجزئي من  Zلتكن  -5

Z = {(x, y) : x2
 + y2

 = 1} ∪ {(x, y) : (x − 3/2)2
 + y2

 = 1} 

 أثبت أن
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)I( Z و, ك لأي فترةليست هوميومورف 

)II( Z ك لـ ليست هوميومورفX  أوY  أعلاه 4و  3المعرفان في تمارين. 

 .أو أي فضاء جزئي من هذه الفضاءات Թ ,Թଶك لـ بت أن خط سورجنفري ليس هوميومورفأث -6

 

7- )I ( 5 # 1.1أثبت أن الفضاء التبولوجي في تمارين )I (9 # 1.1ك للفضاء في تمارين ليس هوميومورف 

)II(. 

)II *( هل , 5 # 1.1في تمارين(X, τ2)  ≅  )X, τ1(؟ 

)III *( هل , 9 # 1.1في تمارين(X, τ9)  ≅  )X, τ1(؟ 

 

اثبتت أصلاً ( من العبارات التالية أثبت آلاً. هي مجموعة غير منتهية Xحيث  فضاءً تبولوجياً )X, τ(ليكن  -8

 ).Bill Sandsو  John Ginsburgمن قبل 

)I *()X, τ( ك لـ يملك فضاءً جزئياً هوميومورف)Գ, τ1(  حيث اماτ1  هي التبولوجيا غير المتقطعة أو)Գ, 

τ1( هو فضاء-T0. 

)II(* * ليكن)X, τ( فضاء-T1 . اذا آان)X, τ( ك لـ يملك فضاءً جزئياً هوميومورف)Գ, τ2(  حيثτ2  اما

 .مغلق أو التبولوجيا المتقطعة –ان تكون التبولوجيا منتهي 

)III ( استنتج من)II (تهياً ولذلك أن أي فضاء هوسدورف غير منتهي يحوي فضاءً جزئياً متقطعاً غير من

 .مع التبولوجيا المتقطعة Գك لـ فضاء جزئي هوميومورف

)IV **( ليكن)X, τ( فضاء-T0 وليس فضاء-T1 . اذاً الفضاء)X, τ( ك لـ يملك فضاءً جزئياً هوميومورف

)Գ, τ3(  حيثτ3  مكون منԳ ,Ø  وآل المجموعات{n, n + 1, . . . } ,n ∈ N. 

)V( ك لـ تهي يملك فضاءً جزئياً هوميومورفأن آل فضاء تبولوجي غير من استنتج من أعلاه)Գ, τ4( 

أو واحد من , مغلق –التبولوجيا منتهي , التبولوجيا المتقطعة, هي التبولوجيا غير المتقطعة τ4حيث 

 initial segment( بتبولوجيا القطعة الابتدائيةوالمعروفين ) IV(التبولوجيين الموصوفين في 

topology (تبولوجيا القطعة النهائيةو )final segment topology (بالاضافة . على التوالي

 .هي هوميومورفيك Գليس أي اثنين من هذه التبولوجيات الخمسة على , ذلكل
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 local( هوميومورفزم موضعييسمى   f : X → Yالاقتران . فضاءات تبولوجية (Y, τ1)و  )X, τ(ليكن  -9

homeomorphism ( اذا آانت آل نقطةx ∈ X  ًتملك جواراً مفتوحاU  بحيث تكون صورةU  باستخدامf  هي

والتبولوجيا  τ2هي  τبواسطة  Uأي أنه اذا آانت التبولوجيا المحدثة على  (Y, τ1)في  Vفضاء جزئي مفتوح 

يقال أن الفضاء . (V, τ3)الى  (U, τ2)هو هوميومورفزم من  fفإن  τ3هي  τ1بواسطة  V = f(U)المحدثة على 

الى  )X, τ(اذا وجد هوميومورفزم موضعي من  (Y, τ1)للفضاء  هوميومورفك موضعياً )X, τ(التبولوجي 

(Y, τ1). 

)I(  اذا آان)X, τ(  و(Y, τ1)  فضائين تبولوجيين هوميومورفك أثبت أن)X, τ(  هوميومورفك

 .(Y, τ1)موضعياً للفضاء 

)II(  اذا آان)X, τ(  فضاءً جزئياً مفتوحاً من(Y, τ1) , أثبت أن)X, τ(  ًهوميومورفك موضعيا

 .(Y, τ1)للفضاء 

)III *( أثبت أنه اذا آانf : (X, τ) → (Y, τ1)   هو هوميومورفزم موضعي فإنf  يصور آل مجموعة

 .(Y, τ1)الى مجموعة جزئية مفتوحة في  (X, τ)مفتوحة من  جزئية
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 خلاصة 4.4

فضاءات , تكوين فضاءات جزئية: هناك ثلاثة طرق مهمة لخلق فضاءات تبولوجية جديدة من اخرى قديمة

. تكوين فضاءات جزئية تم دراسته في هذا الفصل. سنفحص الثلاثة في الوقت المناسب. فضاءات النسبة, الضرب

 .الى آخره Է ,[a, b] ,(a, b)هذا سمح لنا أن نقدم الفضاءات المهمة 

 تبولوجيةالخاصية تسمى . هي علاقة تكافؤ" ≅"لاحظنا أن . المفهوم الرئيسي للهوميومورفزمعرفنا 

)topological ( اذا آانت محفوظة بالهوميومورفزم أي اذا آان(Y, τ1)  ≅  )X,τ(  و)X,τ(  يملك الخاصية

ك لذلك أي فضاء هوميومورف. بولوجيةتم بيان أن الترابط هو خاصية ت. يجب أن يملك هذه الخاصية (Y, τ1)فإن 

قمنا آذلك بتعريف مفهوم الفترة ). عدد آخر من الخواص التبولوجية تم ذآرها. (لفضاء مترابط هو آذلك مترابط

 .Թعلى شكل صيغة وبينا آذلك أن الفترات هم فقط الفضاءات الجزئية المترابطة في  Թفي 

أثبتنا . فإنه عمل ممتع أن تبين فيما اذا آانا هوميومورفك أم لا (Y, τ1)و  )X,τ(اذا أُعطيت فضائين تبولوجيين 

في . {0}و  (1 ,0], (1 ,0), [1 ,0]هي هوميومورفك لواحدة وواحدة فقط من المجموعات  Թأن آل فترة في 

. Թଷليست هوميومورفك لـ  Թଶالمسألة الأصعب هي أن تبين أن . Թଶهوميومورفك لـ  Թالجزء التالي نرى أن 

اذا وفقط اذا آان  Թ୬ ≅ Թ୫لا زالت الحقيقة القائمة أن . هذا سوف يعمل لاحقاً بواسطة نظرية منحنى جمردان

n = m .هذا يتم التوصل إليه بشكل أفضل عن طريق التبولوجيا الجبرية والتي لها مساس بسيط مع هذا الكتاب. 

 .هو موضوع ممتع ومهم قدمت تعريف زمرة من الهوميومورفزميات والذي 6 # 4.2تمارين 
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 الفصل الخامس

 

 Continuous Mappingsالاقترانات المتصلة    

 

 مقدمة

في الجبر الخطي ". الأسهم"و " الأشياء"في معظم فروع الرياضيات البحتة ندرس ما يسمى في نظرية التصنيف 

 linear(الخطية والأسهم هي التحويلات ) vector spaces(الأشياء هي فضاءات متجهة 

transformations .( في نظرية الزمر الأشياء هي الزمر)groups ( والأسهم هي الهومومورفزمات

)homomorphisms (في . في حين أن في نظرية المجموعات الأشياء هي المجموعات والأسهم هي الاقترانات

 .الاقترانات المتصلة.... والآن سنقدم الأسهم . التبولوجيا الأشياء هي الفضاءات التبولوجية

 continuous mappingsالاقترانات المتصلة    5.1

 .Թالى  Թلدينا تعريف الاقتران المتصل من  1بالتأآيد مألوف

يوجد عدد  εولكل عدد حقيقي موجب  a ∈ Rاذا آان لكل ) continuous( متصلاًيسمى  f : Թ → Թالاقتران 

 .f(x) − f(a) |< ε |يعطي  x − a |< δ |بحيث أن  δحقيقي موجب 

أو " قيمة مطلقة"ليس واضحاً بشكل مطلق آيف نعمم هذا التعريف في الفضاءات التبولوجية حيث لا نملك 

 .للاتصال بحيث يكون ملائماً أآثر للتعميم) مكافىء(لذلك سوف نبحث عن تعريف آخر ". طرح"

 (f(a) − ε, f(a) + ε) ولكل فترة a ∈ Rهو متصل اذا وفقط اذا آان لكل  f : Թ → Թ من السهل مشاهدة أن

 .x ∈ (a − δ , a + δ) لكل f(x) ∈ (f(a) − ε , f(a) + ε)بحيث أن  δ > 0يوجد  ε > 0حيث 

المساندة التالية تبين ". طرح"ولكنه لا يزال يحوي " القيمة المطلقة"التعريف هو تحسين لأنه لا يشمل مفهوم  هذا

 آيف نتجنب الطرح

اذا . δ–ε  الجزء المبكر من هذا الفصل يفترض أنك تملك بعض المعرفة في التحليل الحقيقي وبشكل خاص تعريف الاتصال بواسطة 1

 .5.1.3لم تكن هذه الحالة صحيحة تحول مباشرة الى تعريف 
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 Uولكل مجموعة مفتوحة  a ∈ Rمتصل اذا وفقط اذا آان لكل  Թ .Fالى  Թاقتران من  fليكن  .مساندة 5.1.1

 .f(V ) ⊆ Uبحيث  aتحوي  Vيوجد مجموعة مفتوحة  f(a)تحوي 

 

 dو  cاذاً يوجد أعداد حقيقية . f(a)مجموعة مفتوحة تحوي  Uو  a ∈ Rلتكن . متصل f افرض أن .البرهان

 لكي يصبح f(a) – cو  d − f(a)تساوي اصغر العددين  εاجعل . f(a) ∈ (c, d) ⊆ Uبحيث 

                                 (f(a) − ε , f(a) + ε) ⊆ U 

 Vلتكن . x ∈ (a − δ , a + δ)لكل  f(x) ∈ (f(a) − ε , f(a) + ε)بحيث  δ > 0متصل يوجد  fلأن الأقتران 

 .آما هو مطلوب f(V ) ⊆ Uو  a ∈ Vاذاً . (a − δ , a + δ)هي المجموعة المفتوحة 

 fيجب أن نبين أن . f(V ) ⊆ Uبحيث  aتحوي  Vولكل مجموعة مفتوحة  a ∈ Rبالمقابل افرض أن لكل 

هي مجموعة  Uلذلك . U = (f(a) − ε , f(a) + ε)اجعل . أي عدد حقيقي موجب εو  a ∈ Rلتكن . متصل

هي مجموعة  Vلأن . f(V ) ⊆ Uبحيث أن  aتحوي  Vولذلك يوجد مجموعة مفتوحة . f(a)مفتوحة تحوي 

 aو  d – aتساوي اصغر الرقمين  δاجعل . a∈ (c, d) ⊆ Vبحيث  dو  cيوجد أعداد حقيقية  aمفتوحة تحوي 

– c  لكي يصبح(a − δ , a + δ) ⊆ V .اذاً لكل x ∈ (a − δ , a + δ), f(x) ∈ f(V ) ⊆ U  آما هو

 �                                                        .                                      متصل fلذلك . مطلوب

 

على أية حال المساندة التالية تمكننا ان , لتعريف الاتصال 5.1.1يمكن أن نستخدم الخاصية الموصوفة في مساندة 

 .نضع تعريفاً أآثر روعة
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فإن الشرطين التاليين . (′Y, τ)الى فضاء تبولوجي  )X,τ(اقتراناً من فضاء تبولوجي  fليكن  .مساندة 5.1.2

 :متكافئين

)I ( لكلU ∈ τ′  ,f−1(U) ∈ τ. 

)II ( لكلa ∈ X  وU ∈ τ′  حيثf(a) ∈ U  يوجدV ∈ τ  بحيثa ∈ V  وf(V ) ⊆ U. 

 

 V  اجعل. f−1(U) ∈ τاذاً . f(a) ∈ Uحيث  ′U ∈ τو  a ∈ Xلتكن . متحقق) I( افرض أن الشرط .البرهان

= f−1(U)  فأصبح لديناa ∈ V ,V ∈ τ  وf(V ) ⊆ U . لذلك الشرط)II (متحقق. 

اذا . f−1(U) ∈ τ فمن الواضح ان f−1(U) = Øاذا آان  .′U ∈ τلتكن . متحقق) II(بالمقابل افرض أن الشرط 

. f(V) ⊆ Uو a ∈V بحيث V∈ τلذلك يوجد . f(a) ∈ Uاذاً . a ∈ f−1(U)افرض أن  f−1(U) ≠ Øآان 

 f−1(U)   هذا يعطي ان 3.2.9باستخدام نتيجة . ∋ V ⊆ f−1(U) aبحيث  V ∈ τيوجد  a ∈ f−1(U)لذلك لكل 

∈ τ . لذلك الشرط)I (متحقق. 

 

مجموعة جزئية  هو متصل اذا وفقط اذا آان لكل f : Թ → Թان معاً نلاحظ  5.1.2و  5.1.1بوضع المساندات 

 .هي مجموعة مفتوحة Թ ,f−1(U)في  Uمفتوحة 

 

 :هذا يقودنا لتعريف مفهوم الاقتران المتصل بين فضائين تبولوجيين آما يلي

 

 : f              الاقتران    . Yالى  Xاقتراناً من  fفضائين تبولوجيين و  (Y, τ1)و  )X,τ(ليكن  .تعريف 5.1.3

(X, τ) → (Y, τ1)  اقتراناً متصلاًيسمى )continuous mapping ( اذا آان لكلU ∈ τ1,        f−1(U) ∈ 

τ. 

 

 ,X)                 من الملاحظات أعلاه نلاحظ أن هذا التعريف للاتصال ينطبق مع التعريف العادي عندما     

τ) = (Y, τ1) = Թ. 
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 .دعنا نذهب الى بعض الامثلة السهلة لنرى جمال هذا التعريف للاتصال عند التطبيق والممارسة

 

هو الاقتران  fأي أن  x ∈ Թلكل  f(x) = xالمعطى على لشكل  f : Թ → Թن تأمل الاقترا .مثال 5.1.4

 �.متصل fولذلك هي مفتوحة وهذا يعني أن  f−1(U) = Uنلاحظ أن  Թفي  Uلأي مجموعة مفتوحة . المحايد

 

أي مجموعة  Uلتكن . x ∈ Թثابت ولكل  cحيث  f(x) = cمعطى بالقاعدة  f : Թ → Թليكن  .مثال 5.1.5

 f−1(U)في آلتا الحالتين . c ∉ Uاذا آانت  Øو  c ∈ Uاذا آانت  f−1(U) = Թواضح أن . Թمفتوحة في 

 �.                                                                                                متصل fلذلك . مفتوحة

 

 المعرف على الشكل f : Թ → Թتأمل الاقتران . مثال 5.1.6

                       fሺxሻ ൌ ቊ
x െ 1, ݔ  3

ଵ
ଶ

ሺx  5ሻ, ݔ  3 

 

                                                                 5 

                                                                 4 

                                                                 3 

                                                                 2 

                                                                 1 

                         5      4      3      2      1      0 

 

 .تذآر أن الاقتران هو متصل اذا وفقط اذا آانت الصورة العكسية للمجموعة المفتوحة هي مجموعة مفتوحة

 .ليست مفتوحة f−1(U)بحيث أن  Uليس متصلا يجب أن نجد فقط مجموعة مفتوحة واحدة  fلذلك لإثبات أن 

 �.                            ليس متصلاً fلذلك . هي مجموعة ليست مفتوحة [f−1((1, 3)) = (2, 3لاحظ أن 
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 .2يمكن اعادة صياغتها الآن بالطريقة التالية 5.1.2لاحظ أن مساندة 

 

متصل اذا وفقط اذا  fالاقتران . (′Y, τ)الى الفضاء  (X, τ)اقتراناً من فضاء تبولوجي  fليكن  .تمهيدية 5.1.7

 .f(V ) ⊆ Uو  x ∈ Vبحيث أن  V ∈ τيوجد , f(x) ∈ Uحيث  ′U ∈ τولكل  x ∈ Xآان لكل 

 

 gو     f : (X, τ) → (Y, τ1)اذا آان . فضاءات تبولوجية (Z, τ2)و  (′Y, τ), (X, τ) لتكن .تمهيدية 5.1.8

: (Y, τ1) → (Z, τ2)  اقترانات متصلة فإن الاقتران المرآبg o f : (X, τ) → (Z, τ2) متصل. 

 

 .البرهان

 g)فإن  U ∈ τ2هو متصل يجب أن نبين انه اذا آانت  g o f : (X, τ) → (Z, τ2)أن الاقتران المرآب  لإثبات

o f)−1(U) ∈ τ. 

 .1(U) = f−1(g−1(U))−(g o f)لكن 

 τمفتوحة في  f−1(g−1(U))لذلك . τ1مفتوحة في  g−1(U)متصل فإن  gبما أن . (Z, τ2)مفتوحة في  Uلتكن 

 �.                                        متصل g o fلذلك . 1(U) = f−1(g−1(U))−(g o f)ولكن . متصل fلأن 

المجموعات المغلقة بدلاً من المجموعات المفتوحة النتيجة التالية تبين أن الاتصال يمكن أن يوصف عن طريق 

 .اذا رغبنا

 

متصل اذا وفقط  f : (X, τ) → (Y, τ1)الاقتران . فضائين تبولوجيين (Y, τ1)و  (X, τ) ليكن .تمهيدية 5.1.9

 .Xمجموعة جزئية مغلقة في  Y ,f−1(S)في  Sاذا آان لكل مجموعة جزءية مغلقة 

 

 مباشرة من ملاحظة أنهذه النتيجة تنتج . البرهان

 �                                                                                     f−1(Sمتممة (  = f−1(S)متممة 

 .وبرهانها يجب أن تعمل ذلك الآن 5.1.2اذا لم تكن قد قرأت مساندة  2
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 f : (X, τ) → (Y, τ1)اذا آان : بين الاقترانات المتصلة والهوميومورفزمات هناك علاقة .ملاحظة 5.1.10

 .بالتأآيد ليس آل اقتران متصل هو هوميومورفزم. هوميومورفزم فإنه اقتران متصل

تخبر بكامل " هوميومورفزم"وتعريف " الاتصال"التي برهانها ينتج من تعريف , على آل حال التمهيدية التالية

 .القصة

 

هو  fفإن . Yالى  Xاقتران من  fفضائين تبولوجيين و  (Y, τ1)و  (X, τ)ليكن  .تمهيدية 5.1.11

 هوميومورفزم اذا وفقط اذا آان

)I (f متصل, 

)II (f  واحد لواحد وشامل أي أن الاقتران النظيرf−1
 : Y → X موجود, 

)III (f−1 متصل.                                                                                                   � 

 

برهانها . الاقتران المتصل هو اقتران متصل) restriction(تقييد  التمهيدية التالية هي نتيجة مفيدة تخبرنا أن

 .8 # 5.1انظر آذلك تمارين  –الروتيني ترك للقارىء 

 

 A, اقتران متصل f : (X, τ) → (Y, τ1), فضائين تبولوجيين (Y, τ1)و  (X, τ)ليكن  .تمهيدية 5.1.12

هو تقتتد  g : (A, τ2) → (Y, τ1)بالاضافة لذلك ليكن . Aالتبولوجيا المحدثة على  τ2و  Xمجموعة جزئية من 

f  علىA , أي أنg(x) = f(x)  لكلx ∈ A . فإنg متصل. 
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 5.1تمارين 

1- )I ( ليكنf : (X, τ) → (Y, τ1) ًأثبت أن . اقتراناً ثابتاf متصل. 

    )II ( ليكنf : (X, τ) → (X, τ) أثبت أن . الاقتران المحايدf متصل. 

 معطى بالشكل التالي f : Թ → Թليكن  -2

)I(  أثبت أنf  5.1.6غير متصل باستخدام طريقة مثال. 

)II(  أوجدf−1({1})  استنتج أن  5.1.9وباستخدام تمهيديةf 

 معطى بالشكل التالي f : Թ → Թليكن  -3

 .)برر اجابتك(متصل؟  fهل 

 f : (X, τ) → Թعرف . X = [0, 1] ∪ [2, 4]المعطى على الشكل  Թالفضاء الجزئي من  (X,τ)ليكن  -4

 على الشكل

 )هل هذا فاجأك؟(متصل  fأثبت أن 

 : fأثبت أن الاقتران                    . τ1قاعدة للتبولوجيا  ीଵو  فضائين تبولوجيين (Y, τ1)و  (X,τ)ليكن  -5

(X, τ) → (Y, τ1)  هو متصل اذا وفقط اذا آانf−1(U) ∈ τ  لكلU ∈ ीଵ. 

أثبت أن , فضاءً متقطعاً (X,τ) اذا آان. Yالى  Xاقتران من  fو  فضائين تبولوجيين (Y, τ1)و  (X,τ)ليكن  -6

f متصل. 

, فضاءً غير متقطعاً (X,τ) اذا آان. Yالى  Xاقتران من  fو  فضائين تبولوجيين (Y, τ1)و  (X,τ)ليكن  -7

 .متصل fأثبت أن 

مجموعة  Aلتكن . اقتراناً متصلاًf : (X, τ) → (Y, τ1)  و فضائين تبولوجيين (Y, τ1)و  (X,τ)ليكن  -8

 g و                     Bالتبولوجيا المحدثة على  A ,B = f(A) ,τ2التبولوجيا المحدثة على  τ2و , Xجزئية من 

: (A, τ2) → (B, τ3)هو تقييد f  علىA . أثبت أنg متصل. 
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ولكل  x ∈ Xمتصل اذا وفقط اذا آان لكل  fاثبت أن . (′Y, τ) الى الفضاء (X,τ) اقتراناً من الفضاء fليكن  -9

 .f(M) ⊆ Nبحيث أن  xلـ  Mيوجد جوار  f(x)لـ  Nجوار 

 τ2و (  τ2من ) finer topology( تبولوجيا أرقتسمى  X .τ1تبولوجيان على مجموعة  τ2و  τ1لتكن  -10

 أثبت أن. τ1 ⊆ τ2اذا آان ) τ1من ) coarser topology( تبولوجيا أشدتسمى 

)I(  التبولوجيا الاقليدية علىԹ  مغلق على  –أرق من التبولوجيا منتهيԹ. 

)II(  الاقتران المحايدf : (X, τ1) → (X, τ2)  متصل اذا وفقط اذا آانτ1  تبولوجيا أرق منτ2. 

 .x ∈ Թلكل  f(x) = 0أثبت أن . qلكل عدد نسبي  f(q) = 0اقتراناً متصلاً بحيث أن  f : Թ → Թليكن  -11

واحداً  fاذا آان . اقتراناً متصلاًf : (X, τ) → (Y, τ1) و  فضائين تبولوجيين (Y, τ1)و  (X,τ)ليكن  -12

 أثبت أن, لواحد

)I( (Y, τ1)  هوسدورف يعطي أن (X,τ) هوسدورف. 

)II( (Y, τ1)  فضاء-T1 يعطي أن (X,τ) فضاء-T1. 

متصل اذا وفقط اذا آان  fأثبت ان . Yالى  Xاقتران من  fو  فضائين تبولوجيين (Y, τ1)و  (X,τ)ليكن  -13

 .ሻതതതതതതܣሺ݂ ⊇ (ҧܣ)X ,fمن  Aلكل مجموعة جزئية 

 ].5.1.9استخدم تمهيدية : مساعدة [

 

 Intermediate Value Theorem   نظرية القيمة الوسيطية    5.2

 

 اذا آان. شامل ومتصلf : (X, τ) → (Y, τ1) و  فضائين تبولوجيين (Y, τ1)و  (X,τ)ليكن  .تمهيدية 5.2.1

(X,τ) مترابط فإن (Y, τ1) مترابط. 

 

 Uو   U ≠ Øبحيث  Uاذاً هو يملك مجموعة جزئية مغلقة مفتوحة . ليس مترابطاً (Y, τ1) افرض أن .البرهان

≠ Y . بما أنf  متصل فإنf−1(U)  أي أن  5.1.9هي مجموعة مفتوحة وآذلك مغلقة باستخدام تمهيديةf−1(U) 

 f−1(U) ≠ Xآذلك     . U ≠ Øشامل و  fلأن  f−1(U) ≠ Øالآن . Xهي مجموعة جزئية مغلقة مفتوحة في 

هو   (Y, τ1) لذلك. وهذا تناقض. ليس مترابطاً (X,τ) لذلك. شاملاً fلكون  U = Yلأن لو ذلك آان صحيحاً فإن 

 �.                                                                                         مترابط
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 .)جد مثالاً على ذلك". (شامل"التمهيدية أعلاه ستكون خاطئة اذا تم اسقاط شرط ) I( .ملاحظات 5.2.2

)II (طة هي مترابطةأي صورة متصلة لمجموعة متراب: تقول 5.2.1تمهيدية , ببساطة. 

)III ( تخبرنا أنه اذا آان 5.2.1تمهيدية (X,τ) فضاءً مترابطاً و (Y, τ′) نه لا يوجد أي اقتران فإ غير مترابط

في حين أن هناك عدد غير منتهي من , على سبيل المثال. بحيث يكون متصلاً (′Y, τ) الى (X,τ) من شامل

لاحظنا أن  10 # 5.2في الواقع في تمارين . ليس أي منهم متصلاً) Ժأو ( Էالى  Թالاقترانات الشاملة من 

 �.                                             هي الاقترانات الثابتة) Ժأو الى ( Էالى  Թالاقترانات المتصلة من 

 

 النسخة المقوية التالية لمفهوم الترابط مفيدة في أغلب الأحيان

 

 bو  aاذا آان لكل زوج ) path‐connected( مترابط مسارياًيسمى  (X,τ) الفضاء التبولوجي .تعريف 5.2.3

 fالاقتران . f(1) = bو  f(0) = aبحيث f : [0, 1] → (X, τ) يوجد اقتران متصل  Xمن النقاط المختلفة في 

 .bو  aمساراً يربط يسمى 

 

 �.                                                 من السهل مشاهدة أن آل فترة هي مترابطة مسارياً .مثال 5.2.4

n ≥ 1 ,Թلكل  .مثال 5.2.5
୬

 �.                                                                     مترابط مسارياً 

 

 .آل فضاء مترابط مسارياً هو مترابط .تمهيدية 5.2.6

 

اذاً هو يملك مجموعة جزئية مغلقة . فضاءً مترابطاً مسارياً وافرض انه ليس مترابطاً (X,τ) ليكن .البرهان

مترابط  (X,τ)لأن . b ∈ X \ Uو  a ∈ Uبحيث  bو  aلذلك يوجد . U ≠ Xو   U ≠ Ø بحيث Uمفتوحة 

 .f(1) = bو  f(0) = aبحيث f : [0, 1] → (X, τ) مسارياً يوجد اقتران 

ولذلك  a ∈ U ,0 ∈ f−1(U)لان . [1 ,0]هي مجموعة جزئية مغلقة مفتوحة من  f−1(U), على آل حال

f−1(U) ≠ Ø . لأنb ∉ U ,1 ∉ f−1(U) لذلك وf−1(U) ≠ [0, 1] . وهذا يعني أنf−1(U)  هي مجموعة

 لذلك. [1 ,0]مما يناقض ترابط المجموعة  f−1(U) ≠ [0, 1] و f−1(U) ≠ Ø, [1 ,0]جزئية مغلقة مفتوحة من 

(X,τ) مترابط                                                                                                  .� 
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آمثال . ليس صحيحاً أي أن ليس آل فضاء مترابط هو مترابط مسارياً 5.2.6تمهيدية  عكس .ملاحظة 5.2.7

Թعلى مثل هذا الفضاء هو الفضاء الجزئي من 
ଶ

 :التالي 

X = {(x, y) : y = sin(1/x), 0 < x ≤ 1} ∪ {(0, y) : −1 ≤ y ≤ 1}           

ليس مترابطاً مسارياً يمكن مشاهدته باثبات عدم وجود مسار  Xآون . مترابط Xيبين أن  6 # 5.2تمارين  [

 �                               ].ارسم شكلاً وحاول أن تقنع نفسك بذلك. (π, 0/1)مع مثلاً النقطة  (0 ,0)يربط 

 

Թ ؈ Թنستطيع الآن أن نبين أن 
ଶ

. 

 

Թواضح أن  .مثال 5.2.8
ଶ

ولكن . هو مترابط 5.2.6ليس مترابطاً مسارياً ولذلك باستخدام تمهيدية  {(0 ,0)} \ 

Թ \ {a}  لأيa ∈ Թ ًلذلك . ليس مترابطاԹ ؈ Թ
ଶ

                                                          .� 

 

للتبولوجيا على نظرية للقيمة الوسيطية والتي هي تطبيق جميل ) Weirestrass(الآن سنقدم نظرية ويرستراص 

 .المفهوم التبولوجي الحاسم في النتيجة هو الترابط. الاقترانات للمتغير الحقيقي

 

اذاً . f(a) ≠ f(b)متصلاً وليكن  f : [a, b] → Թليكن ) نظرية ويرستراص للقيمة الوسيطية( .نظرية 5.2.9

 .f(c) = pبحيث  c ∈ [a, b]يوجد نقطة  f(b)و  f(a)بين  p لكل عدد

 

 4.3.5باستخدام تمهيدية . مترابطة f([a, b])تقول أن  5.2.1تمهيدية , متصل fمترابطة و  [a, b]لأن  .البرهان

فإن , f(b)و  f(a)بين  pلذلك اذا آانت . f([a, b])هما في  f(b)و  f(a)الآن . هي فترة f([a, b])هذا يعطي أن 

p ∈ f([a, b])  أي أنp = f(c)  لبعضc ∈ [a, b]                                                .� 

 

  a, b[ ∈x[فإنه يوجد  b(f ( >0و  f)a ( <0متصلاً بحيث أن   f] :Թ → ]a, b اذا آان .نتيجة 5.2.10

 �.                                                                                                      0x(f = (بحيث 
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 z ∈ [0, 1]اذاً يوجد . [1 ,0]الى  [1 ,0]اقتراناً متصلاً من  fليكن ) نظرية النقطة الثابتة( .نتيجة 5.2.11

 ).fixed pointتسمى نقطة ثابتة  zالنقطة ( f(z) = zبحيث 

 

 f(0)لذلك يكفي أن نعتمد الحالة عندما    . النتيجة واضح أنها صحيحة f(1) = 1أو  f(0) = 0 اذا آان .البرهان

 .f(1) < 1و  0 <

و  g(0) = −f(0) < 0, متصل gواضح أن  .g(x) = x − f(x)معرف على الشكل  g : [a, b] → Թليكن 

g(1) = 1 − f(1) > 0 . يوجد  5.2.10لذلك باستخدام نتيجةz ∈ [0, 1]  بحيث أنg(z) = 0           أي أنz 

− f(z) = 0  أوf(z) = z. 

) Brouwer(نظرية برووير هي حالة خاصة من نظرية مهمة جداً تسمى  5.2.11نتيجة  .ملاحظة 5.2.12

الى نفسه فإنه  باقتران متصل )n )n-dimensional cubeبعده اذا صورت مكعب : والتي تقول للنقطة الثابتة

أحد . ولكن معظمها تعتمد على طرق التبولوجيا الجبرية, نظريةهناك عدة براهين لهذه ال. يوجد نقطة ثابتة

 من آتاب 239 – 238البراهين المبسطة معطى في الصفحات 

“Introduction to Set Theory and Topology"  لـK. Kuratowski ,(Pergamon Press, 1961) 

 5.2تمارين 

 .أثبت أن الصورة المتصلة لفضاء مترابط مسارياً هي مترابطة مسارياً -1

 .أثبت أنه يوجد نقطة ثابتة. a < bو  Թفي  bو  aحيث , لنفسها [a, b]اقتراناً متصلاً من الفترة  fليكن  -2

3- )I ( (1 ,0)في آل مكان بالفترة  [1 ,0]خاطئة اذا بدلنا  5.2.11أعط مثالاً يبين أن نتيجة. 

)II (يقال أن الفضاء التبولوجي (X,τ)  خاصية النقطة الثابتةيملك )fixed point property ( اذا آان آل

أثبت أن الفترات الوحيدة التي تملك خاصية النقطة الثابتة هي . لنفسه يملك نقطة ثابتة (X,τ) اقتران متصل من

 .الفترات المغلقة

)III ( لتكنX المتقطعأثبت أن الفضاء . مجموعة تحوي على الأقل نقطتين (X,τ) الفضاء غير المتقطع و  

(X,τ′) لا يملكان خاصية النقطة الثابتة. 

)IV ( مغلق يملك خاصية النقطة الثابتة؟ –هل الفضاء الذي له التبولوجيا منتهي. 

)V ( الفضاءأثبت أنه اذا آان (X,τ) خاصية النقطة الثابتة و يملك (Y, τ1)  لـ فضاء هوميومورفك (X,τ) فإن 

(Y, τ1) يملك خاصية النقطة الثابتة. 
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 اذا آان. (X,τ) عائلة من الفضاءات الجزئية المترابطة من فضاء تبولوجي {Aj : j ∈ J}لتكن  -4

φ≠ځ A୨୨∈J , ځأن أثبت A୨୨∈J مترابط. 

في الواقع بين أنه . آذلك هو مترابط Aഥأثبت أن . (X,τ)فضاء جزئي مترابط من الفضاء التبولوجي  A لتكن -5

 .مترابطة Bفإن  A ⊆ B ⊆ Aഥاذا آان 

6- )I ( أثبت أن الفضاء الجزئيY = {(x, y) : y = sin (1/x) , 0 < x ≤ 1}  منԹ
ଶ

 .هو مترابط 

 ].5.2.1استخدم تمهيدية : مساعدة[

)II ( أثبت أنYഥ = Y ∪ {(0, y) : −1 ≤ y ≤ 1} 

)III ( أن لاحظ  5باستخدلم تمرينYഥ مترابطة. 

Թمجموعة آل النقاط في  Eلتكن  -7
ଶ

Թأثبت أن الفضاء . التي احاثياها الاثنان أعداد نسبية 
ଶ
\ E  مترابط

 .مسارياً

Թأي مجموعة جزئية معدودة من Cلتكن  -*8
ଶ

Թأثبت أن . 
ଶ
\ C ًمترابط مساريا. 

, )X )The component in X of aفي  aمرآبة . Xأي نقطة في  aفضاءً تبولوجياً و  (X,τ)ليكن  -9

CX(a)  تعرف بأنها اتحاد آل المجموعات الجزئية المترابطة منX  والتي تحويa .أثبت أن 

)I( CX(a) مترابطة) . أعلاه 4استخدم تمرين(. 

)II( CX(a)  هي أآبر مجموعة مترابطة تحويa. 

)III( CX(a)  مغلقة فيX) . أعلاه 5استخدم تمرين(. 

اذا آانت آل مجموعة ) totally disconnected( غير مترابط بالكامل يسمى (X,τ)التبولوجي الفضاء  -10

 :أثبت العبارات التالية. جزئية مترابطة وغير خالية هي مجموعة احادية

)I( (X,τ)  غير مترابط بالكامل اذا وفقط اذا آان لكلa ∈ X ,CX(a) = {a}) .ز في الرم لاحظ

 .).9تمرين 

)II(  المجموعةԷ المكونة من آل الأعداد النسبية مع التبولوجيا العادية هي غير مترابطة بالكامل. 

)III(  اذا آانf  اقتران متصل منԹ  الىԷ  أثبت أنه يوجدc ∈ Է  بحيثf(x) = c  لكلx ∈ Թ. 

)IV( آل فضاء جزئي من فضاء غير مترابط بالكامل هو غير مترابط بالكامل. 

)V(  آل فضاء جزئي معدود منԹ
ଶ

 .هو غير مترابط بالكامل 

)VI( خط سورجنفري هو غير مترابط بالكامل. 
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11- )I (المرآبة المسارية"عرف بطريقة فطرية  9تمرين  باستخدام) "path –  component ( لنقطة في

 .فضاء تبولوجي

)II ( مسارياًأثبت أن في أي فضاء تبولوجي آل مرآبة مسارية هي فضاء مترابط. 

)III ( اذا آان(X,τ)  ًتبولوجياً يملك خاصية أن آل نقطة في فضاءX ًأثبت أن آل , لها جواراً مترابطاً مساريا

 .استنتج أن آل مرآبة مسارية هي آذلك مجموعة مغلقة. مرآبة مسارية هي مجموعة مفتوحة

)IV ( باستخدام)III ( أثبت أن أي مجموعة جزئية مفتوحة فيԹ
ଶ

هي مترابطة اذا وفقط اذا آانت مترابطة  

 .مسارياً

 

مفتوحتين  Bو  Aاذا آانت آلتا المجموعتين . (X,τ)مجموعات جزئية من فضاء تبولوجي  Bو  Aلتكن  -*12

 .مترابطتين Bو  Aأثبت أن , مترابطتين A ∩ Bو  A ∪ Bأو آلتاهما مغلقتين وآلتا 

 

اذا وجد قاعدة للتبولوجيا مكونة من ) zero dimensional( صفر هبعد (X,τ)الفضاء التبولوجي يقال أن   -13

 :أثبت العبارات التالية, مجموعات مغلقة مفتوحة

)I( Է  وԶ صفر بعدها فضاءات 

)II( صفر هبعد يكونصفر  بعده القضاء الجزئي من فضاء 

)III(  صفر هو غير مترابط بالكامل وبعدهأي فضاء هوسدورف) . أعلاه 10هنظر تمرين(. 

)IV(  صفر يكون بعدهمتقطع آل فضاء غير 

)V(  صفر هبعد يكونآل فضاء متقطع 

)VI( أآثر من نقطة هي ليست غير مترابطة بالكامل الفضاءات غير المتقطعة التي تحوي 

)VII( أي فضاء-T0 صفر هو فضاء هبعدو-T2 

)VIII  *( أي فضاء جزئي منԹ صفر اذا وفقط اذا آان غير مترابط بالكامل هبعد يكون. 

 

 .)9 # 4.3انظر تمارين . (أثبت أن آل هوميومورفزم موضعي هو اقتران متصل -14
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 خلاصة 5.3

اذا آان يملك الخاصية أن الصورة " متصل"يسمى  في هذا الفصل قلنا أن الاقتران بين فضاءين تبولوجيين

مقارنة هذا التعريف مع ما تم . همهذا تعريف رائع وسهل الف. العكسية لكل مجموعة مفتوحة هي مجموعة مفتوحة

لقد عممنا تعريف التحليل الحقيقي ليس من أجل . شاهدناه في التحليل الحقيقي والذي ذآر في بداية هذا الفصل

 .التعميم ولكن بالاحرى لرؤية الذي يحدث حقاً

مترابطة  Թن تبدو نظرية ويرستراص للقيمة الوسيطية بالحدس أنها واضحة ولكن الآن نرى انها تتبع من حقيقة أ

 .وأن أي صورة متصلة لفضاء مترابط هي مترابطة

في عدة حالات لا يكفي أن يكون الفضاء مترابطاً يجب أن . قدمنا خاصية أقوى من مترابط وهي مترابط مسارياً

 .هذه الخاصية تلعب دوراً مهماً في التبولوجيا الجبرية. يكون مترابطاً مسارياً

نظريات النقطة الثابتة تلعب . هي نظرية قوية. طة الثابتة في الوقت المناسبسوف نعود لنظرية برووير للنق

لا زال . التحليل الأقتراني والمعادلات التفاضلية, أدواراً مهمة في فروع مختلفة من الرياضيات تشمل التبولوجيا

 .هو موضوع للنشاط البحثي الآن

 .آلا الاثنين مهمان لفهم الترابط". غير مترابط بالكامل"و " مرآبة"قابلنا مفاهيم  10 #و  9 # 5.2في تمارين 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



102 
 

 الفصل السادس

 

 Metric Spacesالفضاءات المترية            

 

 مقدمة

 

الفضاءات المترية تزودنا . إن الصنف الأآثر أهمية في الفضاءات التبولوجية هو صنف الفضاءات المترية

معظم التطبيقات التبولوجية في التحليل هي عن طريق , ولكن أآثر من ذلك. غني للأمثلة في التبولوجيابمصدر 

 .الفضاءات المترية

 Felixوطور وأُعطي إسماً بواسطة  Maurice Frechetبواسطة  1906مفهوم الفضاء المتري قدم في عام 

Hausdorff  1914في )Hausdorff [97].( 

 

 Metric Spacesالفضاءات المترية    6.1

 

 ,aبحيث لكل           X × Xاقتران قيمة حقيقية معرف على  dمجموعة غير خالية و  Xلتكن . تعريف 6.1.1

b ∈ X: 

)I (d(a, b) ≥ 0  وd(a, b) = 0  اذا وفقط اذا آانa = b 

)II (d(a, b) = d(b, a) و 

)III (d(a, c) ≤ d(a, b) + d(b, c) ]لكل  ]المتباينة المثلثيةa ,b  وc  فيX. 

 .bو  aبين  مسافةيشار إليها آ d(a, b)و  فضاء مترييسمى  X ,(X, d)على ) metric( مسافةيسمى  dفإن 
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 المعطى على الشكل d : Թ × Թ → Թالاقتران  .مثال 6.1.2

   d(a, b) = |a − b|  حيثa, b ∈ Թ 

 لأن Թهو مسافة على المجموعة 

)I( |a − b| ≥ 0  لكلa  وb  فيԹ و |a − b| = 0 اذا وفقط اذا آانa = b. 

)II( |a − b| = |b − a| و 

)III( |a − c| ≤ |a − b| + |b − c| ) استنتج ذلك من|x + y| ≤ |x| + |y|(. 

 �)                                                Թ )Euclidean metric on Թ المسافة الاقليدية على dنسمي 

 

d : Թالاقتران  .مثال 6.1.3
ଶ
 × Թ

ଶ
 → Թ المعطى على الشكل 

       ඥሺaଵ  െ bଵሻଶ    ሺaଶ  െ  bଶሻଶ d((a1, a2), (b1, b2)) = 

Թهو مسافة على 
ଶ

Թ المسافة الاقليدية علىتسمى  
ଶ

. 

 

       (b1, b2) 

 

                                                              (a1, a2) 

 

 

 

 

 المعرف على الشكل Թالى  X ×Xالاقتران من  dمجموعة غير خالية و  Xلتكن  .مثال 6.1.4

                    dሺa, bሻ ൌ ൜0, a ൌ  b
1, a ്  b 

 �)                                 the discrete metric( المسافة المتقطعةتسمى  Xهو مسافة على  dفإن 
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في هذه الفضاءات . )function spaces( فضاءات الاقتراناتمن الامثلة المهمة على الفضاءات المترية هي 

 .التي نضع عليها مسافة هي مجموعة اقترانات Xالمجموعة 

 

المسافة تعرف على هذه . Թالى  [1 ,0]تشير الى مجموعة الاقترانات المتصلة من  C[0, 1]لتكن  .مثال 6.1.5

 على الشكلالمجموعة 

       |fሺxሻ  െ  gሺxሻ| dxଵ
  d(f, g) = 

 .C[0, 1]في  gو  fحيث 

 x = 0هو مساحة المنطقة الواقعة بين منحنيي الاقترانين والخطين  d(f, g)التفكير اللحظي يجب ان يخبرك ان 

 آما هو موضح أدناه x = 1و 

                                                                                                 Y 

 

                                                                                         f 

 

                                                                                           g  

 

 

                  X        1                                                                   0 

 

                                                                                                                          � 
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مسافة اخرى . Թالى  [1 ,0]هي مجموعة آل الاقترانات المتصلة من  C[0, 1]مرة اخرى لتكن  .مثال 6.1.6

 :آما يلي C[0, 1]تعرف على 

                d*(f, g) = sup{|f(x) − g(x)| : x ∈ [0, 1]} 

 gو  fهو فقط أآبر فجوة بين رسمي الاقترانين  d*(f, g)واضح ان 

                                                                                                 Y 

 

                                                                                         f 

 

                                                                                           g  

 

 

                  X        1                                                                   0 

 

                                                                                                                          � 

Թيمكن أن نعرف مسافة اخرى على  .مثال 6.1.7
ଶ

 بجعل 

        d*((a1, a2), (b1, b2)) = max{| a1 − b1|, | a2 − b2|} 

 �.                                                                    yو  xيساوي أآبر القيمتين  max{x, y}حيث 

 

Թأيضاً مسافة اخرى على  .مثال 6.1.8
ଶ

 تعطى على الشكل 

       d1((a1, a2), (b1, b2)) = | a1 − b1| + | a2 − b2|                                                        � 
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 )normed vector spaces( الفضاءات المتجهة المقاسة في الفضاءات المترية هو عائلةمصدر غني للأمثلة 

ԡالطول . فضاء متجه على حقل الاعداد الحقيقية او المرآبة Vلتكن  .مثال 6.1.9 ԡ  علىV  هو اقتران منV 

 في الحقل λولكل  a, b ∈ Vبحيث أن لكل  Թالى 

)I (ԡaԡ ≥ 0  وԡaԡ = 0  اذا وفقط اذا آانa = 0 

)II (ԡܽ   ܾԡ  ≤ ԡaԡ + ԡbԡ  و 

)III ( ԡλܽԡ = |λ| ԡaԡ. 

a normed vector space  ((V, ԡ( ضاء المتجه المقاسالف ԡ)  هو فضاء متجهV  مع طولԡ ԡ. 

V, ԡ)ليكن  ԡ) اذا يوجد مسافة . فضاء متجه مقاس أي هوd  على المجموعةV  معطاة على الشكلd(a, b) 

=ԡܽ െ  ܾԡ  حيثa, b ∈ V . من السهل اختبار أنd هو فضاء متجه مقاس لذلك آل . هو في الواقع مسافة

 .فضاء متري

Թعلى سبيل المثال  
ଷ

 اذا جعلنا فضاء متجه مقاس هو 

      ඥxଵ
ଶ  xଶ

ଶ  xଷ
ଶ  =ԡሺxଵ, xଶ, xଷሻԡ     لكلԹ ∈ xଵ, xଶ, xଷ 

Թلذلك 
ଷ

 يصبح فضاءً مترياً اذا جعلنا 

                     d((a1, b1, c1), (a2, b2, c2)) = ԡሺaଵ  െ  aଶ, bଵ  െ  bଶ, cଵ  െ  cଶሻԡ  

       ඥሺaଵ  െ  aଶሻଶ  ሺbଵ  െ  bଶሻଶ  ሺcଵ  െ  cଶሻଶ= 

Թفي الحقيقة 
୬

 اذا جعلنا فضاء متجه مقاس هو, nلاي عدد صحيح موجب , 

  ඥxଵ
ଶ  xଶ

ଶ  xଷ
ଶ   …  x୬

ଶ   =ԡሺxଵ, xଶ, xଷ, … , x୬ሻԡ 

Թلذلك 
୬

 يصبح فضاءً مترياً اذا جعلنا 

                   d((a1, a2,…, an), (b1, b2,…, bn)) = ԡሺaଵ  െ  bଵ, aଶ  െ  bଶ, … , a୬ െ b୬ሻԡ 

   ඥሺaଵ  െ  bଵሻଶ  ሺaଶ  െ  bଶሻଶ  ڮ  ሺa୬  െ b୬ሻଶ                                          =� 
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Գ, ԡ)في  ԡ)  الكرة المفتوحة التي مرآزهاa  ونصف قطرهاr تعرف بأنها المجموعة 

                       Br(a) = {x : x ∈ N, ԡݔ െ  ܽԡ < r} 

 متريةيوحي بالتعريف التالي للفضاءات الهذا 

 

وبنصف  a ∈ Xالكرة المفتوحة حول . أي عدد حقيقي موجب r فضاءً مترياً و (X, d)ليكن  .تعريف 6.1.10

 .Br(a) = {x : x ∈ X, d(a, x) < r}هي المجموعة  rقطر 

 

 �.                      (a − r, a + r)هي الفترة المفتوحة  Br(a), مع المسافة الاقليدية Թفي  .مثال 6.1.11

 

Թفي  .مثال 6.1.12
ଶ

 .rونصف قطره  aهي القرص المفتوح الذي مرآزه  Br(a), مع المسافة الاقليدية 

 

 

                                                   

                                      

 

 

 

                                                                                                                � 
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Թ في. مثال 6.1.13
ଶ

 المعطاة على الشكل *dمع المسافة  

       d*((a1, a2), (b1, b2)) = max{| a1 − b1|, | a2 − b2|} 

 تشبه B1((0, 0))الكرة المفتوحة 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                                          � 

Թ  في . مثال 6.1.14
ଶ

 المعطاة على الشكل d1مع المسافة  

             d1((a1, a2), (b1, b2)) = | a1 − b1| + | a2 − b2| 

 تشبه B1((0, 0))الكرة المفتوحة 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                                  � 
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 .ولذلك يترك للقارىء لتجهيزه) سمت رسماً بيانياًخاصة اذا ر(برهان المساندة التالية سهل الى حد بعيد 

 

عددين  δ2و  δ1بالاضافة لذلك لتكن . Xنقطتين في  bو  aفضاءً مترياً و  (X, d)ليكن  .مساندة 6.1.15

 .Bδ(c) ⊆ Bδ1(a) ∩ Bδ2(b)بحيث  δ > 0فإنه يوجد  c ∈ Bδ1(a) ∩ Bδ2(b)اذا آانت . حقيقيين موجبين

 

 .6.1.15النتيجة التالية تنتج بطريقة روتينية من مساندة 

 

هو اتحاد آرات  B1 ∩ B2فإن  (X, d)آرات مفتوحة في  B2و  B1فضاءً مترياً و (X, d)ليكن  .نتيجة 6.1.16

 .(X, d)مفتوحة في 

 

 .أخيراً نحن قادرون على ربط الفضاءات المترية مع الفضاءات التبولوجية

 

 τهي قاعدة لتبولوجيا  (X, d)فإن عائلة آل الكرات المفتوحة في . فضاءً مترياً (X, d)ليكن  .تمهيدية 6.1.17

 .Xعلى 

 

 d )the topology induced by the metricالتبولوجيا المحدثة بواسطة المسافة يشار اليها ب τالتبولوجيا [

d (و (X, τ) فضاء تبولوجي محدث )induced topological space([. 

 .6.1.16و نتيجة  2.2.8هذا يتبع من تمهيدية . البرهان

هي  dالمحدثة بالمسافة  τفإن القاعدة للتبولوجيا  Թهي المسافة الاقليدية على  dت اذا آان .مثال 6.1.18

هي التبولوجيا  τمن ذلك نرى بسهولة أن . Bδ(a) = (a − δ , a + δ)ولكن . مجموعة آل الكرات المفتوحة

 �.                             Թعلى  تحدث التبولوجيا الاقليدية Թعلى المسافة الاقليدية لذلك . Թالاقليدية على 
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Թينتج ان المسافة الاقليدية على المجموعة  6.1.12ومثال ) II(1  #.2.3تمارين من  .مثال 6.1.19
ଶ

تحدث  

Թالتبولوجيا الاقليدية على 
ଶ

                                                                                         .� 

آذلك تحدث التبولوجيا الاقليدية على  *dينتج أن المسافة  6.1.13ومثال  1 # 2.3من تمارين  .مثال 6.1.20

Թالمجموعة 
ଶ

.                                                                                                         � 

Թآذلك تحدث التبولوجيا الاقليدية على المجموعة  6.1.14في مثال  d1ترك لك آتمرين أن تثبت أن المسافة 
ଶ

. 

x ∈ X ,{x} Bభفإن لكل  Xالمجموعة هو المسافة المتقطعة على  dاذا آان  .مثال 6.1.21
మ
( x) =.  لذلك آل

هي التبولوجيا  τوبناءً على ذلك . dبواسطة  Xالمحدثة على  τالمجموعات الاحادية مفتوحة في التبولوجيا 

 �.                                                                                                               المتقطعة

ثلاث أمثلة مختلفة من المسافات على نفس المجموعة والتي  6.1.14و  6.1.20, 6.1.19شاهدنا في الامثلة 

 .تحدث نفس التبولوجيا

 

اذا آانت تحدث نفس التبولوجيا ) equivalent( متكافئةتسمى  Xالمسافات على المجموعة  .تعريف 6.1.22

 .Xعلى 

 

Թعلى  6.1.14و 6.1.13, 6.1.3في الامثلة  6.1.3في الامثلة d1 و *d ,dلذلك المسافات 
ଶ

 .هي متكافئة 

 

المجموعة . dبواسطة المسافة  Xالتبولوجيا المحدثة على  τفضاءً مترياً و (X, d)ليكن  .تمهيدية 6.1.23

 Bε(a)بحيث ان الكرة المفتوحة  ε > 0يوجد  a ∈ Uوفقط اذا آان لكل  اذا (X,τ)في مفتوحة  Xمن  Uالجزئية 

 .Uهي مجموعة جزئية من 

 

 δو  b ∈ Xيوجد نقطة  a ∈ Uلكل , 6.1.17و 2.3.2باستخدام التمهيديات , لذلك. U ∈ τافرض أن  .البرهان

 .a ∈ Bε( a) ⊆ Uلذلك يمكن بسهولة رؤية أن . ε = δ − d(a, b)لتكن . a ∈ Bδ(b) ⊆ U بحيث 0 <

 )Bεaبحيث           εa > 0يوجد  a ∈ Uتملك خاصية أن لكل  Xهي مجموعة جزئية من  Uبالمقابل افرض أن 

a) ⊆ U . 6.1.17و  2.3.3لذلك باستخدام التمهيديات ,U هي مجموعة مفتوحة. 
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على الرغم من ذلك سوف نبين الآن . Xتحدث تبولوجيا على المجموعة  Xشاهدنا أن آل مسافة على المجموعة 

. في البداية نرى تعريف قابلناه سابقاً في التمارين. ان ليس آل تبولوجيا على مجموعة تحدث بواسطة مسافة

 .)13 # 4.1شاهد تمارين (

 

اذا آان لكل ) T2-فضاءأو ) (Hausdorff( هوسدورفيسمى فضاء  (X,τ)الفضاء التبولوجي  .تعريف 6.1.24

 ∩ Uو        a ∈ U ,b ∈ Vبحيث V و Uيوجد مجموعتين مفتوحتين  Xفي  bو aزوج من النقاط المختلفة 

V = Ø. 

 

Թ ,Թبالتأآيد 
ଶ

وآل الفضاءات المتقطعة هي أمثلة على فضاءات هوسدورف في حين أن أي مجموعة تحوي  

 Ժمع تفكير قليل تشاهد أن . على الأقل عنصرين والتي تملك التبولوجيا غير المتقطعة ليست فضاء هوسدورف

 .)أقنع نفسك بكل هذه الحقائق. (مغلق آذلك ليست فضاء هوسدورف –مع التبولوجيا منتهي 

 

فضاء  (X,τ)فإن . dبواسطة  Xالتبولوجيا المحدثة على  τو  أي فضاء متري (X, d)ليكن  .تمهيدية 6.1.25

 .هوسدورف

 

تأمل الكرات . ε = d(a, b)اجعل . d(a, b) > 0فإن  a ≠ bحيث  Xهي أي نقاط في  bو  a لتكن .البرهان

Bεالمفتوحة 
మ
( a)  وBε

మ
( b) . إن هذه مجموعات مفتوحة في(X,τ)  حيثa ∈ Bε

మ
( a) و b ∈ Bε

మ
( b) . لذلك

Bεهوسدورف يجب أن نبين فقط أن  τ حتى نبين أن
మ
( a) ∩ Bε

మ
( b) = Ø. 

x ∈ Bε(افرض أن 
మ
( a) ∩ Bε

మ
( b . لذلكε

ଶ
 d(x, a) <   وε

ଶ
 d(x, b) < .لذلك 

             d(a, b)  ≤  d(a, x) + d(x, b) 

                    ε     =ε
ଶ
  +ε

ଶ
 < 

Bεفي  xمما يعني عدم وجود . وهذا خطأ d(a, b) < εأي ان 
మ
( a) ∩ Bε

మ
( b) أي أن 

 Bε
మ
( a) ∩ Bε

మ
( b) = Ø آما هو مطلوب                                                                 .� 
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التي سبقتها نلاحظ أن أي فضاء غير متقطع والذي  مع الملاحظات 6.1.25وضع تمهيدية  .ملاحظة 6.1.26

هو  τمغلق  –مع التبولوجيا منتهي  Ժآذلك . يحوي على الأقل نقطتين يملك تبولوجيا غي محدثة بأي مسافة

 �.                                                                             ليست محدثة بأي مسافة τفضاء حيث 

 

حيث  Xعلى المجموعة  dاذا وجد مسافة ) metrizable( قابل للقياسيسمى  (X,τ)الفضاء  .تعريف 6.1.27

 .dهي التبولوجيا المحدثة بواسطة  τأن 

 

 .مغلق هو فضاء غير قابل للقياس –مع التبولوجيا منتهي  Ժالمجموعة , لذلك على سبيل المثال

 

لاحقاً . بالاعتقاد أن آل فضاء هوسدورف هو قابل للقياس 6.1.25تمهيدية  يجب أن لا نخدع بواسطة .تحذير

أمثلة على فضاءات هوسدورف ليست قابلة ) باستخدام الضرب غير المنتهي(سوف نكون قادرين على انتاج 

للشروط الضرورية والكافية لقابلية القياس . للفضاءات التبولوجية هو تماماً موضوع تقني قابلية القياس[للقياس 

 .].Dugundji [66]في آتاب  195صفحة  9.1ية انظر نظر

 

 

 6.1 تمارين

Թتحدث التبولوجيا الاقليدية على  6.1.8 في مثال d1المسافة  أثبت أن -1
ଶ

. 

 Xمسافة على مجموعة غير خالية  dلتكن  -2

)I(  أثبت أن الأقترانe  المعرف على الشكلe(a, b) = min{1, d(a, b)}  حيثa, b ∈ X  هو

 .Xآذلك مسافة على 

)II(  أثبت أنd  وe مسافتين متكافئتين. 

)III(  الفضاء المتري(X, d)  محدوداًيسمى )bounded ( وd  مسافة محدودةتسمى )bounded 

metric ( اذا وجد عدد حقيقي موجبM  بحيث أنd(x, y) < M  لكلx, y ∈ X . باستخدام)II (

 .استنتج أن آل مسافة مكافئة لمسافة محدودة
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3- )I ( لتكنd  مسافة على مجموعة غير خاليةX . أثبت أن الأقترانe المعرف على الشكل 

                      ୢሺୟ,ୠሻ
ଵ ା ୢሺୟ,ୠሻ
 e(a, b) = 

 .Xهو آذلك مسافة على  a, b ∈ Xحيث 

)III(  أثبت أنd  وe مسافتين متكافئتين. 

 

 أثبت أن. على التوالي Yو  Xمسافتين على المجموعات  d2و  d1لتكن  -4

)I( d  هي مسافة علىX × Y حيث 

d((x1, y1), (x2, y2)) = max{d1(x1, x2), d2(y1, y2)} 

)II(  e  هي مسافة علىX × Y حيث 

 e ((x1, y1), (x2, y2)) = d1(x1, x2) + d2(y1, y2)} 

)III( d  وe مسافتين متكافئتين. 

 

 : fأثبت أن الاقتران                   . a ∈ Xثبِت . Xالتبولوجيا المحدثة على  τفضاءً مترياً و  (X, d) ليكن -5

(X,τ) → Թ  المعرف على الشكلf(x) = d(a, x) هو متصل. 

 

 d1و  Xمجموعة جزئية من  Yلتكن . dبواسطة  Xالتبولوجيا المحدثة على  τفضاءً مترياً و  (X, d) ليكن -6

هي  τ1اذا آان . Yفي  bو  aلكل  d1(a, b) = d(a, b)أي أن , dالتي يحصل عليها بتقييد  Yالمسافة على 

, )Xعلى  τالمحدثة بواسطة ( Yهي تبولوجيا الفضاء الجزئي على  τ2و  d1بواسطة  Yالتبولوجيا المحدثة على 

 .]آل فضاء جزئي من فضاء قابل للقياس هو قابل للقياسهذا يبين أن [. τ1 = τ2أثبت أن 
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7- )I ( لتكنℓ1 هي مجموعة آل متتاليات الاعداد الحقيقية 

          x = (x1, x2, . . . , xn, . . . ) 

∑التي تملك خاصية أن المتسلسلة   |x୬|ஶ
୬ୀଵ اذا عرفنا. متقاربة 

  ∑ |x୬ െ y୬|ஶ
୬ୀଵ   d1(x, y) = 

 .هو فضاء متري (ℓ1, d1)أثبت أن , ℓ1في  yو  xل لك

)II ( لتكنℓ2 مجموعة آل متتاليات الاعداد الحقيقية 

      x = (x1, x2, . . . , xn, . . . ) 

∑تملك خاصية أن المتسلسلة   التي x୬
ଶஶ

୬ୀଵ اذا عرفنا. متقاربة 

     ሺ∑ ݔ| െ |ଶሻஶݕ
ୀଵ

భ
మ d2(x, y) = 

 .هو فضاء متري (ℓ2, d2)أثبت أن , ℓ2في  yو  xل لك

)III ( لتكنℓ∞  تشير الى آل متتاليات الاعداد الحقيقية المحدودةx = (x1, x2, . . . , xn, . . . ). 

 اذا عرفنا

d∞(x, y) = sup{|xn − yn| : n ∈ N} 

 .هو فضاء متري (∞ℓ∞, d)أثبت أن , ∞x, y ∈ ℓيث ح

)IV ( لتكنc0  المجموعة الجزئية منℓ∞  المكونة من آل المتتاليات التي تقترب من صفر ولتكنd0  هي المسافة

مجموعة جزئية مغلقة في  c0أثبت أن . 6آما في تمرين  ∞ℓعلى  ∞dالتي يحصل عليها بتقييد المسافة  c0على 

(ℓ∞, d∞). 

)V (أثبت أن آل من الفضاءات (ℓ1, d1), (ℓ2, d2) و (c0, d0) هو فضاء انفصالي. 

)VI *( هل(ℓ∞, d∞) فضاء انفصالي؟ 

)VII (أثبت أن آل من الفضاءات المترية أعلاه هو فضاء متجه مقاس. 

 (Y,τ1)هل . (Y,τ1)الى فضاء تبولوجي  (X,τ)اقتراناً متصلاً وشاملاً من فضاء قابل للقياس  fليكن  -8

 ).برر اجابتك(بالضرورة قابل للقياس؟ 

 



115 
 

اذا آان لكل زوج من المجموعات المغلقة ) normal space( فضاء طبيعييسمى  (X,τ)الفضاء التبولوجي  -9

 أثبت أن. U ∩ V = Øو  A ⊆ U ,B ⊆ Vحيث  Vو  Uيوجد مجموعتين مفتوحتين  Bو  Aالمنفصلة 

)I( آل فضاء قابل للقياس هو فضاء طبيعي. 

)II( آل فضاء-T1  فضاءالفضاء الطبيعي الذي هو آذلك هوسدورف يسمى  [وطبيعي هو هوسدورف-

T4.[ 

 

اذا وجد  (Y, d1)مع ) isometric( متقايسيسمى  (X, d). فضائين متريين (Y, d1)و  (X, d)ليكن  -10

 Xفي x2 و x1بحيث أن لكل   → f : (X, d) (Y, d1)اقتران شامل 

             d(x1, x2) = d1(f(x1), f(x2)) 

أثبت أن آل تقايساً هو هوميومورفزم للفضاءات التبولوجية ). isometry( تقايساًمثل هذا الاقتران يسمى 

 )!الفضاءات المترية المتقايسة هي هوميومورفكلذلك . (المحدثة

 

قايل أو ) first axiom of countability( مسلمة العد الاولىيحقق  (X,τ)يقال أن الفضاء التبولوجي  -11

من المجموعات المفتوحة  {Ui(x)}يوجد عائلة معدودة  x ∈ Xاذا آان لكل ) first countable( للعد الأول

 Ui(x)تملك على الأقل واحدة من المجموعات  xمع خاصية أن آل مجموعة مفتوحة تحوي  xالتي تحوي 

أثبت ما . xعند ) countable base( قاعدة معدودةتسمى  {Ui(x)}العائلة المعدودة . آمجموعة جزئية منها

 :يلي

)I(  للقياس يحقق مسلمة العد الاولىآل فضاء قابل 

)II( آل فضاء تبولوجي يحقق مسلمة العد الثانية يحقق آذلك مسلمة العد الاولى. 
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 على الشكل → X f : Թعرف اقتران  . {1} ∪ (Թ \ Գ)هي المجموعة  Xلتكن  -12

       fሺxሻ ൌ ൜x, Թ \ Գ ∋ ݔ
1,  Գ ∋ ݔ

 على الشكل Xعلى  τبالاضافة لذلك عرف تبولوجيا 

} U ⊆ X  وf−1(U)  مفتوحة في التبولوجيا الاقليدية علىԹ  :U {  =τ 

 :أثبت ما يلي

)I( f متصل. 

)II(  في  1آل جوار مفتوح لـ(X,τ)  هو على الشكل(U\ Գ) ∪ {1}  حيثU  مفتوحة فيԹ. 

)III( (X,τ) ليس قابل للعد الاول. 

هي ... , {1} ∪ (Un\ Գ), ..., {1} ∪ (U2\ Գ), {1} ∪ (U1\ Գ)افرض أن : مساعدة[

 xnبحيث  xn ∈ Un \ Nنستطيع اختيار  nأثبت أن لكل عدد صحيح موجب . 1قاعدة معدودة عند 

> n . أثبت أن المجموعةԹ \ ڂ ሼݔ
∞
ୀଵ ሽ  =U  مفتوحة فيԹ .                 استنتج أن(U\ Գ) 

∪ {1}  =V  لا يحوي أي من المجموعات  1هي جوار مفتوح لـ(Un\ Գ) ∪ {1}  وهذا

 ].ليس قابل للعد الاول (X,τ)لذلك . تناقض

)IV( (X,τ) هو فضاء هوسدورف. 

)V(  الصورة المتصلة لـԹ والتي تكون هوسدورف ليس بالضرورة أن تكون قابلة للعد الأول. 

 

اذا آان ) totally bounded( محدودة بالكاملتسمى  (X, d)من الفضاء المتري  Sالمجموعة الجزئية  -13

ڂبحيث أن  Xفي  x1 ,x2 ,... ,xnيوجد  ε > 0لكل  Bεሺx୧ሻ୬
ୀଵ S ⊆  أي أنS  يمكن أن تغطى بعدد منتهي من

 .εالكرات المفتوحة التي نصف قطرها 

)I( أثبت أن آل فضاء متري محدود بالكامل هو فضاء متري محدود) . أعلاه 2انظر تمرين( 

)II(  أثبت أنԹ  مع المسافة الاقليدية ليست محدودة بالكامل ولكن لكلa, b ∈ Թ  حيثa < b , الفترة

 .هي محدودة بالكامل [a, b]المغلقة 

)III(  ليكن(Y, d)  فضاءً جزئياً من فضاء متري(X, d1) اذا آان . مع المسافة المحدثة(X, d1) 

آل فضاء جزئي من فضاء متري محدود أي أن , محدود بالكامل (Y, d)محدود بالكامل فإن 

 .بالكامل هو محدود بالكامل

ڂافرض أن  : مساعدة[ Bεሺx୧ሻ୬
ୀଵ  =X . اذا آانyi ∈ Bεሺx୧) ∩ Y  فباستخدام المتباينة

 ].(Bεሺx୧) ⊆ Bଶεሺy୧المثلثية 
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)IV(  من)III ( و)II ( هوميومورفك لـ  (1 ,0)استنتج أن الفضاء المتري المحدود بالكاملԹ  والذي هو

 .ليس محدود بالكامل

)V(  من)III ( و)II ( استنتج أن لكلn > 1 ,Թ
୬

 .مع المسافة الاقليدية هي محدمدة بالكامل 

)VI(  ملاحظاً أن لكلa, b ∈ Թ  الفترة المغلقة[a, b] أثبت أن أي فضاء جزئي متري , محدودة بالكامل

 .هو محدود اذا وفقط اذا آان محدود بالكامل Թمن 

)VII(  أثبت أن لكلn > 1 , أي فضاء جزئي متري منԹ
୬

 .لهو محدود اذا وفقط اذا آان محدود بالكام 

 

 .)4 # 3.2أعلاه و تمارين  13انظر تمرين . (أثبت أن آل فضاء متري محدود بالكامل هو انفصالياً -14

 

 nاذا وجد عدد صحيح موجب ) locally euclidean( اًاقليدي موضعييسمى  (X,τ)الفضاء التبولوجي  -15

Թفي  0تملك جواراً مفتوحاً هوميومورفيك لكرة مفتوحة حول  x ∈ Xبحيث آل نقطة 
୬

. مع المسافة الاقليدية 

 )topological manifold( متنوع تبولوجياًيسمى  اًأي فضاء هوسدورف اقليدي موضعي

)I(  أثبت أن آل فترة غير تافهة(a, b) ,a, b ∈ Թ ًهي اقليدية موضعيا. 

)II(  لتكنT  المجموعة الجزئية من المستوى المرآب المكونة من الاعداد المرآبة التي معاملها

)modulus (طابق المستوى المرآب مع . يساوي واحدԹ
ଶ

تملك تبولوجيا الفضاء  Tواجعل  

 .اقليدي موضعياً Tأثبت أن الفضاء . الجزئي

)III(  أثبت أن آل فضاء تبولوجي هوميومورفك موضعياً لـԹ
୬

هو اقليدي , nلأي عدد صحيح موجب , 

 .)9 # 4.3انظر تمارين . (موضعياً

)IV    *(ضاء اقليدي موضعياً ليس متنوع تبولوجياًأوجد مثالاً على ف. 
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 Convergence of Sequencesالمتتاليات         تقارب 6.2

, x1يقال أن المتتالية : هي معرفة على الشكل التالي. لديك اطلاع جيد على المتتالية المتقاربة في الاعداد الحقيقية

x2 ,... ,xn , ...تقتربالاعداد الحقيقية  من )converge ( من العدد الحقيقيx  اذا آان لكلε > 0  يوجد عدد

 .n ≥ n0 ,| xn − x| < εبحيث أن لكل  n0صحيح 

 .مع المسافة الاقليدية الى أي فضاء متري Թانه من الواضح آيف أن هذا التعريف يمكن توسيعه من 

 

يقال أن المتتالية . Xمتتالية من النقاط في ... , x1 ,x2 ,... ,xnفضاءً مترياً و  (X, d) ليكن .تعاريف 6.2.1

 ,n ≥ n0,    d(x بحيث أن لكل n0يوجد عدد صحيح  ε > 0اذا آان لكل  converge to (x ∈ X( تقترب من

xn) < ε  وهذا يرمز له بالرمزxn → x. 

 y ∈ X اذا وجد نقطة) convergent( متقاربة (X, d)من النقاط في ... , y1 ,y2 ,... ,ynيقال أن المتتالية 

 .y n → yبحيث 

 

 .هيدية التالية يمكن اثباتها بسهولة لذلك يترك برهانها آتمرينالتم

 

 yو  xبالاضافة لذلك لتكن . (X, d)متتالية من النقاط في فضاء متري ... , x1 ,x2 ,... ,xnلتكن  .تمهيدية 6.2.2

 �                           .                         x = y اذاً. xn → yو  xn → xبحيث  (X, d)نقاط في 

 

في ) مفتوحة, على التوالي(هي مغلقة  (X, d)من الفضاء المتري  Aمن الملائم ان نقول أن المجموعة الجزئية 

بواسطة المسافة  Xالمحدثة على  τفي التبولوجيا ) مفتوحة, على التوالي(اذا آانت مغلقة  (X, d)الفضاء المتري 

d. 
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التمهيدية التالية تخبرنا بالحقيقة المدهشة ان تبولوجيا الفضاء المتري يمكن ان توصف آاملة عن طريق متتالياته 

 .المتقاربة

 

اذا وفقط اذا  (X, d)هي مغلقة في  Xمن  Aأي مجموعة جزئية . فضاءً مترياً (X, d) ليكن .تمهيدية 6.2.3

اذا وفقط  (X, d)مغلقة في  A, بمعنى آخر. (Aتقترب من نقطة في  Aآانت آل متتالية متقاربة من النقاط في 

 .)x ∈ Aيعطي أن  nلكل  an ∈ Aو  x ∈ Xحيث  an → xاذا آان عندما 

 

افرض أن . nلكل عدد صحيح موجب  an ∈ Aحيث  an → xولتكن  (X, d)مغلقة في   Aأن  افرض .البرهان

x ∈ X \A . لأنX \A  مجموعة مفتوحة تحويx  فإنه يوجد آرة مفتوحةBε(x)                      بحيثx ∈ 

Bε(x) ⊆ X \ A . ملاحظاً أنan ∈ A  هذا يعطي أنd(x, an) > ε  لكلn . لذلك المتتاليةa1 ,a2 ,... ,an , ...

 .آما هو مطلوب x ∈ Aلذلك . وهذا تناقض. xلا تقترب من 

. ليست مفتوحة X \Aافرض أن . Aتقترب من نقطة في  Aافرض أن آل متتالية متقاربة من النقاط في , بالمقابل

هي أي  xnلتكن , nلكل عدد صحيح موجب . ε > 0 ,Bε(y) ∩ A ≠ Øبحيث لكل  y ∈ X \Aاذاً يوجد نقطة 

أي عدد  n0أي عدد حقيقي موجب و  εلرؤية ذلك لتكن . xn → yنحن ندعي أن . B1/n(y) ∩ Aنقطة في 

 n ≥ n0اذاً لكل . ε/1صحيح أآبر من 

        xn ∈ B1/n(y) ⊆ ܤଵ బൗ (y) ⊆ Bε(y) 

 ,X)  مغلقة في Aمفتوحة وهذا يعني أن  X \Aوهذا تناقض لذلك . y ∈ A, وباستخدام الفرض, xn → yلذلك 

d)                                                                                                           .� 

يجب أن لانندهش بأن , بعد أن رأينا أن تبولوجيا الفضاء المتري يمكن أن توصف عن طريق المتتاليات المتقاربة 

 .سلوبالاقترانات المتصلة يمكن آذلك أن توصف بهذا الا

 

تبولوجيين  τ1و  τلتكن . Yالى  Xاقتران من  fفضائين متريين و  (Y, d1)و  (X, d)ليكن  .تمهيدية 6.2.4

فإن  → x  xnمتصل اذا وفقط اذا آان عندما  → f : (X,τ) (Y, τ1).  على التوالي d1و  dمصممين بواسطة 

f(xn) → f(x)  أي اذا آانتx1 ,x2 ,... ,xn , ... هي متتالية من النقاط في(X, d)  تقترب منx  فإن متتالية

 .f(x)تقترب من  (Y, d1)في  ..., f(x1) ,f(x2) ,... ,f(xn)النقاط 
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متصل يكفي أن نبين أن الصورة العكسية  fلإثبات أن . f(xn) → f(x)فإن  → x  xnافرض أنه عندما  .البرهان

, x1 ,x2 ,... ,xnلتكن . (Y, τ1)مغلقة في  Aلذلك لتكن . (X,τ)هي مغلقة في  (Y, τ1)لكل مجموعة مغلقة في 

 f(xn)ولكن لأي . f(xn) → f(x)فإن  → x  xnلأن . x ∈ Xتقترب من نقطة  f−1(A)متتالية من النقاط في ... 

∈ A  وA تعطي أن  6.2.3تمهيدية , مغلقةf(x) ∈ A . لذلكx ∈ f−1(A) . وبهذا نكون قد بينا أن آل متتالية

 .متصل fمغلقة وهذا يعني أن  f−1(A)لذلك . f−1(A)تقترب من نقطة في  f−1(A)متقاربة من النقاط في 

هي مجموعة  Bε( f(x))اذاً الكرة المفتوحة . موجب عدد حقيقي εلتكن . → x  xn متصل و fليكن , بالمقابل

لذلك يوجد . xوتحوي  (X,τ)هي مجموعة مفتوحة في  f−1(Bε( f(x)))متصل فإن  fلأن . (Y, τ1)مفتوحة في 

δ > 0 بحيث 

     x ∈ Bδ(x) ⊆ f−1(Bε( f(x))) 

 لذلك. n ≥ n0 ,xn ∈ Bδ(x)بحيث أن لكل  n0يوجد عدد صحيح موجب  → x  xnلأن 

     f(xn) ∈ f(Bδ(x)) ⊆ Bε(f(x))  لكلn ≥ n0. 

 �                      .                                                               f(xn) → f(x)وهذا يعني أن 

 .6.2.4النتيجة أدناه تستنتج بسهولة من تمهيدية 

 

تبولوجيين  τ1و  τلتكن . Yالى  Xاقتران من  fفضائين متريين و  (Y, d1)و  (X, d)ليكن  .نتيجة 6.2.5

 x0 ∈ Xمتصل اذا وفقط اذا آان لكل  → f : (X,τ) (Y, τ1)الاقتران . على التوالي d1و  dالمنتجين بواسطة 

 �                          .d1(f(x), f(x0)) < εيعطي  d(x, x0) < δو  x ∈ Xبحيث  δ > 0يوجد  ε > 0و 

 6.2 تمارين

 (C[0, 1], d)ي ف...,f1 ,f2 ,... ,fnعرف متتالية من الاقترانات . 6.1.5آما في مثال  dو  C[0, 1]لتكن  -1

 على الشكل

     ୱ୧୬ሺ௫ሻ
୬

  fn(x) = ,n  =1 ,2 ,  ... ,x ∈ [0, 1]. 

 .x ∈ [0, 1]لكل  f0(x) = 0حيث  fn → f0 أثبت أن
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 = x       أثبت أن. → y  xn و → x  xnمتتالية بحيث أن ... , x1 ,x2 ,... ,xnفضاءً مترياً و  (X, d)ليكن  -2

y. 

 

3- )I ( ليكن(X, d)  فضاءً مترياً وτ  التبولوجيا المحدثة علىX  وx1 ,x2 ,... ,xn , ... متتالية من النقاط فيX .

بحيث  n0 يوجد عدد صحيح موجب x ∈ Uحيث  Uاذا وفقط اذا آان لكل مجموعة مفتوحة  → x  xn أثبت أن

 .n ≥ n0لكل  xn ∈ Uأن 

)II ( لتكنX  مجموعة وd  وd1  مسافتين متكافئتين علىX . استنتج من)I ( أنه اذا آانx  xn →   في(X, d) 

 .(X, d1)في   → x  xnفإن 

 

 .6.2.5اآتب البرهان لنتيجة  -4

اذا آان لكل  → x  xn نقول أن. Xمتتالية من نقاط ... , x1 ,x2 ,... ,xnفضاءً تبولوجياً و  (X,τ)ليكن  -5

جد مثالاً . n ≥ n0لكل  xn ∈ Uبحيث أن  n0يوجد عدد صحيح موجب  x ∈ Uحيث  Uمجموعة مفتوحة 

 .x ≠ yولكن  → y  xn و → x  xnلفضاء تبولوجي ومتتالية بحيث 

 

6- )I ( ليكن(X, d) فضاءً مترياً و x  xn →  حيث آلxn ∈ X  وx ∈ X . لتكنA  المجموعة الجزئية منX 

 .(X, d)مغلقة في  Aأثبت أن . xnوآل النقاط  xالمكونة من 

)II ( استنتج من)I (   أن المجموعةn = 1, 2, . . . }  :ଵ
୬

 .Թمغلقة في  – 2} ∪ {2} 

)III (أثبت أن المجموعة  n = 1, 2, . . . }  :ଵ
୬

 .Թليست مغلقة في  – 2} 

7- )I ( لتكنd1 ,d2 ,... ,dm  مسافات على المجموعةX  وa1 ,a2 ,... ,am أثبت أن . أعداد حقيقية موجبةd  هي

 معرف على الشكل dحيث  Xمسافة على 

   ∑ a୧d୧ሺx, yሻ୫
ୀଵ    d(x, y) =  لكلx, y ∈ X. 

)II ( اذا آانتx ∈ X  وx1 ,x2 ,... ,xn , ... هي متتالية من النقاط فيX  بحيث أنx  xn →  في آل فضاء

 .(X, d)في الفضاء المتري  → x  xnأثبت أن . (X, di)متري 

 ,Y)في   yn → yو  (X, d1)في  → x  xnاذا آانت . 4 # 6.1آما في تمارين  dو  X ,Y ,d1 ,d2لتكن  -8

d2) ,أثبت أن 
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(xn, yn) → (x, y)              في(X × Y, d). 

 عرف. (X, d)مجموعتين غير خاليتين في فضاء متري  Bو  Aلتكن  -9

         ρ(A,B) = inf{d(a, b) : a ∈ A, b ∈ B} 

 ].Bو  Aمسافة بين المجموعتين بانها ال ρ(A,B)يشار الى [

)I(  اذا آانتS  مجموعة جزئية غير خالية في(X, d) أثبت أن 

 Sത = {x : x ∈ X, ρ({x}, S) = 0} 

)II(  اذا آانتS  مجموعة جزئية غير خالية في(X, d)   فإن الاقترانԹ f : (X, d) →  المعرف على

 .هو متصل x ∈ Xحيث  f(x) = ρ({x}, S) :  الشكل

10- )I ( لكل عدد صحيح موجبn  ليكنfn  الى نفسها ولتكن  [1 ,0]اقتران متصل منa ∈ [0, 1]  حيثfn(a) 

= a  لكلn . بالاضافة لذلك ليكنf  اذا آان . الى نفسها [1 ,0]اقتران متصل منfn → f         في(C[0, 1], 

d*)  حيثd*  أثبت أن , 6.1.6هي المسافة في مثالa  هي آذلك نقطة ثابتة لـf. 

)II ( أثبت أن)I ( يكون خاطئاً اذاd*  استبدل بالمسافةd  6.1.5في مثال. 

 

 Completenessالتتام        6.3

 

 Cauchy( متتالية آوشيتسمى  (X, d)من نقاط فضاء متري ... , x1 ,x2 ,... ,xnالمتتالية  .تعريف 6.3.1

sequence ( اذا آان لكلε > 0  يوجد عدد صحيح موجبn0  بحيث أن لكل أعداد صحيحةm ≥ n0         وn 

≥ n0 ,d(xm, xn) < ε. 

اذا وجد . (X, d)هي متتالية من النقاط في ... , x1 ,x2 ,... ,xnفضاءً مترياً و  (X, d)ليكن  .تمهيدية 6.3.2

 .فإن المتتالية هي متتالية آوشي → a  xn أي أن aبحيث أن المتتالية تقترب من  a ∈ Xنقطة 

 

بحيث أن  n0يوجد عدد صحيح موجب  → a  xnلأن . δ = ε/2اجعل . أي عدد حقيقي موجب εلتكن  .البرهان

 .n > n0 ,d(xn, a) < δ لكل 

 .d(xm, a) < δو  d(xn, a) < δاذاً . n > n0 و m > n0 لذلك اجعل 
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 باستخدام المتباينة المثلثية للمسافات

               d(xm, xn) ≤ d(xm, a) + d(xn, a) 

                                δ  +δ < 

                                     ε = 

 �.                                                                     ولذلك المتتالية في الحقيقة هي متتالية آوشي

. يقودنا ذلك الى التفكير بالعبارة العكسية ولنسأل اذا آانت آل متتاية آوشي هي متتالية متقاربةمن الطبيعي أن 

 .المثال التالي يبين أن ذلك ليس صحيحاً

 

, 0.001, 0.01, 0.1من الواضح أن المتتالية . dمع المسافة الاقليدية  (1 ,0)تأمل الفترة المفتوحة  .مثال 6.3.3

 .(1 ,0)ة آوشي ولكنها لا تقترب من أي نقطة في هي متتالي... , 0.0001

 

تقترب  (X, d)اذا آانت آل متتالية آوشي في ) complete( تاماًيسمى  (X, d)الفضاء المتري  .تعريف 6.3.4

 .(X, d)من نقطة في 

 

, على الجانب الآخر. مع المسافة الاقليدية ليست فضاء متري تام (1 ,0)أن الفترة  6.3.3نرى مباشرة من مثال 

 .هو فضاء متري تام (X, d)فإن  Xهي المسافة المتقطعة على  dهي أي مجموعة منتهية و  Xاذا آانت 

 .أولاً نحتاج اجراء بعض التحضير. مع المسافة الاقليدية هو فضاء متري تام Թسوف نبين أن 

 .{xn}بالرمز ... , x1 ,x2 ,... ,xnآاختصار سوف نرمز للمتتالية 

) subsequence( متتالية جزئيةتسمى ... , మݔ, భݔأي متتالية فإن المتتالية  {xn}اذا آانت  .تعريف 6.3.5

 ... . < n1 > n2 > n3اذا آان 
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اذا ) increasing sequence( متتالية متزايدةتسمى هذه المتتالية . Թمتتالية في  {xn}لتكن  .تعاريف 6.3.6

 nلكل    xn > xn+1 اذا آان) decreasing sequence( متتالية متناقصةوتسمى . n ∈ Գلكل  xn < xn+1 آان

∈ Գ . رتيبةالمتتالية التي تكون اما متزايدة او متناقصة تسمى )monotonic(. 

 

 .معظم المتتاليات بالتأآيد ليست متزايدة وليست متناقصة

 

 n ݔاذا آان           ) peak point( نقطة قمةتسمى  n0 ∈ Գالنقطة . Թمتتالية في  {xn}لتكن  .تعريف 6.3.7

 .n ≥ n0 لكل  బݔ ≥

 

 .تملك متتالية جزئية رتيبة {xn}فإن . Թأي متتالية في  {xn}لتكن  .مساندة 6.3.8

 

حيث  {ೖݔ}اختار متتالية جزئية . تملك عدد غير منتهي من نقاط القمة {xn}افرض أولاً أن المتتالية  .البرهان

nk ݔهذا يعطي بشكل خاص أن  . هي نقطة قمةೖ متتالية جزئية  {ೖݔ}أي أن  k ∈ Գلكل  ೖశభݔ ≤ 

 .لذلك هي متتالية جزئية رتيبة {xn}متناقصة من 

بحيث أنه لا يوجد نقطة قمة , Nلذلك يوجد عدد صحيح . افرض بعد ذلك أنه يوجد فقط عدد منتهي من نقاط القمة

n  حيثn > N . اختار أيn1 > N . ًاذاn1 لذلك يوجد . ليست نقطة قمةn2 > n1  ݔحيثమ  < n2الآن . భݔ < 

N وهذا يعني أن هناك . ولذلك هي أيضاً ليست نقطة قمةn3 > n2  ݔحيثయ بالاستمرار بهذه الطريقة . మݔ < 

ೖݔحيث  {xn}من  {ೖݔ}ينتج لدينا متتالية جزئية , )بالاستقراء الرياضي( أي أن  k ∈ Գلكل  ೖశభݔ > 

 �.                                  هذا يكمل برهان المساندة. {xn}هي متتالية جزئية متزايدة من  {ೖݔ}

 

 

اذا  Թتقترب من نقطة في  {xn}المتتالية . مع المسافة الاقليدية Թمتتالية رتيبة في  {xn}لتكن  .تمهيدية 6.3.9

 .محدودة {xn}وفقط اذا آانت 
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 .3.3.1عرف في ملاحظة " محدودة"تذآر أن  .البرهان

 .غير محدودة فإنها ليست متقاربة {xn}واضح أنه اذا آانت 

للمجموعة  Lيوجد أقل حد أعلى , بواسطة مسلمة أقل حد أعلى. متتالية متزايدة ومحدودة {xn}لذلك افرض أن 

{xn : n ∈ Գ} . اذا آانتε فإنه يوجد عدد صحيح موجب , أي عدد حقيقي موجبN            بحيث أنd(xN, 

L) < ε ,في الحقيقة ,xN > L − ε. 

 حد أعلى فإن Lمتتالية متزايدة و  {xn}ولكن لأن 

               L − ε < xn < L   لكلn > N 

 .→ L  xnأي أن 

 �.                            وهذا يكمل البرهان. متتالية متناقصة ومحدودة تثبت بطريقة مماثلة {xn}الحالة أن 

 

آل متتالية محدودة في ) Bolzano-Weierstrass Theoremنظرية بلزانو ويرستراص  ( .نظرية 6.3.10

Թ مع المسافة الاقليدية تملك متتالية جزئية متقاربة                                                           .� 

 

 .مع المسافة الاقليدية هي فضاء متري تام Թأخيراً نحن قادرون أن نثبت أن 

 

 

 .هو فضاء متري تام مع المسافة الاقليدية Թالفضاء المتري  .نتيجة 6.3.11

 

 .(Թ, d)متتالية آوشي في  {xn}لتكن  .البرهان

الخطوة . سوف نكون قد أثبتنا أن الفضاء المتري تام Թاذا بينا أن متتالية آوشي العشوائية هذه هي متقاربة في 

 .الاولى سوف تكون لبيان أت هذه المتتالية محدودة
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أي  m ≥ N ,d(xn, xm) < 1و  n ≥ Nبحيث لكل  Nهي متتالية آوشي يوجد عدد صحيح موجب  {xn}لأن 

المتتالية ‘ أي أن, n ∈ Գلكل  xn| < M|اذا . M = |x1| + |x2| + · · · + |xN| + 1اجعل . xn − xm| < 1|أن 

{xn} محدودة. 

و  a ∈ Թهذه المتتالية تملك متتالية جزئية متقاربة أي يوجد  6.3.10لذلك بواسطة نظرية بلزانو ويرستراص 

ೖݔحيث  {ೖݔ}متتالية جزئية   → a. 

 .aنفسها تقترب من  {xn}ولكن آذلك المتتالية  aسوف نبين أنه ليس فقط المتتالية الجزئية تقترب من 

 بحيث N0هي متتالية آوشي يوجد عدد صحيح موجب  {xn} لأن . أي عدد حقيقي موجب εلتكن 

          |xn − xm| < ε
ଶ

 .n ≥ N0و  m ≥ N0لكل  

ೖݔلأن   → a  يوجد عدد صحيح موجبN1 بحيث أن 

ೖ − a | < εݔ|            
ଶ

 .nk ≥ N1لكل  

 بدمج المتتاليتين أعلاه ينتج, N2 = max{N0,N1}لذلك اذا جعلنا 

            |xn − a| ≤ |xn − ݔೖ | + |ݔೖ − a| 

                                  ε

ଶ
  +ε

ଶ
 < 

                                       ε = 

 �.                                                                        وهذا يكمل برهان النتيجة → a  xnلذلك 

 

Թالفضاء المتري  mلكل عدد صحيح موجب  .نتيجة 6.3.12
୫

 .مع المسافة الاقليدية هو فضاء متري تام 

 

 �                                                                                     .4 # 6.3انظر تمارين  .البرهان

 

بواسطة  Yالمسافة المحدثة على  d1و  Xمجموعة جزئية من  Y, فضاءً مترياً (X, d)ليكن  .تمهيدية 6.3.13

d. 



127 
 

)I ( اذا آان(X, d)  فضاءً مترياً تاماً وY  فضاء جزئي مغلق في(X, d)  فإن(Y, d1) هو فضاء متري تام. 

)II ( اذا آان(Y, d1)  فضاءً مترياً تاماً فإنY  فضاء جزئي مغلق في(X, d). 

 

 �                                                                                     .5 # 6.3انظر تمارين  .البرهان

 

 6.3.11آذلك نتيجة . مع المسافة الاقليدية ليس فضاءً مترياً تاماً (1 ,0)بين أن 6.3.3مثال  .ملاحظة 6.3.14

هي  Թو  (1 ,0) ات التبولوجيةنعرف أن الفضاء. مع المسافة الاقليدية هو فضاء متري تام Թبينت أن 

 .لذلك التتام لا يحفظ بالهوميومورفزم ولذلك ليس خاصية تبولوجية. هوميومورفيك

 

اذا وجدت  )completely metrizable( قابل للقياس تماماًيسمى  (X, τ)الفضاء التبولوجي  .تعريف 6.3.15

 .هو فضاء متري تام (X, d)و  dالمحددة بواسطة  Xهي التبولوجيا على  τبحيث أن  Xعلى  dمسافة 

 

 

. لاحظ أن خاصية ان يكون الفضاء قابلاً للقياس تماماً هي في الحقيقة خاصية تبولوجية .ملاحظة 6.3.16

مع التبولوجيا  Թأن آل فضاء متقطع وآل فترة في ) 7 # 6.3انظر تمارين (  بالاضافة لذلك من السهل اثبات 

 ,Թ ,[a, b] ,(a, b) ,[aالفضاءات التبولوجية  a < bحيث  a, b ∈ Թلذلك لأي . المحدثة هو قابل للقياس تماماً

b) ,(a, b] ,(−∞, a) ,(−∞, a] ,(a,∞) ,[a,∞)  و{a}  مع التبولوجيا المحدثة على آل منهم هي قابلة للقياس

المكون من آل الاعداد غير النسبية مع  Զأن حتى الفضاء  شيء مشابه ومدهش سوف نراه لاحقاً. تماماً

وهي  Թفضاء جزئي قابل للقياس تماماً في  (1 ,0)وآذلك بما أن . التبولوجيا المحدثة هو قابل للقياس تماماً

لا تكون صحيحة اذا استبدلنا فضاء متري تام بفضاء ) II( 9.3.13مجموعة جزئية غير مغلقة نرى أن تمهيدية 

 �.                                                                                                      قابل للقياس تماماً

 

 .آثيفة معدودة اذا آان يملك مجموعة جزئية) separable( انفصالياًالفضاء التبولوجي يسمى  .تعريف 6.3.17
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أمثلة أخرى اعطيت في . وآل فضاء تبولوجي معدود هو فضاء انفصالي Թأن  4 # 3.2شوهد في تمارين 

 .7 # 6.1تمارين 

 

 Polish( فضاء بولندييسمى  (X, τ) الفضاء التبولوجي .تعريف 6.3.18 space ( اذا آان انفصالياً وقابل

 .للقياس تماماً

 

Թ, 6 # 6.3بواسطة تمارين . هو فضاء بولندي Թواضح أن 
୬

 .nهو فضاء بولندي لكل عدد صحيح موجب  

 

اذا هوسدورف وصورة ) Souslin space( فضاء سوسلنيسمى  (X, τ) الفضاء التبولوجي .تعريف 6.3.19

هو فضاء  (A, τ2)بحيث أن  (Y, τ1)مجموعة جزئية من فضاء تبولوجي  Aاذا آانت . متصلة لفضاء بولندي

 .(Y, τ1)في ) analytic set( مجموعة تحليليةتسمى  Aفإن  Aهي التبولوجيا المحدثة على  τ2سوسلن حيث 

 

تبين أن العكس غير صحيح لأن  11 #و  12 # 6.1تمارين . واضح أن آل فضاء بولندي هو فضاء سوسلن

على آل حال سوف نبين حتى أن فضاء سوسلن القابل . فضاء سوسلن ليس بالضرورة أن يكون قابل للقياس

آل فضاء تبولوجي معدود هو فضاء لرؤية ذلك نلاحظ أن . للقياس ليس بالضرورة أن يكون فضاء بولندي

الذي  Էمثل هذه الفضاءات هو الفضاء القابل للقياس واحد من , Գلأنه صورة متصلة للفضاء المتقطع  سوسلن

 .أنه ليس فضاء بولندي 6.5.8سوف نرى في مثال 

من الطبيعي أن نسأل متى أي فضائين . نعرف أن أي فضائين تبولوجيين هما متكافئين اذا آانا هوميومورفك

أي متقايس  10 # 6.1رين المفهوم ذا الصلة بالموضوع قدم في تما. ؟)آفضاءات مترية(يكونان متكافئان 

)isometric.( 

 ,Y)       مع) isometric( متقايسيسمى  (X, d). فضائين متريين (Y, d1)و  (X, d)ليكن  .تعريف 6.3.20

d1)  اذا وجد اقتران شاملY f : X →  بحيث أن لكلx1  وx2  فيX ,d(x1, x2) = d1(f(x1), f(x2)) .

 ).isometry( تقايساًيسمى  fالاقتران 
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 d1(x, y) = a.d(x, y)معرفة على الشكل  d1اذا آانت . أي عدد حقيقي موجب aو  Թأي مسافة على  dلتكن 

 .(Թ, d) هو فضاء متري متقايس مع (Թ, d1)فإن من السهل اثبات أن  x, y ∈ Թلكل 

المرافقين هوميومورفك آذلك من السهل اثبات أن في أي فضائين متريين متقايسين يكون الفضائين التبولوجيين 

 .وآل تقايس هو آذلك هوميومورفزم للفضائين التبولوجيين المرافقين

 

 d2و  Z = f(X)لتكن . Yالى  Xاقتران من  fفضائين متريين و  (Y, d1)و  (X, d)ليكن  .تعريف 6.3.21

 تضمين متقايسيسمى  fهو تقايس فإن  → f : (X, d) (Z, d2)اذا آان . d1بواسطة  Zالمسافة المحدثة على 

)isometric embedding ( لـ(X, d)  في(Y, d1). 

 

وطذلك نفس . مع المسافة الاقليدية هو تضمين متقايس Թمع المسافة الاقليدية في  Էبالتأآيد التضمين الطبيعي لـ 

 .مع المسافة الاقليدية Էو  Թمع المسافة الاقليدية تملك تضمين متقايس طبيعي في آل من  Գالحالة 

 

فضاءً  (Y, d1)اذا آان . Yالى  Xاقتران من  fفضائين متريين و  (Y, d1)و  (X, d)ليكن  .تعريف 6.3.22

في الفضاء  Yمجموعة جزئية آثيفة من  f(X)هو تضمين متقايس و  → f : (X, d) (Y, d1), مترياً تاماً

 .(X, d)لـ ) completion( إتماميسمى  (Y, d1)فإن , التبولوجي المرافق

 

مع  Թآذلك . مع المسافة الاقليدية Էمع المسافة الاقليدية هي إتمام لمجموعة الاعداد النسبية  Թواضح أن 

 .مع المسافة الاقليدية Զالمسافة الاقليدية هي إتمام لمجموعة الاعداد غير النسبية 

 يملك إتماماً ؟هل آل فضاء متري ) 1: (سؤالين يظهران حالاً في أذهاننا

 ".نعم"هل الإتمام للفضاء المتري وحيد ؟ سوف نرى أن الاجابة للسؤالين هي ) 2(

 

 .يملك إتماماً (X, d)اذاً  . أي فضاء متري (X, d)ليكن  .تمهيدية6.3.23
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هما متكفئتين اذا آان  (X, d)في  {zn}و  {yn}متتاليتي آوشي  بالقول أن أي نبدأ .برهان بالخطوط العريضة

d(yn, zn) → 0  فيԹ .الآن لتكن . تماثل وتعدي, في الحقيقة هذه علاقة تكافؤ أي أنها انعكاس෨ܺ  هي مجموعة

 .෨ܺنرغب في وضع مسافة على . (X, d)آل صفوف التكافؤ لمتتاليات آوشي المتكافئة في 

هي  {d(yn, zn)}الآن المتتالية . z ∋ {zn}و  ∋ y {yn}لتكن متتاليات آوشي . ෨ܺأي نقطتين في  zو  yلتكن 

تقترب من  Թمتتالية آوشي في , هو فضاء متري تام Թبما أن ). 8 # 6.3انظر تمارين ( Թمتتالية آوشي في 

 {yn}لا تعتمد على اختيار المتتالية  d1(y, z)من السهل اثبات أن . d1(y, z)نقطة معينة سوف نرمز لها بالرمز 

 .zفي  {zn}و  yفي 

ز الى ترم xلتكن . xتقترب من  (X, d)هي متتالية آوشي في ... , x ,x ,... ,xالمتتالية الثابتة , x ∈ Xلكل 

 : x}لتكون         ෨ܺمن  Yعرف المجموعة الجزئية . x ∈ Xصف التكافؤ لكل متتاليات آوشي التي تقترب من 

x ∈ X} . اذا آانتd2  هي المسافة علىY  المحدثة بواسطة المسافةd1  على෨ܺ فإن من الواضح أن الاقتران 

(Y, d2) f : (X, d) →  المعطى على الشكلf(x) = x هو تقايس. 

بحيث أن  x ∈ Yيوجد  z ∈ ෨ܺو  ε > 0لعمل ذلك سنبين أن لكل عدد حقيقي . ෨ܺآثيفة في  Yالآن سنبين أن 

d1(z, x) < ε . لاحظ أنz لتكن . هو صف تكافؤ لمتتاليات آوشي{x n}  متتالية آوشي في صف التكافؤz .

, బݔ, బݔ الآن تأمل المتتالية الثابتة. ε > (బݔ ,xn)n > n0 ,d1بحيث أن لكل  n0يوجد عدد صحيح موجب 

బ෦ݔ)d1, بالاضافة لذلك. Yوالذي هو في  బ෦ݔهذه تقع في صف التكافؤ  ..., బݔ, ... , z) < ε . لذلكY  في

 .෨ܺالحقيقة آثيفة في 

)أخيراً سنبين أن  ෨ܺ , d1) لتكن . هو فضاء متري تام{zn} يجب أن نبين أن هذه . متتالية آوشي في هذا الفضاء

 ,d1(x୬෦بحيث أن           . x୬෦ ∈ Yيوجد  nلكل عدد صحيح موجب , آثيفة Yبما أن . ෨ܺالمتتالية متقاربة في 

zn) < 1/n . سنبين أن{x୬෦}  هي متتالية آوشي فيY. 

الآن خذ . n,m > Nلكل  d1(zn, zm) < ε/2بحيث أن  Nيوجد عدد صحيح موجب . أي عدد حقيقي ε > 0لتكن 

 لدينا n,m > n1 + Nلكل   n1 < ε/4/1حيث  n1عدد صحيح موجب 

           d1(x୬෦, x୫෦ ) < d1(x୬෦, zn) + d1(zn, zm) + d1(zm, x୫෦ ) < 1/n + ε/2 + 1/m < ε 

 z ∋ {xn}لذلك . (X, d)هي متتالية آوشي في  {x n}هذا يعطي أن . Yهي متتالية آوشي في  {x୬෦}لذلك  

 .والذي يكمل البرهان zn → zوبعد ذلك أن  → z x୬෦الآن بطريقة مباشرة يمكن أولاً اثبات أن . z ∈ ෨ܺلبعض 
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مع  (A, d1)مجموعة جزئية من  Xلتكن . فضائين متريين تامين (B, d2)و  (A, d1)لتكن  .تمهيدية 6.3.24

آثيفة في  Xبالاضافة لذلك لتكن . d4مع المسافة المحدثة  (B, d2)مجموعة جزئية من  Yو  d3المسافة المحدثة 

(A, d1)  وY  آثيفة في(B, d2) . اذا وجد تقايسf : (X, d3) → (Y, d4)                فإنه يوجد تقايسg : 

(A, d1) → (B, d2)  بحيث أنg(x) = f(x)  لكلx ∈ X. 

 

 x}لذلك . xn ∈ Xحيث آل  xn → aيوجد متتالية  (A, d1)آثيفة في  Xبما أن . a ∈ Aلتكن  .برهان مختصر

n} بما أن . هي متتالية آوشيf تقايس ,{f(x n)}  هي متتالية آوشي(Y, d4)    ولذلك متتالية آوشي في(B, 

d2) . لأن(B, d2)  فضاء متري تام يوجدb ∈ B  بحيث أنf(xn) → b . لذلك سنعرفg(a) = b. 

 Xمتتالية اخرى في  {zn}من الضروري أن نثبت أنه اذا آانت  Bالى  Aاقتران معرف حسناً من  gلإثبات أن 

 ,d2(f(xn)ولذلك                            d1(xn, zn) → 0هذا يتبع من حقيقة أن . f(zn) → bفإن  aتقترب من 

f(zn)) = d4(f(xn), f(zn)) → 0. 

 .هذا يترك آتمرين لأنه روتيني. هو واحد لواحد وشامل g : A → Bبعد ذلك نحتاج أن نثبت أن 

 اذاً. Xفي  a2nوآل  a1nحيث آل  x2n →a2 و x1n → a1 و a1, a2 ∈ Aلتكن , أخيراً

    d2(g(a1), g(a2))   =lim୬՜ஶ dସሺfሺaଵ୬ሻ, fሺaଶ୬ሻሻ = lim୬՜ஶ dଷሺaଵ୬, aଶ୬ሻ d1(a1, a2) = 

 �.                                                                     في الحقيقة هو تقايساً آما هو مطلوب gولذلك 

 .تقول أن إتمام الفضاءات المترية هو وحيد 6.3.24تمهيدية 

الآن سنعرف . قدمنا مفهوم الفضاء المتجه المقاس 6.1.9تذآر أننا في مثال . نختم هذا الجزء مع مفهوم آخر

 .صف مهم جداً من الفضاءات المتجهة المقاسة

 

يسمى  N .(N, || ||)المسافة المرافقة على المجموعة  dفضاءً متجهاً مقاساً و  (|| || ,N)ليكن  .تعريف 6.3.25

 .هو فضاء متري تام (N, d)اذا آان ) Banach space( فضاء بناخ

 

على أي حال الميزة اللطيفة هي أن هذا الإتمام . نعرف أن آل فضاء متجه مقاس يملك إتماماً 6.3.23من تمهيدية 

 .)12 # 6.3انظر تمارين (هو في الحقيقة آذلك فضاء متجه مقاس ولذلك فضاء بناخ 
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 6.3تمارين 

∑  {أثبت أن المتتالية -1 ଵ
୧!

୬
ୀ {xn = هي متتالية آوشي فيԷ مع المسافة الاقليدية. 

لإثبات . والذي من المعروف أنه غير نسبي Ղهي تقترب من العدد  Թفي . Էهذه المتتالية ليست متقاربة في [    

 ].Jones et al. [128]هو غير نسبي انظر  Ղأن 

 .آوشي أثبت أن آل متتالية جزئية من متتالية آوشي هي متتالية -2

 .مع المسافة الاقليدية والتي لا تملك متتالية جزئية تكون متتالية آوشي Թأعط مثالاً لمتتالية في  -3

Թالفضاء المتري  mأثبت أن لكل عدد صحيح موجب  6.3.11باستخدام نتيجة  -4
୫

مع المسافة الاقليدية هو  

 .فضاء متري تام

Թمتتالية آوشي في  { . . . ,n = 1, 2 :( x1n, x2n, . . . , xmn )}لتكن : مساعدة[    
୫

 iأثبت أن لكل         . 

= 1, 2, . . . ,m  المتتالية{xin : n = 1, 2, . . . }  فيԹ  مع المسافة الاقليدية هي متتالية آوشي ولذلك تقترب

 ,a1, a2)تقترب من النقطة   { . . . ,n = 1, 2 :( x1n, x2n, . . . , xmn )}بعد ذلك بين ان المتتالية . aiمن نقطة 

. . . , am).[ 

آل فضاء جزئي متري تام من فضاء وآذلك  آل فضاء جزئي مغلق في فضاء متري تام هو تامأثبت أن  -5

 .متري هو مغلق

n ,Թأثبت أن لكل عدد صحيح موجب  -6
୬

 .هو فضاء بولندي 

 ,a, b)   ,(a], (a, b), [a, b]أثبت أن آل فضاء متقطع وآل من الفضاءات . a < bحيث  a, b ∈ Թلتكن  -7

b] ,(−∞, a) ,(−∞, a] ,(a, ∞) ,[a, ∞)  و{a} مع التبولوجيا المحدثة على آل منها هو فضاء بولندي. 

هي متتالية آوشي في  {d(xn, yn)}أثبت أن , متتاليات آوشي {yn}و  {xn}فضاءً مترياً و  (X, d)اذا آان  -8

Թ. 

 .6.3.23املأ التفاصيل المفقودة في برهان تمهيدية  -9

 .6.3.24املأ التفاصيل المفقودة في برهان تمهيدية  -10

هو فضاء  7 # 6.1في تمارين  (∞ℓ∞, d)و  (c0, d0), (ℓ2, d2) ,(ℓ1, d1)أثبت أن آلاً من الفضاءات  -*11

 .في الحقيقة أثبت أن آل من هذه الفضاءات هو فضاء بناخ بالطريقة الطبيعية. متري تام
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الفضاء المتري  ,෨ܺأثبت أنه يمكن وضع ترآيب فضاء متجه مقاس على . أي فضاء متجه مقاس Xلتكن  -*12

 .فضاء بناخلذلك آل فضاء متجه مقاس يملك إتماماً يكون . 6.3.23التام المكون في تمهيدية 

 

اذا وجد ) bounded(تسمى محدودة  Sالمجموعة . Xمجموعة جزئية من  Sفضاءً مترياً و  (X, d) ليكن -13

 .x, y ∈ Sلكل  d(x, y) < Mبحيث  Mعدد صحيح موجب 

)I(  أثبت أنه اذا آانتS  مجموعة محدودة في(X, d)  وS = X  فإن(X, d) فضاء متري محدود .

 ).2 # 6.1انظر تمارين (

)II(  لتكنa1 ,a2 ,... ,an , ... متتالية متقاربة في فضاء متري(X, d) . اذا آانت المجوعةS  مكونة من

 .هي مجموعة محدودة Sأثبت أن , في هذه المتتالية) المختلفة(النقاط 

)III(  لتكنb1 ,b2 ,... ,bn , ... متتالية آوشي في فضاء متري تام(X, d) . اذا آانتT  مجموعة النقاط

 .مجموعة محدودة Tأثبت أن , في هذه المتتالية

)IV(  هل)III ( أعلاه تبقى صحيحة اذا لم نشترط أن يكون(X, d) تاماً؟ 

 

يحقق مسلمة  (X, τ)انفصالياً اذا وفقط اذا آان الفضاء التبولوجي المرافق  (X, d)أثبت أن الفضاء المتري  -14

 ).4 # 2.2انظر تمارين (العد الثانية 

هي المسافة المحدثة على  d1فضاءً مترياً انفصالياً و  (X, d)أعلاه أنه اذا آان  14استنتج من تمرين  -15

فضاء متري  آل فضاء جزئي منبمعنى آخر , هو انفصالياً (Y, d1)فإن  dبواسطة  Xمن  Yالمجموعة الجزئية 

يجب أن يلاحظ أنه ليس من الضروري أن يكون صحيحاً أن الفضاء الجزئي من الفضاء ( انفصالي هو انفصالي

 ).التبولوجي الانفصالي هو انفصالياً

 

 

 Contraction Mappings      اقترانات انكماش 6.4

من في هذا الجزء سوف نلاقي نوع آخر . في الفصل الخامس آان لدينا النظرة الاولى على نظرية النقطة الثابتة

على . هذا الجزء هو جزء مرتبط جداً بموضوع الفضاء المتري أآثر من التبولوجيا العامة. نظرية النقطة الثابتة

 .الرغم من ذلك الموضوع مهم في التطبيقات
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) fixed point( نقطة ثابتةتسمى  x ∈ Xالنقطة . الى نفسها Xاقتراناً من مجموعة  fليكن  .تعريف 6.4.1

 .f(x) = xاذا آان  fللاقتران 

 

 contraction( اقتران انكماشيسمى  f. الى نفسها Xاقتران من  fفضاءً مترياً و  (X, d)ليكن  .تعريف 6.4.2

mapping ( اذا وجدتr ∈ (0, 1) بحيث أن 

         d(f(x1), f(x2)) ≤ r.d(x1, x2)   لكلx1, x2 ∈ X 

 

 .هو اقتران متصل fفإن . (X, d)اقتران انكماش للفضاء المتري  fليكن  .تمهيدية 6.4.3

 

 �              .                                                                      1 # 6.4انظر تمارين  .البرهان

 

 

 fهو فضاء متري تام و  (X, d)ليكن  )نظرية اقتران الانكماش أو نظرية بناخ للنقطة الثابتة( .نظرية 6.4.4

 .يملك فقط نقطة ثابتة واحدة fفإن . الى نفسه (X, d)اقتران انكماش من 

 

 وتأمل المتتالية التالي Xفي  أي نقطة xلتكن  .البرهان

 x ,f(x) ,f2(x)  =f(f(x)) ,f3(x)  =f(f(f(x))) ,..., fn(x) ,... 

بحيث  r ∈ (0, 1)يوجد , هو اقتران انكماش fبما أن . a = d(x, f(x))اجعل . سوف نبين أن هذه متتالية آوشي

d(f(x1), f(x2)) ≤ r.d(x1, x2)  لكلx1, x2 ∈ X. 

على  وبالاستقراء نحصل d(f(x), f2(x)) ≤ r.d(x, f(x)) = r.a ,f3(x)) ≤ r2.d(x, f(x)) = r2.aواضح أن 

 .k ∈ Գ ,d(fk(x), fk+1(x)) ≤ rk.d(x, f(x)) = rk.aأن لكل 

 اذاً. n > mأعداد صحيحة موجبة حيث  أي nو  mلتكن 

                                                     d(fm(x), fn(x)) = d(fm(x), fm(fn−m(x))) 
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                                                             ≤ rm.d(x, fn−m(x)) 

≤ rm.[d(x, f(x)) + d(f(x), f2(x)) + · · · + d(fn−m−1(x), fn−m(x))] 

≤ rm.d(x, f(x))[1 + r + r2 + · · · + rn−m−1]                                  

                                                                            ୰ౣ.ୟ
ଵି୰

  ≤ 

 .fn(x) → zبحيث أن  z ∈ Xتام يوجد  (X, d)لأن . الية آوشيهي متت {fn(x)}واضح أن  r < 1بما أن 

 متصل ولذلك f, 6.4.3بواسطة تمهيدية 

            z  =limืஶ ݂ାଵሺݔሻ   =f(z) = f(limืஶ ݂ሺݔሻሻ                                )6.1( 

 .fهي نقطة ثابتة للاقتران  zولذلك 

 اذاً. fأي نقطة ثابتة للاقتران  tلتكن , أخيراً

                   d(t, z) = d(f(t), f(z)) ≤ r.d(t, z)                                                     )6.2( 

 �.                       يملك فقط نقطة ثابتة واحدة fو  t = zولذلك  d(t, z) = 0هذا يعطي أن  r < 1بما أن 

من الجدير ذآره أن نظرية اقتران الانكماش لا تزودنا فقط باثبات وجود نقطة ثابتة ولكن آذلك تعطينا طريقة 

هذه الطريقة تمكننا من آتابة برنامج . {fn(x)} ونجد نهاية المتتالية Xهي أي نقطة في  xلايجادها أي نجعل 

 .حاسوبي لتقريب النقطة الثابتة لأي دقة مطلوبة

 

 6.4تمارين 

 .6.4.3أثبت تمهيدية  -1

 

هو اقتران  fNهو اقتران من فضاء متري تام الى نفسه و  fعمم نظرية اقتران الانكماش باثبات أنه اذا آان  -2

 .يملك فقط نقطة ثابتة واحدة fعدد صحيح موجب فإن  Nحيث  Nانكماش لبعض 

 

رة اقتران قيمة حقيقية على فت fليكن : تقول) The Mean Value Theorem(نظرية القيمة المتوسطة  -3

 c ∈ [a, b]فإنه يوجد نقطة . (a, b)وقابل للاشتقاق على  [a, b]متصل على  fحيث  [a, b]الوحدة المغلقة 
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 = ت                      اذا آان sيسمى قابلاً للاشتقاق عند النقطة  fتذآر أن ( f(b)−f(a) = f′(c)(b−a)بحيث 

f′(s) lim௫՜௦
ሺ୶ሻିሺୱሻ

୶ିୱ
 .)موجودة 

 :باستخدام نظرية القيمة المتوسطة أثبت ما يلي

بحيث          r ∈ (0, 1)هو انكماش اذا وفقط اذا آان هناك  fفإن . قابلاً للاشتقاق f : [a, b] → [a, b]ليكن 

|f′(x)| ≤ r  لكلx ∈ [a, b]. 

 

لا  f(x) = cos xالمعطى على الشكل  f : Թ → Թأن  أعلاه أثبت أنه في حين 2و  3باستخدام تمارين  -4

 .هو على الرغم من ذلك يملك نقطة ثابتة وحيدة, يحقق شروط نظرية اقتران الانكماش

 

 

 

 

 Baire Spaces               فضاءات بير 6.5

 

, X1اذا آانت . فضاءً مترياً (X, d)ليكن  )Baire Category Theoremنظرية مقولة بير . (نظرية 6.5.1

X2 ,... ,Xn , ...الية مجموعات جزئية مفتوحة آثيفة في متتX  ځفإن المجموعة X୬
ஶ
ୀଵ  هي آذلك آثيفة في

X. 

 

ځ ≠ φفإن  (X, d)أي مجموعة جزئية مفتوحة في  Uيكفس أن نبين أنه اذا آانت  .البرهان X୬
ஶ
ୀଵ U ∩. 

. (X, d)هي مجموعة جزئية مفتوحة وغير خالية في  U ∩ X1المجموعة , Xمفتوحة وآثيفة في  X1بما ان 

 .ଵܷതതത ⊂ U ∩ X1بحيث أن  1هي آرة مفتوحة مع نصف قطر على الأآثر  U1لتكن 

 തതതതܷبحيث أن  n/1مع نصف قطر على الأآثر  Unآرة مفتوحة , n > 1استقرائياً عرف لكل عدد صحيح موجب 

⊂ Un-1 ∩ Xn. 
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 ,X)بما أن . هي متتالية آوشي {xn}واضح أن المتتالية . Unأي نقطة في  xnلتكن , nلكل عدد صحيح موجب 

d)  هو فضاء متري تام هذه المتتالية تقترب من نقطةx ∈ X. 

ولذلك نقطة  തതതതܷيقع في المجموعة المغلقة  {xn}آل حد من حدود المتتالية  mلاحظ أن لكل عدد صحيح موجب 

 .തതതതܷهي آذلك في المجموعة  xالنهاية 

ځ ∋ xلذلك . n ∈ Գلكل  x ∈ ܷതതതതاذاً  ܷതതതതஶ
ୀଵ. 

ځ ولكن بما أن X୬
ஶ
ୀଵ U ∩ ⊂ x ∈ ځ ܷതതതതஶ

ୀଵ  فإنφ ≠ ځ X୬
ஶ
ୀଵ U ∩ والذي يكمل برهان النظرية .� 

 .قدمنا مفهوم داخلية المجموعة الجزئية من الفضاء التبولوجي 5 # 3.2في تمارين 

 

أآبر مجموعة مفتوحة محتواة في . Xمجموعة جزئية من  Aأي فضاء تبولوجي و  (X, τ)ليكن  .تعريف 6.5.2

A  داخليةتسمى A )interior of A (ويرمز لها بالرمز Int(A). 

 

 nowhere( آثيفة ليس في أي مكانتسمى  (X, τ)من الفضاء التبولوجي  Aالمجموعة الجزئية  .تعريف 6.5.3

dense ( اذا آانت داخليةAഥ خالية. 

 

 .6.5.1هذه التعاريف تمكننا من إعادة صياغة نظرية 

اذا آانت . فضاءً مترياً تاماً (X, τ)ليكن  )Baire Category Theoremنظرية مقولة بير . (نتيجة 6.5.4

X1 ,X2 ,... ,Xn , ... متتالية من المجموعات الجزئية منX  ڂبحيث أن X୬
ஶ
ୀଵ X =  فإن لعلى الأقل واحدة

 .آثيفة ليس في أي مكان Xnتملك داخلية غير خالية أي أن  തതതതܺالمجموعة , n ∈ Գمن قيم 

 

 �.                                                                                          2 # 6.5تمارين  .البرهان

من  {xn} آان لكل متتاليةاذا ) Baire space(يسمى فضاء بير  (X, d)الفضاء التبولوجي  .تعريف 6.5.5 

ځالمجموعة , Xالمجموعات الجزئية الكثيفة المفتوحة في  X୬
ஶ
ୀଵ  هي آذلك آثيفة فيX. 

 



138 
 

 �.                                                            آل فضاء قابل للقياس تام هو فضاء بير .نتيجة 6.5.6

 

هي نتيجة في التبولوجيا أآثر من آونها نتيجة في نظرية  6.5.6من المهم أن نلاحظ أن نتيجة  .ملاحظات 6.5.7

 .الفضاء المتري

 ))IV(4 # 6.5انظر تمارين . (لاحظ آذلك أن هناك فضاءات بير والتي ليست قابلةً للقياس تماماً

لاحظ أن مجموعة , لرؤية ذلك. ليس فضاء بير ولذلك ليس قابلاً للقياس تماماً Էالفضاء التبولوجي  .مثال 6.5.8

 \ Xn = Էآل من المجموعات                  . Է = {x1, x2, . . . , xn, . . . }الأعداد النسبية معدودة ولتكن 

{xn}  هي مفتوحة وآثيفة فيԷ , على أية حالφ  =ځ X୬
ஶ
ୀଵ . لذلكԷ لا تملك خاصية فضاء بير                              .

� 

ليست قابلة للقياس تماماً  Էأن اثبات أن ) عندما آان لدينا نظرية مقولة بير(يجب أن تلاحظ  .ملاحظة 6.5.9

 .ليست فضاء بير Էأآثر صعوبة من اثبات النتيجة الأآثر تعميماً وهي أن 

الحالة الأآثر تعميماً في من المدهش والمهم ليس فقط في التبولوجيا ولكن في الرياضيات بشكل عام أن ترى ان 

 �                                                                                          .بعض الأحيان أسهل لإثباتها

 

هي اتحاد عدد معدود من  Yاذا آانت . (X, τ)مجموعة جزئية من فضاء تبولوجي  Yلتكن  .تعاريف 6.5.10

 first(      الفئة الاولىتسمى مجموعة من  Yالتي تكون آثيفة ليس في أي مكان فإن  Xالمجموعات الجزئية من 

category ( قياسأو )meager ( في(X, τ) . اذا آانتY  الفئة ليست من الفئة الاولى تسمى مجموعة من

 .(X, τ)في ) second category( الثانية

 

على آل حال سوف . نظرية مقولة بير لها عدة تطبيقات في التحليل ولكن هذا يقع خارج دراستنا في التبولوجيا

 Open Mapping(في نظرية فضاء بناخ أي نظرية الاقتران المفتوح  نختم هذا الجزء مع نظرية مهمة

Theorem .(ظرية مقولة بيرهذه النظرية هي نتيجة لن. 

 

 .مجموعة خالية Yفإن داخلية  (X, τ)مجموعة جزئية من الفئة الاولى في فضاء  Yاذا آانت  .تمهيدية 6.5.11
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ڂ, من الفئة الاولى Yبما أن  .البرهان Y୬
ஶ
ୀଵ Y =  حيث آلYn ,n ∈ Գ آثيفة ليس في أي مكان. 

ڂ اذاً. U ⊆ Yحيث  U ∈ τلتكن  Y୬തതതஶ
ୀଵ  ⊆ U ⊆ ڂ Y୬

ஶ
ୀଵ. 

ځلذلك  ሺX\Y୬തതതሻஶ
୬ୀଵ  وآل مجموعة من المجموعاتX\Y୬തതത  مفتوحة وآثيفة في(X, τ) . بما أن(X, τ)  هو بير

ځفإن  ሺX\Y୬തതതሻஶ
୬ୀଵ  هي آثيفة في(X, τ) . لذلك المجموعة المغلقةX \ U  هي آثيفة في(X, τ) . وهذا يعطي

 �.                                                              وهذا يكمل البرهان. U = Øلذلك . X \ U = Xأن 

 

هي مجموعة  X \ Yفإن , (X, τ)مجموعة جزئية من الفئة الاولى من فضاء بير  Yاذا آانت  .نتيجة 6.5.12

 .من الفئة الثانية

 

سوف يكون اتحاد عدد معدود من المجموعات الكثيفة ليس  (X, τ)اذا لم تكن هذه الحالة فإن فضاء بير  .البرهان

 �.                                                                                                    في أي مكان

أن مجموعة الاعداد  6.5.12فينتج من نتيجة  Թفئة الاولى في مجموعة جزئية من ال Էبما أن  .ملاحظة 6.5.13

 �.                                                               هي مجموعة من الفئة الثانية Զغير النسبية 

 

اذا ) convex( محدبةتسمى  Sالمجموعة . Vمجموعة جزئية من فضاء متجه حقيقي  Sلتكن . تعريف 6.5.14

 .Sهي في  λx + (1−λ)yالنقطة , λ < 1 > 0ولكل عدد حقيقي  x, y ∈ Sآان لكل 

 

آل آرة مفتوحة وآل  فضاء متجه مقاسوآذلك في أي . متجه هو محدب جزئي من فضاء واضح أن آل فضاء

 .آرة مغلقة هي محدبة
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 (B1, || ||1)و  (|| || ,B)ليكن ) Open Mapping Theoremنظرية الاقتران المفتوح ( .نظرية 6.5.15

هو  Lفإن . B1الى  Bوشامل من ) في فضاء المتجه(اقتران خطي متصل  L : B → B1فضاءات بناخ و 

 .اقتران مفتوح

 L(BN(0)) ⊂ Bs(0)بحيث أن  N ∈ Գيكفي أن نبين انه يوجد ) IV( 1 # 6.5باستخدام تمارين  .البرهان

ڂواضح أن . s > 0لبعض  B୬ሺ0ሻஶ
ୀଵ  =B  ولأنL  ڂشامل فإن ሺB୬ሺ0ሻሻஶܮ

ୀଵ B1 = L(B) =. 

تملك  ேሺ0ሻሻതതതതതതതതതതതതܤሺܮبحيث أن  N ∈ Գيوجد , لنظرية مقولة بير 6.5.4بواسطة نتيجة , هو فضاء بناخ B1بما أن 

 .داخلية غير خالية

 .ேሺ0ሻሻതതതതതതതതതതതതܤሺܮ ⊇ (Bt(z)بحيث أن  t > 0و  z ∈ B1لذلك يوجد 

 .z ∈ L(BN(0))ليس هناك فقدان للتعميم بفرض أن  3 # 6.5بواسطة تمارين 

 ولذلك Bt(z) = Bt(0) + zولكن 

Bt(0) ⊆ ܮሺܤேሺ0ሻሻതതതതതതതതതതതത − z = ܮ൫ܤேሺ0ሻ൯ െ ேሺ0ሻ൯ܤ൫ܮ ⊇ തതതതതതതതതതതതതതതതതݖ െ LሺBNሺ0ሻതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത ⊆ ܮሺܤଶேሺ0ሻሻതതതതതതതതതതതതത. 

 .ேሺ0ሻሻതതതതതതതതതതതതܤሺܮ ⊇ Bt/2(0)خطي هذا يعطي أن  Lولكون 

 .ேሺ0ሻሻതതതതതതതതതതതതܤሺܮ ⊇ Bt/4(0)سوف نبين أن هذا يعطي أن 

 .> t/4 ||w − L(x1)||1 بحيث أن x1 ∈ BN(0)اذاً يوجد . w ∈ Bt/2(0)لتكن 

 k > 0لكل عدد صحيح , خطي Lلاحظ أنه لكون 

Bt/2(0) ⊆ ܮሺܤேሺ0ሻሻതതതതതതതതതതതത  ⇒  Bt/(2k)(0) ⊆ ܮሺܤே ⁄ ሺ0ሻሻതതതതതതതതതതതതതതത. 

 بحيث أن x2 ∈ BN/2(0)لذلك يوجد 

t/8 ||(w − L(x1)) − L(x2)||1 = ||w − L(x1) − L(x2)||1 <. 

ேبحيث أن  {xm}بالاستمرار على هذه الطريقة نحصل بالاستقراء على متتالية 
ଶౣషభ ||xm|| < وآذلك 

  ௧
ଶౣ ||w − L(x1 + x2 + · · · + xm)||1 = ||w − L(x1) − L(x2) − · · · − L(xm)||1 <. 

∑تامة فإن المتسلسلة  Bبما أن  x୫
ஶ
ୀଵ  تقترب من نهايةa. 

 .w = L(a) 2 L(B2N(0))لدينا  Lوباتصال  a|| < 2N||واضح أن 
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 �.                             وهذا يكمل البرهان Bt/4(0) ⊆ L(BN(0))ولهذا  Bt/2(0) ⊆ L(B2N(0))لذلك 

 .النتيجة التالية لنظرية الاقتران المفتوح تتبع مباشرة وهي حالة خاصة مهمة جداً

 

أي اقتران خطي متصل وواحد لواحد وشامل من فضاء بناخ الى فضاء بناخ آخر هو . نتيجة 6.5.16

وواحد لواحد وشامل من فضاء بناخ لنفسه هو بشكل خاص أي اقتران خطي متصل . هوميومورفزم

 �                    .                                                                                    هوميومورفزم

 

 6.5تمارين 

 open( اقتراناً مفتوحاًيسمى  f : (X, τ) → (Y, τ1)الاقتران . فضائين تبولوجيين (Y, τ1)و  (X,τ)ليكن  -1

mapping ( اذا آان لكل مجموعة جزئية مفتوحةA  في(X, τ) , المجموعةf(A)  هي مفتوحة في(Y, τ1). 

)I(  أثبت أنf  هو اقتران مفتوح اذا وفقط اذا آان لكلU ∈ τ  ولكلx ∈ U  المجموعةf(U)  هي

 .f(x)جوار لـ 

)II(  ليكن(X, d)  و(Y, d1)  فضائين متريين وf  اقتران منX الى Y . أثبت أنf  اقتران مفتوح اذا

 .r > 0لبعض  f(B1/n(x)) ⊆ Br(f(x))فإن  x ∈ Xولكل  n ∈ Գوفقط اذا آان لكل 

)III(  ليكن(N, || ||)  و(N1, || ||1)  فضائين متجهين مقاسين وf  اقتران خطي منN  الىN1 .أن  أثبت

f  هو اقتران مفتوح اذا وفقط اذا آان لكلn ∈ Գ ,f(B1/n(0)) ⊆ Br(0)  لبعضr > 0. 

)IV(  ليكن(N, || ||)  و(N1, || ||1)  فضائين متجهين مقاسين وf  اقتران خطي منN  الىN1 . أثبت أن

f  هو اقتران مفتوح اذا وفقط اذا آان هناكs > 0  بحيث أنf(Bs(0)) ⊆ Br(0)        لبعضr > 

0. 

 .6.5.4باستخدام نظرية مقولة بير أثبت نتيجة  -2

 :أثبت أن الآتية متكافئة. Bمجموعة جزئية من فضاء بناخ  Aلتكن  -3

)I(  ܣالمجموعةҧ تملك داخلية غير خالية. 

)II(  يوجدz ∈ ܣҧ  وt > 0  بحيث أنBt(z) ⊆ ܣҧ. 

)III(  يوجدy ∈ A  وr > 0  بحيث أنBr(y) ⊆ ܣҧ. 
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أثبت أنه . τ ∋ {x}اذا آان ) isolated point( نقطة منعزلةتسمى  (X,τ) في الفضاء التبولوجي xالنقطة  -4

 .معدود ولا يملك نقاط منعزلة فإنه ليس فضاء بير T1-هو فضاء (X,τ)اذا آان 

5- )I ( أثبت أن  6.5.4باستخدام نسخة نظرية مقولة بير في نتيجةԶ ليست مجموعة-Fσ  وԷ ليست  مجموعة-

Gδ  فيԹ. 

ڂافرض أن : مساعدة[     F୬
ஶ
ୀଵ Զ =  حيث آلF୬  هي مجموعة جزئية مغلقة فيԹ . بعد ذلك طبق نتيجة

ڂلـ   6.5.4 ሼݍሽ୯אQ ∪ ڂ F୬
ஶ
ୀଵ Թ =.[ 

)II ( ليكنf : Թ → Թ  اقتران منԹ  الىԹ .F  متصلاً عند النقطةيسمى a ∈ Թ  اذا آان لكل مجموعة مفتوحة

U  تحويf(a)  يوجد مجموعة مفتوحةV  تحويa  بحيث أنf(V ) ⊆ U . أثبت أن مجموعة نقاطԹ  التي عندها

 .Gδ-مجموعةمتصلاً هي  fيكون 

)III ( استنتج من)I ( و)II ( بأنه لايوجد اقترانf : Թ → Թ  بحيث يكون متصل فقط عند مجموعة الاعداد

 .النسبية

6- )I ( ليكن(X,τ)  أي فضاء تبولوجي وY  وS  مجموعات جزئية آثيفة فيX . اذا آانتS  هي آذلك مفتوحة

 .Yو  Xهي آثيفة في آل من  S ∩ Yأثبت أن , (X,τ)في 

)II ( لتكنτ1  التبولوجيا المحدثة علىY  بواسطةτ  علىX . لتكن{Xn}  متتالية مجموعات جزئية مفتوحة وآثيفة

 .(Y, τ1)هي متتالية مجموعات جزئية مفتوحة وآثيفة في  { Xn ∩Y}أثبت أن ) I(باستخدام . Yفي 

)III ( و  6.5.5استنتج من تعريف)II ( أعلاه أن(Y, τ1)  هو فضاء بير وبعد ذلك أن(X,τ) هو فضاء بير .

 ].غلاقة فضاء بير هو فضاء بيرلذلك [

)IV ( باستخدام)III ( أثبت أن الفضاء الجزئي(Z, τ2)  منԹଶ والمعطى على الشكل 

Z = {(x, y) : x, y ∈ Թ, y > 0} ∪ {(x, 0) : x ∈ Է}       

هو هوميومورفك لـ  {x ∈ Է : (x, 0)}هو فضاء بير ولكن ليس قابلاً للقياس تماماً لأن الفضاء الجزئي المغلق 

Է ًبير ليس بالضرورة أن آل فضاء جزئي مغلق من فضاء وهذا آذلك يبين أن . والذي ليس قابلاً للقياس تماما

 .يكون فضاء بير

اذا آان . اقتران متصل ومفتوح f : (X, τ) → (Y, τ1)فضائين تبولوجيين و  (Y, τ1)و  (X,τ)ليكن  -7

(X,τ)  فضاء بير أثبت أن(Y, τ1) الصورة المتصلة المفتوحة لفضاء بير هي فضاء بيرلذلك  [. هو فضاء بير.[ 
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الفضاء لذلك  [ .هو فضاء بير (Y, τ1)أثبت أن . (X,τ)فضاءً جزئياً مفتوحاً من فضاء بير  (Y, τ1)ليكن  -8

 ].الجزئي المفتوح من فضاء بير هو فضاء بير

 lower(                من أدنى نصف متصليسمى  f : (X, τ) → Թالأقتران . فضاءً تبولوجياً (X,τ)ليكن  -9

semicontinuous ( اذا آان لكلr ∈ Թ , المجموعةf−1((−∞, r])  هي مغلقة في(X,τ) . الاقترانf : (X, 

τ) → Թ  علىنصف متصل من أيسمى )upper semicontinuous ( اذا آان لكلr ∈ Թ , المجموعة

f−1((−∞, r))  هي مفتوحة في(X,τ). 

)I(  أثبت أنf متصل اذا وفقط اذا آان نصف متصل من أدنى ونصف متصل من أعلى. 

)II(  ليكن(X,τ) فضاء بير ,I  مجموعة مفهرسة ولكلx ∈ X , لتكن المجموعة{fi(x) : i ∈ I} 

باستخدام نظرية . نصف متصل من أدنى fi : (X, τ) → Թمحدودة من أعلى حيث آل اقتران 

 fi(x)}بحيث أن المجموعة         (X,τ)من  Oمقولة بير أثبت أنه يوجد مجموعة جزئية مفتوحة 

: x ∈ O, i ∈ I} هي محدودة من أعلى. 

ځاجعل . مساعدة [ f୧
ିଵሺሺെ∞, nሿሻאூ Xn =.[ 

باستخدام نظرية مقولة بير أثبت أن بعد . فضاء بناخ حيث بعد الفضاء المتجه الاساسي معدود Bلتكن  -10

 .الفضاء المتجه الاساسي في الحقيقة هو منتهي

. مع التبولوجيا المحدثة (|| || ,N)مجموعة جزئية محدبة من  (X,τ)فضاء متجه مقاس و  (|| || ,N)ليكن  -11

هي مترابطة  (|| || ,N)استنتج أن آل آرة مفتوحة في . مترابط مسارياً ولذلك هو آذلك مترابط (X,τ)أثبت أن 

 .نفسه (|| || ,N)مسارياً آما هو 

 

 خلاصة 6.6

. أيضاً الفضاءات المترية تحتل موقعاً مهماً في دراسة التبولوجيا. الفضاء المتري موضوع مهم بحد ذاته نظرية

 .في الواقع العديد من الكتب في التبولوجيا تبدأ بالفضاءات المترية و تقوم بدراسة التبولوجيا من خلالهم

مثل هذه المسافات تسمى مسافات . تبولوجياشاهدنا أن مسافات مختلفة على نفس المجموعة يمكن أن تنتج نقس ال

وفي الطريق قابلنا الفضاءات المتجهة . C[0, 1]قدمنا لدراسة فضاءات الاقترانات وبشكل خاص . متكافئة

 .المقاسة وهو الموضوع المرآزي في التحليل الاقتراني

المحدثة بواسطة  تبولوجياشاهدنا ذلك بملاحظة أن ال. ليس آل الفضاءات التبولوجية تنتج من فضاءات مترية

 .المسافات هي هوسدورف
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شاهدنا أن تبولوجيا الفضاء المتري يمكن أن توصف بشكل آامل عن طريق متتاليلتها المتقاربة وأن الاقترانات 

 .يمكن آذلك أن توصف بنفس المبدأالمتصلة بين الفضاءات المترية 

 .موعات في الفضاء المتريقدمت المفهوم الممتع للمسافة بين المج 9 # 6.2تمارين 

. فضاء بولندي وفضاء سوسلن, فضاء بناخ, فضاء قابل للقياس تماماً, فضاء متري تام, قابلنا مفاهيم متتالية آوشي

فضاءات . التتام هو موضوع مهم في نظرية الفضاء المتري بسبب الدور الرئيسي الذي يلعبه في تطبيقات التحليل

شاهدنا أن آل فضاء متري له إتمام . امة وتستخدم في عدة مجالات في التحليلبناخ هي فضاءات متجهة مقاسة ت

 .على سبيل المثال آل فضاء متجه مقاس له إتمام وهو قضاء بناخ. أي يمكن تضمينه بتقايس في فضاء متري تام

تعرف آذلك  اقترانات الانكماش قدمت في مفهوم النقاط الثابتة وشاهدنا برهان نظرية اقتران الانكماش والتي

هذه نظرية مفيدة جداً في التطبيقات على سبيل المثال في برهان وجود حلول . بنظرية بناخ للنقطة الثابتة

 .للمعادلات التفاضلية

قدمنا المفهوم التبولوجي لفضاء بير وشاهدنا . نظرية مفيدة اخرى برهنت في هذا الفصل وهي نظرية مقولة بير

وفي الطريق تم تقديم مفهوم الفئة الاولى أو القياس وبعد ذلك برهنا . هو فضاء بير أن آل فضاء قابل للقياس تماماً

أن الاقتران الخطي المتصل الشامل من فضاء بناخ الى فضاء بناخ آخر نظرية الاقتران المفتوح والتي تقول 

 .يجب أن يكون اقتران مفتوح
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 الفصل السابع

 

 Compactnessالتراص          

 

 

 مقدمة

 

من العدل القول أن من . يلعب دور المفتاح في عدة فروع من الرياضيات انه. أهم خاصية تبولوجية هي التراص

 !لم يفهم لغاية الآن التراص فهو لم يفهم التبولوجيا

التعريف الاصطلاحي يقول أن الفضاء . اذاً ما هو التراص؟ يمكن أن يوصف بأنه تعميم التبولوجيين للتناهي

بولوجي هو متراص اذا حقق الخاصية أنه عندما يكون مجموعة جزئية من اتحاد عدد غير منتهي من الت

واضح أن . المجموعات المفتوحة فهو آذلك مجموعة جزئية من اتحاد عدد منتهي من هذه المجموعات المفتوحة

ي الفضاء المتقطع وبسرعة يمكن أن نشاهد أن ف. آل مجموعة جزئية منتهية من فضاء تبولوجي هي متراصة

عندما نذهب الى الفضاءات التبولوجية مع تراآيب تبولوجية . المجموعة هي متراصة اذا وفقط اذا آانت منتهية

 [a, b]في الحقيقة آل الفترات المغلقة . نكتشف أن مجموعات غير منتهية يمكن أن تكون متراصة Թغنية مثل 

 .الوحيدة التي تكون متراصةولكن فترات من هذا النوع هي . هي متراصة Թفي 

هي متراصة؟ نظرية هين بورل سوف تخبرنا أن  Թبالضبط أي المجموعات الجزئية من : لذلك هذا يقودنا لنسأل

 .هي فقط المجموعات التي تكون مغلقة ومحدودة في نفس الوقت Թالمجموعات الجزئية المتراصة في 

هذا خصوصاً في تطبيقات . أن التراص يلعب دوراً حاسماً عندما نذهب بعيداً في دراسة التبولوجيا سوف نشاهد

 .التبولوجيا في التحليل
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 Compact spacesفضاءات متراصة   7.1

إذا آان لكل  (Compact) متراصةتسى  X,τ  .(A(مجموعة جزئية من فضاء تبولوجي  Aلتكن   .تعريف1 .7.1

ڂ، بحيث أن Oi ,i∈ Iولكل عائلة من المجموعات المفتوحة I مجموعة  O୧୧∈ I ⊆ A  يوجد عائلة جزئية منتهية

Oin, …., Oi2, Oi1  بحيث أنA ⊆ Oi1 ∪ Oi2 ∪ · · · ∪ Oin. 

 

 .ليست متراصة Aفإن  A = (0,∞)و R = (X, τ)إذا آان   .مثال 7.1.1

ڂ، فإن من الواضح ان (i ,0)الفترة المفتوحة  Oi، لتكن iلكل عدد صحيح موجب   .البرهان O୧
∞
୧ୀଵ ⊆ A  ولكن ،

 :بحيث أن in, ….., i2, i1لا يوجد 

A ⊆ (0, i1) ∪ (0, i2) ∪ · · · ∪ (0, in)  لذلكA ليست متراصة.  

 

، (X,τ)أي مجموعة جزئية منتهية في  A = {x1, x2, …., xn}أي فضاء تبولوجي و  (X,τ)ليكن   .مثال 7.1.3

 .متراصة Aفإن 

ڂأي عائلة من المجموعات المفتوحة بحيث أن  Oi ,i∈ Iلتكن  .البرهان O୧୧∈ I ⊆ A. 

  .هي متراصة Aمما يعني أن  A ⊆ Oi1 ∪ Oi2 ∪ · · · ∪ Oinلذلك  xj ∈ Oijبحيث  Oijيوجد  xj ∈ Aإذاً لكل 

 

هي متراصة، في الحقيقة ) في فضاء تبولوجي(أن آل مجموعة منتهية   7.1.3شاهدنا في مثال   .ملاحظة 7.1.4

  "التناهي"يمكن أن ينظر له آتعميم تبولوجي لـ " التراص"

 

 .هي متراصة إذا وفقط إذا آانت منتهية (X,τ)من فضاء منقطع  Aالمجموعة الجزئية   .مثال 7.1.5

 .متراصة Aيبين أن  7.1.3منتهية فإن مثال  Aإذا آانت   .البرهان

هي  Oxهي بحيث أن آل  Ox = {x} ،x ∈ Aمتراصة، فإن عائلة المجموعات الأحادية  Aبالمقابل، لتكن 

ڂمفتوحة و  O୶୶∈ A ⊆ A  . بما أنA  متراصة يوجدOx1 ,Ox2 ,... ,Oxn                          بحيث أنA ⊆ 

Ox1 ∪ Ox2 ∪ · · · ∪ Oxn أي أن}  A = {x1, x2, …., xn  لذلكA مجموعة منتهية.  

 

ستكون غير ممتعة، على أي حال " التراص"بالتأآيد إذا آانت آل المجموعات المتراصة منتهية فإن دراسة 

 .هي متراصة، بداية سنقدم بعض المصطلحات [a, b]سوف نرى باختصار أن على سبيل المثال آل فترة مغلقة 
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.  (X,τ)عائلة من المجموعات المفتوحة في فضاء تبولوجي   Oi ,i∈ Iأي مجموعة و  Iلتكن   .تعاريف 7.1.6

إذا آانت  Aلـ  (open covering) غطاء مفتوحتسمى  Oi ,i∈ I، فإن (X,τ)مجموعة جزئية من  Aلتكن 

ڂ O୧୧∈ I ⊆ A  العائلة الجزئية المنتهية ،Oin, …., Oi2, Oi1  منOi ,i∈ I  غطاء جزئياً منتهياً، تسمى (finite 

subcovering)  لـA  إذا آانتA ⊆ Oi1 ∪ Oi2 ∪ · · · ∪ Oin. 

 

 :لذلك يمكن إعادة آتابة تعريف التراص على الشكل التالي 

 

إذا آان آل غطاء  (compact) متراصةتسمى  (X,τ)من فضاء بتولوجي  Aالمجموعة الجزئية   .تعاريف 7.1.7

يسمى  (X,τ)فإن  Xتساوي  Aإذا آانت المجموعة الجزئية المتراصة . يملك غطاء جزئي منتهي Aمفتوح لـ 

 .(compact space) فضاء متراص

 

 :نترك آتمرين إثبات العبارة التالية  .ملاحظة 7.1.8

مجموعة جزئية متراصة  Aفإن . τبواسطة  Aالتبولوجيا المحدثة على  τ1و  (X,τ)مجموعة جزئية من  Aلتكن 

 .فضاء متراص (A, τ1)إذا وفقط إذا آان  (X,τ)من 

  .]هذه العبارة ليست مباشرة آما تظهر من أول نظرة[

 

 

 .متراصة [1 ,0]الفترة المغلقة   .تمهيدية 7.1.9

 

iOIiلتكن   .البرهان بما . ∋iOxبحيث أن  Oiيوجد  x∋]1,0[إذا لكل .  [1 ,0]أي غطاء مفتوح للفترة  ∋,

ixبحيث أن  [1 ,0]مفتوحة في  Uxيوجد فترة  xمفتوحة حول  Oiأن  OUx ⊆∈. 

 :آما يلي [1 ,0]من  Sالآن عرِّف مجموعة جزئية 

}[0, z]  يمكن تغطيتها بعدد منتهي من المجموعاتS = {z : Ux 

فإن  ∋Sxلذلك إذا آانت [
nxxx UUUy ∪∪∪⊆ ...],0[

21
12لبعض   ,,....,[. xxxn  الآن لتكنSx∈  و

xUy∈  بما أنxU  هي فترة تحويx  وy  فإنxUyx .)  y <xهنا فرضنا، بدون ان نفقد التعميم، أن .  (],[⊇

 لذلك

xxxx UUUUy
n
∪∪∪∪⊆ ...],0[

21
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 .∋Syولذلك 

x  ،xx∋]1,0[لذلك لكل  USU  وهذا يعطي أن .  φأو  ∩=

x
Sx
US

∈
= U 

 و

x
Sx
US

∉
= U\]1,0[ 

 .φ=Sأو   S=]1,0[لذلك .  مترابطة [1 ,0]ولكن .  [1 ,0]مغلقة في  Sو  [1 ,0]مفتوحة في  Sمما يعني أن 

لذلك .  Uxيمكن تغطيتها بعدد منتهي من المجموعات  [1 ,0]أي أن  S=]1,0[ولذلك  S∈0ولكن 

mxxx UUU ∪∪∪⊆ ...]1,0[
21

ولكن آل .  
ixU  محتواة في مجموعةOi ،Ii∈  . لذلك

miii OOO ∪∪∪⊆ ...]1,0[
21

                                                       .متراصة [1 ,0]وهذا يعني أن  

 

 

 

 

 

 

 7.1تمارين 

 

 .متراصة Xأثبت أن آل مجموعة جزئية من . فضاء غير متقطع (X,τ)ليكن  -1

هي  (X,τ)أثبت أن آل مجموعة جزئية من .  Xمغلق على أي مجموعة  -التبولوجيا منتهي τلتكن  -2

 .متراصة

 .أثبت أن آل من الفضاءات التالية ليست متراصة -3

)I( (0, 1)؛ 

)II( [0, 1)؛ 

)III( Է؛ 

)IV( Զ؛ 
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)V( Թ2؛ 

)VI(  1{القرص المفتوح:),{( 52 <+= yxyxD  باعتباره فضاءً جزئياً منԹ2؛ 

)VII( خط سورجنفري 

)VIII( C [0, 1]  مع التبولوجيا المحدثة بواسطة المسافةd  6.1.5في مثال. 

)IX( 12 ,,, lllCo مع التبولوجيا المحدثة على التوالي بواسطة المسافات  ∞

12 ,,, ddddo  .7 # 6.1في تمارين ∞

 مجموعة جزئية متراصة من خط سورجنفري؟ [1 ,0]هل  -4

 ؟ Էمجموعة جزئية متراصة من  Է ∩ [1 ,0]هل  -5

}0{)}1({أثبت أن  -6
1 n

S
n

∞

=
}1{في حين أن  Թمجموعة جزئية متراصة من  =∪∪

1 nh

∞

=
 .ليست متراصة ∪

 

 

 

 

 

 

 The Heine-Borel Theoremنظرية هين بورل       7.2

 "الصورة المتصلة لفضاء متراص هي متراصة"التالية تقول أن التمهيدية 

 

 (Y, τ1)متراص فإن  (X,τ)اقتران متصل وشامل، إذا آان  f: (X,τ) → (Y, τ1)ليكن   .تمهيدية 7.2.1

 .متراص

 

iIiأي أن  Yأي غطاء مفتوح لـ  ∋Oi ،Iiليكن   .البرهان
OY

=
)()(إذاً .  ⊇∪ 11

iIi
OfYf

=

−− أي أن  ⊇∪

)(1
iIi

OfX −

=
∪⊆. 

1)(لذلك 
iOf −  ،Ii∈  هو غطاء مفتوح لـX. 
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in,…, i2, i1متراص يوجد  Xبما أن 
 :بحيث أن Iفي  

)(...)()( 111
21 niii OfOfOfX −−− ∪∪∪⊆  

)(XfY =         لذلك                                                                                                  

( ))(...)()( 111
21 niii OfOfOff −−− ∪∪∪⊆  

( ) ( ) ( ))(...)()( 111
21 niii OffOffOff −−− ∪∪∪=  

niii OOO ∪∪∪= ...
21

f شامل                                                                       لأن    

لذلك لدينا 
niii OOOY ∪∪∪⊆ ...

21
               .متراصة Y، لذلك Oiتغطى بعدد منتهي من  Y، أي أن  

 

 ,Y)        متراص فإن (X,τ)إذا آان .  فضائين تبولوجيين هوميومورفك (Y,τ1)و  (X,τ)ليكن   .نتيجة 7.2.2

τ1) متراص.                                                                                                                 

 

 .ليست متراصة (a, b)متراصة في حين أن  a < b ،[a, b]حيث  Թفي  bو  aلأي   .نتيجة 7.2.3

 

 [a, b]الفضاء  7.2.1ولذلك باستخدام تمهيدية  [1 ,0]هوميومورفك للفضاء المتراص  [a, b]الفضاء   .البرهان

 .متراص

)0,(هوميومورفك لـ  (a, b)الفضاء  )0,(متراصة فإن  (a, b)إذا آانت .  ∞ متراصة ولكن شاهدنا في مثال  ∞

)0,(أن  7.1.2   .ليست متراصة (a, b)لذلك .  ليست متراصة ∞

 

 

 .آل مجموعة جزئية مغلقة من فضاء متراص هي متراصة  .تمهيدية 7.2.4

 

هي غطاء مفتوح  Ui ∈τ ,i ∈ Iلتكن .  (X,τ)مجموعة جزئية مغلقة من فضاء متراص  Aلتكن   .البرهان

 إذاً.  Aللمجموعة 

)\()( AXUX i
Ii

UU
∈

⊆ 
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iUIiأي أن  لذلك يوجد غطاء جزئي منتهي .  Xهي غطاء مفتوح لـ  X \ Aمع المجموعة المفتوحة  ∋,

12
,,..., iii UUU

k
  ،X \ A]  . إذا آانتX \ A  ليست في الغطاء الجزئي المنتهي يمكن نضيفها ويبقى لدينا

 ].Xغطاء جزئي منتهي لـ 

 :لذلك

)\(....
21

AXUUUX
kiii UUUU⊆  

 :وهذا يعني أن

)\(....
21

AXUUUA
kiii UUUU⊆  

 :والذي يعطي أن

kiii UUUA UUU ....
21

⊆  

∩=φلأن  )\( AXA. 

  .تملك غطاءً جزئياً منتهياً وهذا يعني أنها متراصة Aلذلك 

 

 .المجموعة الجزئية المتراصة من فضاء تبولوجي هوسدورف هي مغلقة  .تمهيدية 7.2.5

 

تحوي آل نقاط  Aسوف نبين أن .  (X,τ)مجموعة جزئية متراصة من فضاء هوسدورف  Aلتكن   .البرهان

AXpلتكن .  النهاية الخاصة بها ولذلك هي مغلقة  Vaو  Uaيوجد مجموعتين مفتوحتين  ∋Aaإذاً لكل .  ∋\

aaبحيث أن  UaVp ∈∈ ∩=φو  , aa VU. 

aهذا يعني أن 
Aa
UA

∈
⊆ U  . بما أنA  متراصة يوجدan, …, a2, a1  فيA بحيث أن: 

naaa UUUA UUU ....
21

⊆ 

اجعل 
naaa UUUU UUU ....

21
و  =

naaa VVVV III ...
21

= 

UVوVpإذاً  aa ∈=φI  تعطي أنφ=UV I  والتي بدورها تعطي أنφ=AV I  . لذلكp  ليست نقطة

 .Aولا تتقاطع مع  pهي مجموعة مفتوحة تحوي  Vو  Aنهاية للمجموعة 

  .تحوي آل نقاط النهاية الخاصة بها ولذلك هي مغلقة Aلذلك 

 

  .أي مجموعة جزئية متراصة من فضاء قابل للقياس هي مغلقة  .نتيجة 7.2.6
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ليست متراصة لأنها مجموعات جزئية  [a, b)، و (a, b]، الفترات a < bحيث  Թفي  bو  aلأي   .مثال 7.2.7

  .Թليست مغلقة في الفضاء القابل للقياس 

 

 .هي محدودة Թأي مجموعة جزئية متراصة من   .تمهيدية 7.2.8

),(إذاً .  غير محدودة ⊇RAلتكن   .البرهان
1

nnA
n

−⊆
∞

=
U  ولكن 

{(-n, n): n=1, 2, 3, …}  لا تملك أي غطاء جزئي منتهي للمجموعةA  لأنA لذلك .  غير محدودةA  غير

                                             .هي محدودة Թوهذا يعني أن آل مجموعة جزئية متراصة من .  متراصة

 

هي  Թآل مجموعة جزئية محدودة ومغلقة في ) Heine-Borel Theoremبورل  –نظرية هين (  .نظرية 7.2.9

 .متراصة

 

],[فإن  Թمجموعة جزئية محدودة ومغلقة في  Aإذا آانت   .البرهان baA⊆  لبعضa  وb  فيԹ  . بما أن[a, 

b]  متراصة وA  مجموعة جزئية مغلقة فإنA متراصة.  

 . 7.1.9قصير فقط لأننا أولاً أثبتنا تمهيديةالبرهان أعلاه .  بورل هي نتيجة مهمة -نظرية هين

 

 .هي مغلقة ومحدودة Թآل مجموعة جزئية متراصة من ).  بورل –عكس نظرية هين ( تمهيدية 7.2.10

  .7.2.5وتمهيدية  7.2.8هذا ينتج مباشرة من تمهيدية   .البرهان

 

إذا وجد عدد حقيقي  (bounded) محدودةتسمى  (X, d)من فضاء متري  Aالمجموعة الجزئية   .تعريف 7.2.11

r  بحيث أنr <) 2, a1d (a  1لكلa  2وa  فيA. 

 

 .مغلقة ومحدودة Aفإن . (X, d)مجموعة جزئية متراصة في فضاء متري  Aلتكن   .تمهيدية 7.2.12

 

Xxالآن ثبت  .  مجموعة مغلقة A، 7.2.6بواسطة نتيجة   .البرهان  f: (A, τ) → Թ، وعرِّف الاقتران   0∋

 :على الشكل
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),()( 0xadaf  ∋Aaلكل  =

لذلك، بواسطة .  متراصة f(A)، 7.2.1متصل ولذلك، باستخدام تمهيدية  fإذاً .  Aالتبولوجيا المحدثة على  τحيث 

 :بحيث أن Mمحدودة أي يوجد عدد حقيقي  f(A)، 7.2.10تمهيدية 

Maf  ∋Aaلكل  )(≥

Mxadلذلك  ≤),( raadنرى باستخدام المتباينة المثلثية  r=2Mبوضع .  ∋Aaلكل  0 ≤),( و  a1لكل  21

a2  فيA.  

من الممكن أن .  بعدي مع التبولوجيا المحدثة بواسطة المسافة الإقليدية -nيشير إلى الفضاء الإقليدي  Թnتذآر أن 

سوف نكتب النتيجة هنا ولكن نؤجل برهانها إلى الفصل .  Թn ،n>1إلى  Թبورل وعكسها من  -نعمم نظرية هين

 .القادم

 

هي متراصة إذا وفقط إذا  nԹ ،1>nأي مجموعة جزئية من ).  بورل المعممة -نظرية هين(  .نظرية 7.2.13

 .آانت مغلقة ومحدودة

 

هي متراصة،  Թnتقول أن آل مجوعة جزئية محدودة ومغلقة في  7.2.13على الرغم من أن نظرية .  تحذير

.  المجموعات الجزئية المحدودة والمغلقة في الفضاءات المترية الأخرى ليس بالضرورة أن تكون متراصة

 ).2.7#9انظر تمارين (

 

تملك  f(X)فإن المجموعة .  Թإلى  (X,τ)اقتران متصل من  fفضاء متراص و  (X,τ)ليكن   .تمهيدية 7.2.14

 .عنصراً أعظم وعنصراً أصغر

 

 f(X)بما أن .  Թمجموعة جزئية محدودة ومغلقة في  f(X)لذلك .  متراصة f(X)متصل فإن  fبما أن   .البرهان

 .محدودة فإنها تملك أقل حد أعلى

تملك عنصراً أعظم أي أقل حداً  f(X)لذلك .  f(X)تعطي أن أقل حد أعلى هو في  3.3.2مغلقة، مساندة  f(X)لأن 

  .لها عنصراً أصغر f(X)بنفس الأسلوب يمكن إثبات أن .  أعلى

 

 dو  cلبعض  f([a, b]) = [c, d]إذا  .Թإلى  [a, b]اقتران متصل من  fو  Թفي  bو  aلتكن   .تمهيدية 7.2.15

 .Թفي 
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 [a, b]بما أن. ولذلك هي فترة Թمجموعة جزئية مترابطة من  f( [a, b]( مترابطة فإن [a, b]بما أن   .البرهان

 لذلك.  فترة مغلقة ومحدودة f( [a, b](لذلك .  متراصة f [a, b]متراصة فإن 

f [a, b] = [c, d] 

  .Թفي  dو  cلبعض 

 

 

 7.2تمارين 

 

 )برر إجابتك(التالية متراصة؟  Թأي من المجموعات الجزئية من  -1

)I( চ؛ 

)II( 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

= ,...3,2,1:2 n
n

 ؛ 

)III( { }]1,0[,cos: ∈= yyxx ؛ 

)IV( 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈= )

2
,0[,tan: πyyxx. 

 )برر إجابتك(التالية متراصة؟  Թ2أي من المجموعات الجزئية من  -2

(I) { }4:),( 22 =+ yxyx ؛ 

(II) { }1:),( +≥ yxyx ؛ 

(III) { }40,20:),( ≤≤≤≤ yxyx ؛ 

(IV) { }40,20:),( ≤≤<< yxyx. 

}:{إذا آانت .  فضاء متراص (X,τ)ليكن  -3 IiFi بحيث  Xعائلة من المجموعات الجزئية المغلقة في  ∋

=φأن 
∈

i
Ii
FI  أثبت أنه يوجد عائلة جزئية منتهية ،

12
,...,, iii FFF

m
=φبحيث  

miii FFF III ...
21

. 

 c<dو  a<bحيث  dو  c, b, aتقول أن لكل أعداد حقيقية  4.3.7نتيجة  -4

)I(  ],[),( dcba ≅/ 

)II(  ],[),[ dcba ≅/ 

 ).4.3.7بدلاً من الترابط آما فعل في نتيجة (أثبت آل منهما باستخدام التراص 
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 closed) اقتران مغلقيسمى  f؛ (Y, τ1) → (X,τ)فضائين تبولوجيين، الاقتران  (Y, τ1)و  (X,τ)ليكن  -5

mapping)  إذا آان لكل مجموعة جزئية مغلقةA  منf(A), (X,τ)  مغلقة في(Y,τ1) . الاقترانf: (X,τ) → 

(Y, τ1)  مفتوحاقتران يسمى (open mapping)  إذا آان لكل مجموعة جزئية مفتوحةA  منf (A), (X,τ) 

 .(Y, τ1)مفتوحة في 

 تكون fجد أمثلة على اقترانات ) أ(

(I) مفتوحة وليست مغلقة 

(II) مغلقة وليست مفتوحة 

(III) مفتوحة وليست متصلة 

(IV) مغلقة وليست متصلة 

(V) متصلة وليست مفتوحة 

(VI) متصلة وليست مغلقة 

 fمتصل، أثبت أن  اقتران f: (X,τ) → (Y, τ1)فضائين هوسدورف متراصين و  (Y, τ1)و  (X,τ)إذا آان ) ب(

 .اقتران مغلق

هوسدورف، أثبت  (Y, τ1)متراص، و  (X,τ)إذا آان .  اقتران تقابل متصل f: (X,τ) → (Y, τ1)ليكن  -6

 .هوميومورفزم fأن 

}:{لتكن  -7 JjCj أثبت .  (X,τ)عائلة من المجموعات الجزئية المتراصة والمغلقة في فضاء تبولوجي  ∋

jأن 
Jj
C

∈
I متراصة. 

 Xأثبت أن .  Թnمجموعة جزئية من  Xو  Թnالمسافة الاقليدية على  d, عدد صحيح موجب nلتكن  -8

Xxxxبحيث لكل  Mإذا وفقط إذا وجد عدد حقيقي موجب  (Թn,d)محدودة في  n ∈),...,,( 21  ،

MxM i ≤≤−  ،i=1,2,…n  

لتكن . 6.1.6الفضاء المتري المعرّف في مثال  (*C[0,1],d)ليكن  -9

}1)0,(*],1,0[:{ ≤∈= fdCffB  إلى  [1 ,0]يرمز للاقتران الثابت من  0حيثԹ  والذي يجعل

 ).closed unit ball آرة الوحدة المغلقةتسمى  Bالمجموعة .  (صورة آل عنصر صفراً

)I(  أثبت أنB  مغلقة ومحدودة في(C[0, 1], d*) 

)II(  أثبت أنB لتكن: مساعدة.  [ليست متراصة }:{ IiBi عائلة آل الكرات المفتوحة التي نصف  ∋

قطرها 
2
1

)]1,0,[(*في   dC  . ًإذا}:{ IiBi افرض أنه يوجد غطاء .  Bهو غطاء مفتوح لـ  ∋

Rf: التالية N+1تأمل الاقترانات التي عددها .  BN ,…, B2, B1جزئي منتهي  →]1,0[:α 

)(sin)2..(المعرّفة على الشكل  xxf N πα
α

−=  ،1....,,2,1 += Nα 
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Bfأثبت أن آل ) أ( ∈α 

11استنتج أنه إذا آان   N <mلكل  0mf = (1)و  N+1f 1 = (1) ملاحظاً أن) ب( BfN  Bfm∉  ،mفإن  +∋

= 1, …, N 

1ملاحظاً أن ) ج(
2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

Nf  0و
2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

mf  1لكل –N  <m   2استنتج أنه إذا آانBfN فإن  ∋

2Bfm∉  ،m = 1, …, N-1 

 .]تناقض –مختلفة  Biتقع في  fN+1, …, f2, f1مستمراً بهذا الأسلوب أثبت أن ) د(

 .آل فضاء متراص هوسدورف هو فضاء طبيعيأثبت أن  -10

 مجموعتين جزئيتين متراصتين منفصلتين في فضاء هوسدورف  Bو  Aلتكن  -11*

(X,τ)  أثبت أنه يوجد مجموعتين مفتوحتين ومنفصلتينG  وH  بحيث أنGA⊆  وHB ⊆. 

ليس  (X,τ)فضاء تبولوجي غير منتهي مع خاصية أن آل فضاء جزئي هو متراص، أثبت أن  (X,τ)ليكن  -12

 .فضاء هوسدورف

أثبت أن آل فضاء تبولوجي غير معدود وغير متراص يملك عدد غير معدود من المجموعات الجزئية  -13

 .المتراصة وعدد غير معدود من المجموعات الجزئية غير المتراصة

هو متراص، أثبت أن  Xفضاء هوسدورف بحيث أن آل فضاء جزئي مغلق ولا يساوي  (X,τ)إذا آان  -14

(X,τ) متراص. 

 خلاصة 7.3

يمكن أن  1.4ز7التراص يلعب دور مفتاحي في تطبيقات التبولوجيا في آل فروع التحليل، آما لوحظ في ملاحظة 

 .ينظر للتراص آتعميم تبولوجي للتناهي

 .بأنها المجموعات المغلقة والمحدودة Թnبورل المعممة تشخص المجموعات الجزئية المتراصة في  -نظرية هين

 .التراص هو خاصة تبولوجية، في الحقيقة الصورة المتصلة لفضاء متراص هي متراصة

ن فضاءات المجموعات الجزئية المغلقة في الفضاءات المتراصة هي متراصة والفضاءات الجزئية المتراصة م

 .هوسدورف هي مغلقة

تشير إلى أن فضاء  #10 7.2تقدم مفاهيم الاقترانات المفتوحة والاقترانات المغلقة، تمارين  #5 7.2تمارين 

 Թnأن تكون آرة الوحدة المغلقة في آل ).  T4 -في الواقع فضاء (هوسدورف المتراص هو فضاء طبيعي 

 ,C[0,1])هذا التمرين أشار إلى أن آرة الوحدة المغلقة في الفضاء المتري .  #9 7.2متراصة يتناقص مع تمارين 

d*) ولو أننا لن نثبته هنا، يمكن أن يثبت أن فضاء المتجه هو بعدي منتهي إذا وفقط إذا آانت .  ليست متراصة

 .آرات الوحدة المغلقة فيه متراصة
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في آتب مختلفة وبعض هذه التعاريف غير مكافئة يعرَّف بعدة طرق " متراص"إنه من سوء الحظ أن .  تحذير

للتعريف المعروض هنا، بعض الكتب تضيف هوسدورف في تعريف متراص، بعض الكتب، خاصة القديمة، 

 .والذي عادة يسمى متراص تتالياً –لتعني خاصية أضعف مما عرفناه " متراص"تستخدم 
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 الفصل الثامن

 

 

 The Finite Productالضرب المنتهي      

 

 

 

 مقدمة

 

، "فضاءات جزئية"هناك ثلاث طرق مهمة لإنتاج فضاءات تبولوجية جديدة من فضاءات قديمة، هي بتكوين 

، الفصول الثلاثة التالية مخصصة لدراسة فضاءات الضرب، في هذا "فضاءات الضرب"و" فضاءات النسبة"

وهي نظرية فيما يبدو أنها  (Tychonoff's Theorem)ونثبت نظرية تيخنوف  الفصل نبحث في الضرب المنتهي

 .مفيدة وتقول أنه أي ضرب لفضاءات متراصة هو متراص

بورل سوف  –هي متراصة؟ نظرية هين  Թبالضبط أي المجموعات الجزئية من : أيضاً نحن نقاد إلى أن نسأل

 .المجموعات التي تكون مغلقة ومحدودة في نفس الوقت هي فقط Թتخبرنا ان المجموعات الجزئية المتراصة من 

عندما نذهب بعيداً في دراسة التبولوجيا سوف نرى أن التراص يلعب دوراً محورياً، وهذا خاصة في تطبيقات 

 .التبولوجيا في التحليل
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 The Product Topologyتبولوجيا الضرب       8.1

 

هو المجموعة المكونة من آل العناصر التي  X1 x X2 x … x Xn الضربمجموعات فإن  Xn, …, X2, X1إذا آانت 

iiحيث  (x1, x2, …, xn)على الشكل  Xx ∈  ،i = 1,…, n. 

 :المسألة التي نناقشها الآن هي

آيف نعرّف تبولوجيا معقولة على مجموعة  (Xn, τn)، ....، (X2, τ2) ،(X1, τ1)إذا آان لدينا فضاءات تبولوجية 

 ؟X1 × X2 × … × Xnالضرب 

iiOحيث  O1 × O2 × …× O2للتبولوجيا ح هو مجموعة آل المجموعات ) ولكن الخاطئ(المرشح المباشر  τ∈،    

i = 1, …, n. السوء الحظ هذه ليست تبولوجي. 

 تحتوي المستطيلات  τفإن  Թ = (X, τ2) = (X, τ1)و  n = 2على سبيل المثال، إذا آانت 

 ولكن ليس المجموعات  (3 ,2) × (3 ,2)و  (1 ,0) × (1 ,0)

 .O2و  O1لأي اختيار لـ  O1 × O2لأن هذه ليست  [(3 ,2) × (3 ,2)] ∪ [(1 ,0) × (1 ,0)]

)1,0(1فإن  O2و  O1لبعض  O1 × O2إذا آانت [
2
1 O⊆∈  3,2(2و(

2

1
2 O⊆∈  ولذلك الزوج المرتب

21)
2
12,

2
1( OO )ولكن   ∋× ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]3,23,21,01,0)2,( 2

1
2
1 ××∉ U.  لذلكτ  ليست مغلقة تحت عملية

 .الاتحاد ولذلك ليست تبولوجيا

Թଶعلى ) التبولوجيا الاقليدية(على أية حال شاهدنا آيف يمكن وضع تبولوجيا  ൌ Թ × Թ   2.2.9هذا عمل في مثال  .

 .يوحي بكيفية تعريف تبولوجيا الضرب بشكل عامفي الحقيقة هذا المثال 

 

 Product)           تبولوجيا الضربفضاءات تبولوجية فإن   (Xn, τn)، ....، (X2, τ2) ،(X1, τ1)لتكن   .تعاريف 8.1.1

Topology) τ  على المجموعةX1 × X2 × … × Xn  هي التبولوجيا التي تملك العائلة

{ }niOOOO iin ...,,1,:...21 =∈××× τ المجموعة .  آقاعدةX1 × X2 × … × Xn  مع التبولوجياτ  تسمى

 أو  (X1 × X2 × … × Xn, τ)ويرمز لها بالرمز  (Xn, τn)، ....، (X2, τ2) ،(X1, τ1) الفضاءات ضرب

(X1, τ1) × (X2, τ2) × … × (Xn, τn). 

}بالتأآيد يجب أن يثبت أن العائلة  }niOOOO iin ...,,1,:.....21 =∈××× τ  هي قاعدة لتبولوجيا أي أنها تحقق

 ).هذا يترك آتمرين لك( 8.2.2شروط تمهيدية 
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.  على التوالي (Xn, τn)، ....، (X2, τ2) ،(X1, τ1) قواعد لفضاءات تبولوجية ी n, …, ी 2, ी1لتكن   .تمهيدية 8.1.2

×××∋ i=1, …, n} ी i,فإن العائلة  in OOOO :.....{  × X1 × X2          هي قاعدة لتبولوجيا الضرب على 21

… × Xn . 

 

 .مباشر وآذلك يترك آتمرين لك 8.1.2برهان تمهيدية 

هي فقط تبولوجيا الضرب على   nԹ  ،2 >nالآن نحن نرى أن التبولوجيا الاقليدية على  (I) .ملاحظات 8.1.3

 ).2.2.10و ملاحظة  2.2.9انظر مثال .  (Թ × Թ × … × Թ = Թnالمجموعة 

(II)  إذا آانت : بأن آل ضرب لمجموعات مفتوحة هو مجموعة مفتوحة أو أآثر تحديداً 8.1.1واضح من تعريف

On, …, O2, O1 مجموعات جزئية مفتوحة في فضاءات تبولوجية  (X1, τ1) ، (X2, τ2) ،.... ،(Xn, τn)  على التوالي

nOOOفإن  ××× التمهيدية   (Xn, τn) × … × (X2, τ2) × (X1, τ1)  هي مجموعة جزئية مفتوحة من 21.....

 .التالية تقول أن أي ضرب لمجموعات مغلقة هو مجموعة مغلقة

 

 مجموعات جزئية مغلقة في فضاءات تبولوجية  Cn, …, C2, C1لتكن   .تمهيدية 8.1.4

(X1, τ1)، (X2, τ2) ،.... ،(Xn, τn) فإن .  على التواليC1 × C2 × … × Cn  هي مجموعة جزئية مغلقة في فضاء

 .(X1 × X2 × … × Xn, τ)الضرب 

 

 :لاحظ أن  .البرهان

(X1 × X2 × … × Xn) \ (C1 × C2 × … × Cn) 

( )[ ] ( )[ ]
( )[ ]nnn

nn

CXXXX
XXCXXXXCX

\......
...\...\

121

3221211

××××
×××××××=

−U

UU
 

ولذلك هو مجموعة ) لأن ضرب المجموعات المفتوحة هو مجموعة مفتوحة(والذي هو اتحاد لمجموعات مفتوحة 

هي مجموعة مغلقة  C1 × C2 × … × Cnمما يعني أن المتممة .  (Xn, τn) × … × (X2, τ2) × (X1, τ1)مفتوحة في 

  .آما هو مطلوب
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 8.1تمارين 

 .8.1.2أثبت تمهيدية  -1

 ,X1)                     فضاءات متقطعة، أثبت أن فضاء الضرب (Xn, τn)، ....، (X2, τ2) ،(X1, τ1)إذا آانت  -2

τ1) × (X2, τ2) × … × (Xn, τn) آذلك هو فضاء متقطع. 

أثبت .  على التوالي X2و  X1على  قلمغ –لتبولوجيا منتهي ا τ2, τ1مجموعات غير منتهية و  X2و  X1لتكن  -3

 .مغلق –ليست التبولوجيا منتهي  X1 × X2على  τأن تبولوجيا الضرب 

 .أثبت أن ضرب أي عدد منتهي من فضاءات غير متقطعة هو فضاء غير متقطع -4

 .أثبت أن ضرب أي عدد منتهي من فضاءات هوسدورف هو هوسدورف -5

}فضاء تبولوجي و  (X, τ)ليكن  -6 }XxxxD ∈= هي القطر في فضاء الضرب  ),(:

),(),(),( 1τττ XXXX مغلقة في  Dهو فضاء هوسدورف إذا وفقط إذا آانت  (X, τ)أثبت أن .  ×=×

),( 1τXX ×. 

),(,),(لتكن  -7 1122 ττ XX  و),( 33 τX أثبت أن .  فضاءات تبولوجية

[ ] ),(),(),(),(),(),( 332211332211 ττττττ XXXXXX ××≅×× 

8- )I ( لتكن(X1, τ1)  و(X2, τ2) أثبت أن.  فضاءات تبولوجية 

),(),(),(),( 11222211 ττττ XXXX ×≅×  

(II) عمم النتيجة أعلاه لضرب أي عدد منتهي من الفضاءات التبولوجية. 

 مجموعات جزئية من فضاءات تبولوجية  Cn, …, C2, C1لتكن  -9

(X1, τ1)، (X2, τ2) ،.... ،(Xn, τn)  على التوالي لكي تصبحC1 × C2 × … × Cn مجموعة جزئية من      (X1, τ1) 

× (X2, τ2) × … × (Xn, τn). أثبت آل من العبارات التالية: 

(I) ′××′×′⊇′××× nn CCCCCC ...)...( 2121 

(II) nn CCCCCC ×××=××× ...... 2121  



162 
 

)III ( إذا آانتCn, …, C2, C1  آثيفة في(X1, τ1)، (X2, τ2) ،.... ،(Xn, τn)  

 آثيفة في فضاء الضرب  C1 × C2 × … × Cnعلى التوالي فإن 

(X1, τ1) × (X2, τ2) × … × (Xn, τn) . 

)IV ( إذا آان(X1, τ1)، (X2, τ2) ،.... ،(Xn, τn)  فضاءات انفصالية فإن 

(X1, τ1) × (X2, τ2) × … × (Xn, τn) ًفضاءً انفصاليا. 

)V ( 1لكل >, n nԹ فضاء انفصالي. 

  - T1هو فضاء   - T1أثبت أن ضرب عدد منتهي من فضاءات  -10

 تحقق مسلمة العدد الثانية فإن  (Xn, τn)، ....، (X2, τ2) ،(X1, τ1)إذا آانت  -11

(X1, τ1) × (X2, τ2) × … × (Xn, τn) تحقق مسلمة العد الثانية. 

 ,Թ)                فضاء الضرب (Թ2, τ2)و  11#  3.2خط سورجنفري المعرف في تمارين  (Թ, τ1)ليكن  -12

τ1) × (Թ, τ1) أثبت العبارات التالية. 

(I) }  Թ∈y < d , a , b , c , d  <b , c  <x  <{(x, y): a   2هي قاعدة للتبولوجياτ  

(II) (Թ2, τ2) هو فضاء منتظم انفصالي هوسدورف غير مترابط بالكامل. 

(III)  لتكنL = {(x, y): x, y ∈Թ , x + y = 0}  . فإن الخطL  مغلق في التبولوجيا الإقليدية على المستوى

 .(Թ2, τ2)ولذلك آذلك على 

(IV)  إذا آانتτ3  تبولوجيا الفضاء الجزئي المحدثة على الخطL  بواسطةτ2  فإنτ3  هي التبولوجيا المنقطعة

 .فضاء غير انفصالي (L, τ3)ولذلك 

الفضاء الجزئي المغلق من نحن نعلم الآن أن  (Թ2, τ2)فضاء جزئي مغلق من الفضاء الانفصالي  (L, τ3)بما أن [

 .]فضاء انفصالي ليس بالضرورة أن يكون انفصاليا

}أثبت أن : مساعدة[ }RaayaaxayxL ∈+−<≤−+<≤ ,1,1:),(I هي المجموعة الأحادية[. 
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 إسقاطات شاملة على مرآبات الضرب 8.2

Projections onto factors of a product 

 

 .اللاحقة نحتاج زوج من التعاريفقبل المضي إلى نتيجتنا 

 

من  (finer topology) تبولوجيا أرقتسمى  τ1فإن .  Xتبولوجيان على مجموعة  τ2, τ1لتكن   .تعاريف 8.2.1

τ2 ) وτ2  تبولوجيا أشدتسمى Coarser Topology  منτ1 ( 12إذا آان ττ ⊆. 

 

التبولوجيا غير .  Xهي أرق من أي تبولوجيا أخرى على  Xالمتقطعة على مجموعة التبولوجيا   .مثال 8.2.2

 ]1.5 # 10انظر آذلك تمارين . [Xهي أشد من أي تبولوجيا أخرى على  Xالمتقطعة على 

 

اقتران يسمى  fفإن .  Yإلى  Xاقتران من  fفضائين تبولوجيين و  (Y, τ1)و  (X, τ)ليكن   .تعاريف 8.2.3

)(τ∈A ،1إذا آان لكل  (open mapping) مفتوح τ∈Af  . الاقترانf  اقتران مغلقيسمى (closed mapping) 

 في  Bإذا آان لكل مجموعة مغلقة 

f(B), (X, τ)  مغلقة في(Y, τ1). 

 

، "اقتران مفتوح"، "اقتران متصل"سؤلت أن تبين أن ليس أي من الحالات  5#  7.2في تمارين   .ملاحظة 8.2.4

.  في الواقع ليس أي حالتين إذا أخذتا معاً تعطي الحالة الثالثة.  يعطي اي من الحالتين الأخريين" اقتران مغلق"

 ).جد أمثلة تبين ذلك(

 � 
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 فضاءات تبولوجية من  (Xn, τn)، ....، (X2, τ2) ،(X1, τ1)لتكن   .تمهيدية 8.2.5

(X1 × X2 × … × Xn, τ) 1,,...{لكل  .فضاء الضرب الخاص بها{ ni∈  ليكن ،ini XXXXp →×× ...: 21 

)اقتران الإسقاط؛ أي أن،  ) inii xxxxxp =)...,,...,,,( nniلكل 21 XXXxxxx ×××∈ ...)...,,...,,,( 2121  .

 :فإن

(I)  آلpi هو اقتران متصل شامل ومفتوح و 

(II) τ  هي أشد تبولوجيا على المجموعةX1 × X2 × … × Xn  بحيث أن آلpi هو متصل. 

 

 إذاً.  (Xi, τi)أي مجموعة مفتوحة في  Uهو متصل، لتكن  piلرؤية أن آل .  هو شامل piواضح أن آل   .البرهان

niii XXUXXXUp ×××××××= +−
− ......)( 1121

1  

 .هو متصل piلذلك آل .  (X1 × X2 × … × Xn, τ)والذي هو ضرب لمجموعات مفتوحة في 

 ,Xj)مفتوحة في  Ujحيث  U1 × U2 × … × Unاقتران مفتوح يكفي أن نثبت أن لكل مجموعة مفتوحة قاعدية  piلإثبات أن 

τj)  لكلj = 1, …, n المجموعة ،pi (U1 × U2 × … × Un)  مفتوحة في(Xi, τi)  .ولكن                              pi (U1 × 

U2 × … × Un) = Ui  والتي هي بالتأآيد مفتوحة في(Xi, τi)  . لذلك آلpi  هو اقتران مفتوح وبذلك نكون قد أآملنا برهان(I) 

 .في التمهيدية

 بحيث أن آل اقتران إسقاط  X1 × X2 × … × Xnأي تبولوجيا على المجموعة  'τالآن لتكن 

pi: (X1 × X2 × … × Xn, τ')  (Xi, τi) يجب أن نبين أن .  هو متصل'ττ ⊆. 

مجموعات  On, …, O2, O1يكفي أن نبين أنه آانت ) 8.1.1المعطى في تعريف ( τبإعادة تذآر تعريف القاعدة للتبولوجيا 

 على التوالي فإن  (Xn, τn)، ....، (X2, τ2) ،(X1, τ1)مفتوحة في 

O1 × O2 ×…×On ∈τ'  لإثبات ذلك، لاحظ أنه لكونpi  1)('متصل فإن τ∈−
ii Op  لكل 

i = 1, …, n  . الآن 

niiiii XXOXXXOp ×××××××= +−
− ......)( 1121

1 

nii وبذلك يصبح

n

i
OOOOp ×××=−

=
...)( 21

1

1
I 
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1)('إذاً  τ∈−
ii Op  لكلi = 1, …, n  1)('وهذا يعطي

1
τ∈−

=
ii

n

i
OpI  21...'أي أن τ∈××× nOOO  آما هو

  مطلوبز

 ,X1)إذا آان لدينا فضاءات تبولوجية .  تعطينا طريقة أخرى لتعريف تبولوجيا الضرب (II) 8.2.5تمهيدية   .ملاحظة 8.2.6

τ1)، (X2, τ2) ،.... ،(Xn, τn)   فإن تبولوجيا الضرب يمكن أن تعرّف بأنها أشد تبولوجيا علىX1×X2×…× Xn  بحيث أن

ini آل إسقاط XXXXp →××× ...: هذه الملاحظة ستكون لها فعالية آبيرة في الجزء اللاحق .  هو متصل 21

  .عندما نمضي لوصف الضرب في حالة العدد غير المنتهي من الفضاءات التبولوجية

 

  .هي متصلة ومفتوحة Թإلى  nԹاقترانات الإسقاط الشاملة من   n< 2لكل   .نتيجة 8.2.7

 

 فضاءات تبولوجية و (Xn, τn)،....،(X2, τ2) ،(X1, τ1)لتكن  .تمهيدية 8.2.8

(X1 × X2 × … × Xn, τ) فإن آل .  فضاء الضرب(Xi, τi) منك لفضاء جزئي فهو ميومو (X1 × X2 × … × Xn, τ). 

 

 عرِّف اقتران  iلكل   ..Xjفي ) محددة(أي نقطة  aj، اجعل jلكل  .البرهان

fi: (Xi, τi)  (X1 × X2 × … × Xn, τ) على الشكل 

fi (x) = (a1, a2, …, ai-1, x, ai+1, …, an) 

واضح أن .  τبواسطة  fi(Xi)هي التبولوجيا المحدثة على  'τهو هوميومورفزم حيث  fi: (Xi, τi)  (fi (Xi), τ')ندَّعي أن 

 فإن؛. U ∈ τiلتكن .  هذا الاقتران هو واحد لواحد وشامل

fi (U) = {a1}×{a2}× … ×{ai-1} × U × {ai+1} × … × {an} 

= (X1 × X2 × … × Xi-1 × U × Xi+1 × … × Xn) ∩  

    ( {a1}×{a2}× … ×{ai-1} × Xi × {ai+1} × … × {an} ) 

= (X1 × X2 × … × Xi-1 × U × Xi+1 × … × Xn) ∩ fi (Xi) ∈  τ' 

 وهذا يعطي أن U ∈ τiلذلك . X1 × X2 × … × Xi-1 × U × Xi+1 × … × Xn ∈  τلأن 

fi (U) ∈ τ' . 
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 أخيراً، لاحظ أن العائلة؛

{ ( U1 × U2 × … × Un ) ∩ fi (Xi) : Ui ∈ τi ,  i = 1, … , n } 

لكل عنصر من هذه العائلة  fiمتصل يكفي أن تثبت أن الصورة العكسية تحت  fiلذلك لإثبات أن ،  'τ هي قاعدة لـ

 ، ولكن؛)Xi , τi(هي مفتوحة في 

fi
-1 [ (U1 × U2 × … × Un) ∩ fi (Xi) ] = fi

-1 (U1 × U2 × … × Un) ∩ fi
-1 (fi (Xi)) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉≠

∈≠∩
=

ijضعبلUaتناكاذإ

U،ijXUتناكاذإ

jj

jjii

;

;

φ
   

iiiiبما أن  UXU τ∈=∩  وiτφ∈  نستنتج أنfi متصل وهذا هو المطلوب.  

iيرمز له بالرمز  X1 ×X2×…×Xnمجموعات فإن الضرب  Xn, …, X2, X1إذا آانت .  ترميز

n

i
X

1=
Π  . إذا

 (X1, τ1)                               فضاءات تبولوجية فإن فضاء الضرب (Xn, τn)، ....، (X2, τ2) ،(X1, τ1)آانت 

× (X2, τ2) × … × (Xn, τn)  يرمز له بالرمز),(
1 ii

n

i
X τ

=
Π  

 

 

 8.2تمارين 

 

 مغلق –هي أرق من التبولوجيا منتهي  Թأثبت أن التبولوجيا الإقليدية على  -1

 

 أثبت أن i = 1, .., nفضاءً تبولوجياً لكل  (Xi, τi)ليكن  -2

)I(  إذا آان),(
1 ii

n

i
X τ

=
Π  مترابطاً فإن آل من(Xi, τi) ًمترابطا. 

)II(  إذا آان),(
1 ii

n

i
X τ

=
Π  متراصاً فإن آل من(Xi, τi) ًمتراصا. 
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)III(  إذا آان),(
1 ii

n

i
X τ

=
Π  مترابطاً مسارياً فإن آل من(Xi, τi) ًمترابطاً مساريا. 

)IV(  إذا آان),(
1 ii

n

i
X τ

=
Π  هوسدورف فإن آل من(Xi, τi) هوسدورف. 

)V(  إذا آان),(
1 ii

n

i
X τ

=
Π فضاء- T1  فإن آل من(Xi, τi) فضاء- T1. 

 

 (Y, τ)اقتران من  fiليكن  iفضاءات تبولوجية، بالإضافة لذلك لكل  i = 1, …, n، (Xi, τi)و  (Y, τ)لتكن  -3

:),(),(أثبت أن الاقتران .  (Xi, τi)إلى 
1 ii

n

i
XYf ττ

=
Π→ المعطى على الشكل 

                                    f (y) = (f1 (y), f2 (y), …, fn(y)) 

 .متصل fiهو متصل إذا وفقط إذا آان آل 

),(هو اقتران الإسقاط الشامل من  piحيث  fi = pi ofلاحظت أن : مساعدة[
1 jj

n

j
X τ

=
Π  . إلى(Xi, τi)[. 

 

 المعرفة في تمارين X × Yالمسافة على  eبالإضافة لذلك لتكن .  فضاءات مترية (Y, d2)و  (X, d1)لتكن  -4

 τ2و  τ1تحدث التبولوجين  d2و  d1إذا آانت .  eبواسطة  X ×Yالتبولوجيا المحدثة على  τآذلك لتكن .  1 # 6.4

 .τ = τ3، أثبت أن (Y, τ2) × (X, τ1)تبولوجيا الضرب على  يه τ3، على التوالي، و Yو  Xعلى 

 .]ضرب فضائين قابلين للقياس هو فضاء قابل للقياسهذا يثبت أن [

 

),(أثبت أن .  فضاءات تبولوجية (Xn, τn)، ....، (X2, τ2) ،(X1, τ1)لتكن  -5
1 ii

n

i
X τ

=
Π  . فضاء قابل للقياس إذا

 .قابل للقياس (Xi, τi)وفقط إذا آان آل من 

والتي تقول أن آل فضاء جزئي من فضاء قابل للقياس هو قابل للقياس،  1.6 #6استخدم تمارين : مساعدة[

 ].أعلاه 4وتمرين 
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 نظرية تيخونوف للضرب المنتهي 8.3

                     Tychonoff's Theorem for finite products 

فضاءات متراصة فإن  (Xn, τn)، ....، (X2, τ2) ،(X1, τ1)إذا آانت   ).نظرية تيخونوف للضرب المنتهي( 8.3.1

),(
1 ii

n

i
X τ

=
Π فضاء متراص. 

 Xأي غطاء مفتوح لـ  Ui ،i ∈Iلتكن .  (Y, τ2)و  (X, τ1)تأمل في البداية ضرب فضائين تبولوجيين   .البرهان

×Y  . فإن لكلx ∈X  وy ∈Y  يوجدi ∈ I  . بحيث أن(x, y) ∈Ui  . لذلك يوجد مجموعة مفتوحة قاعديةV (x, 

y) × W (x, y)  بحيث أنV(x,y) ∈ τ1 ،W(x,y) ∈ τ2  

  V(x,y) × W(x,y) ∋ (x, y) و

 فإننا نحصل على غطاء مفتوح  X×Yهو آل نقاط  (x, y)بما أن مدى النقطة 

y ∈ Y , x ∈X, V(x, y) × W(x, y)   للمجموعةX × Y  بحيث أن آل منV(x,y) × W(x,y)  هي مجموعة جزئية من

متراص يكفي أن نجد غطاء جزئي منتهي من الغطاء  (Y, τ2) × (X, τ1)لذلك لإثبات أن .  Ui ،i ∈ Iبعض 

 .V(x,y) × W(x,y)  ،x∈X ،y∈Yالمفتوح 

هذا الفضاء الجزئي  8.2.8آما شوهد في تمهيدية .  X ×Yمن  Y× {xo}وتأمل الفضاء الجزئي  xo∈Xالآن ثبت 

 بما أن . ولذلك هو متراص (Y, τ2)ك لـ هوميومرف

V(xo, y) × W(xo, y)  ،y∈Y  هو غطاء مفتوح لـ{xo} ×Y ًفهو يملك غطاءً جزئياً منتهيا : 

V (xo, y1) × W (xo, y1) , V (xo, y2) × W (xo, y2) , … , V (xo, ym) × W (xo, ym) 

محتواة في  V(xo)×Yنشاهد أن المجموعة . V (xo) = V (xo, y1) ∩ V (xo, y2) ∩ … ∩ V (xo, ym)اجعل 

 .V(xo, y)×W(xo, y) ،y∈Y اتحاد عدد منتهي من المجموعات التي على الشكل 

محتواة في اتحاد عدد منتهي من المجموعات التي على  X × Yمتراص يكفي أن نبين أن  X × Yلذلك لإثبات أن 

، V (x) ،x∈X، فإن العائلة x∈Xهي مجموعة مفتوحة تحوي  V (x)بما أن آل مجموعة . V (x) × Yالشكل 

 بحيث أن xk , … , x2 , x1لذلك يوجد . (X, τ1)هي غطاء مفتوح للفضاء المتراص 

 X ⊆ V (x1) ∪ V (x2) ∪ V (xk) .  لذلكX × Y⊆ (V(x1) × Y) ∪ (V (x2) × Y) ∪….∪ (V (xk) × Y)  

 .هو متراص (Y, τ2) × (X, τ1) لذلك.  آما هو مطلوب

     تأمل الضرب.  من الفضاءات المتراصة هو متراص Nافرض أن ضرب أي .  البرهان يكمل بالاستقراء

(X1, τ1) × (X2, τ2) × … × (Xn+1, τn+1)  لفضاءات متراصة(Xi, τi) ، 

i = 1, …, N+1  .ًإذا 
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[ ] )(),(...),(),(...),(),( 1111112211 ++++ ×××≅××× NNNNNN XXXXXX ττττττ  

هو متراص، لذلك جهة اليمين هي ضرب فضائين  (XN, τN) × … × (X1, τ1)ومن الفرض في الاستقراء 

  .لذلك جهة اليسار آذلك متراصة، هكذا يكمل الاستقراء ويكمل برهان النظرية.  متراصين ولذلك هو متراص

 :نحصل مباشرة على (I) 8.2.5و  7.2.1باستخدام تمهيدية 

إذا آان .  فضاءات تبولوجية (Xn, τn)، ....، (X2, τ2) ،(X1, τ1)لتكن   ).عكس نظرية تيخونوف(تمهيدية  8.3.2

),(
1 ii

n

i
X τ

=
Π  متراص فإن آل من(Xi, τi) هو متراص.  

 التي سبق ذآرها 7.2.13نستطيع الآن إثبات نظرية 

هي متراصة إذا وفقط إذا آانت   nԹ ،1 >nأي مجموعة جزئية من  .)بورل المعممة -نظرية هين(نظرية  8.3.3

 .مغلقة ومحدودة

ع في تمهيدية تبة يمكن إثباته بنفس الأسلوب المهي محدود Թnأنَّ آل مجموعة جزئية متراصة من   .البرهان

 .هي مغلقة ومحدودة Թnأي مجموعة جزئية متراصة من  7.2.5لذلك باستخدام تمهيدية   7.2.8

مجموعة  S، 8#7.2بواسطة تمارين .  Թnمتراصة من  مغلقة ومحدودة أي مجموعة جزئية Sبالمقابل، لتكن 

 جزئية مغلقة من الضرب 

444444 8444444 76 n

MMMMMM
−

−××−×−
 تارملا نم

],[...],[],[ 

],[بما أن آل فترة مغلقة .  عدد حقيقي موجب Mحيث  Mلبعض  MM−  7.2.3هي متراصة، بواسطة نتيجة ،

],[],[...],[  نظرية تيخونوف تعطي أن فضاء الضرب MMMMMM −××−×− 

               .هي مجموعة جزئية مغلقة من مجموعة متراصة فهي آذلك متراصة Sبما أن .  هو آذلك متراص

} على الشكل  Թ2من  S1عرِّف القضاء الجزئي   .مثال 8.3.4 }1:),( 221 =+= yxyxS 

 .ولذلك هي متراصة Թ2هي مجموعة جزئية مغلقة ومحدودة من  S1فان 

 والمعطى على الشكل Թn+1آفضاء جزئي من  Snسطح الكرة  n–بنفس الأسلوب تعرَّف 

{ }1...:),...,,( 2
1

2
1121 =++= ++ nn

n xxxxxS 
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                                         . ولذلك هي متراصة Թn+1هي مجموعة جزئية مغلقة ومحدودة من  nSفإن 

اقنع نفسك .  (هو ضرب فضائين متراصين ولذلك هو متراص Թ3من  S×1]1,0[الفضاء الجزئي   .مثال 8.3.5

                                                                                   .)هو سطح اسطوانة S×1]1,0[أن 

 8.3تمارين 

تملك  ∋Xxإذا آانت آل نقطة ) locally compact( متراص موضعياًيسمى  (X, τ) الفضاء التبولوجي  -1

  أثبت أن.  على الأقل جوار متراص

)I ( هو متراص موضعياًآل فضاء متراص. 

)II (Թ  وԺ  ًمتراصة موضعيا)لكنها ليست متراصة.( 

)III (ًآل فضاء متقطع هو متراص موضعيا. 

)IV ( إذا آانت(X1, τ1)، (X2, τ2) ،.... ،(Xn, τn)  فضاءات متراصة موضعياً فإن),(
1 ii

n

i
X τ

=
Π  متراص

 .موضعياً

)V ( موضعياً هو متراص موضعياًآل فضاء جزئي مغلق من فضاء متراص. 

)VI (ًالصورة المتصلة لفضاء متراص موضعياً ليس بالضرورة أن تكون متراصة موضعيا. 

)VII  ( إذا آانf  ًاقتران متصل ومفتوح وشامل من فضاء متراص موضعيا(X, τ) إلى فضاء تبولوجي        

(Y, τ1)  فإن(Y, τ1) ًهو متراص موضعيا. 

)VIII  ( إذا آان(X1, τ1)، (X2, τ2) ،.... ،(Xn, τn)  فضاءات تبولوجية بحيث أن),(
1 ii

n

i
X τ

=
Π  ًمتراص موضعيا

),(فإن آل من  iiX τ ًهو متراص موضعيا. 

         آثيفة في Yإذا آانت .  (X, τ)فضاء جزئي متراص موضعياً من فضاء هوسدورف  (Y, τ1)ليكن *.  2

(X, τ) أثبت أن ،Y  مفتوحة في(X, τ). 

 .]9#3.2استخدم تمارين : مساعدة[
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 الضرب والترابط 8.4

في  xمرآبة .  X أي نقطة في xفضاء تبولوجي و  (X, τ)ليكن   .تعريف 8.4.1

X) of Xin component  (The x ،)(xCX  تُعرَّف بأنها اتحاد آل المجموعات الجزئية المترابطة منX 

 .xوالتي تحوي 

 .مترابطة xCX)(فإن .  (X, τ)أي نقطة في فضاء تبولوجي  xلتكن   .تمهيدية 8.4.2

}لتكن   .البرهان }IiCi لاحظ أن .  (xوالتي تحوي  (X, τ)عائلة آل المجموعات الجزئية المترابطة من  :∋

{ } { }IiCx i ∈∈ CxCفإن .)  :
IiX ∈
Π=)(. 

.  τبواسطة  xCX)(مغلقة مفتوحة في التبولوجيا المحدثة على  Oحيث  xCX)(مجموعة جزئية من  Oلتكن 

 .iلكل  iCمغلقة مفتوحة في التبولوجيا المحدثة على  ∩iCOفإن 

iiمترابطة،  iCولكن بما أن آل من  CCO ∩=φأو  ∩= iCO  لكلi  . إذا آانتjj CCO لبعض  ∩=

Ij∈  فإنOx∈  . لذلك في هذه الحالةφ≠∩ iCO  لكلIi∈  لأن آلiC  تحويx . لذلك

ii CCO xCO)(أي أن  ∋Iiلكل ∩= X=  أوφ=O. 

 .وهذا يعني أنها مترابطة xCX)(لا يملك مجموعة جزئية مغلقة مفتوحة غير خالية ولا تساوي  xCX)(لذلك 

                                                                                                                                      

هي أآبر مجموعة جزئية مترابطة من  xCX)(أن  8.4.2وتمهيدية  8.4.1نشاهد من تعريف   .ملاحظة 8.4.3

X  والتي تحويx.                                                                                                             

تحوي آلا النقطتين  Cإذا وجد مجموعة مترابطة .  (X, τ)نقاط في فضاء تبولوجي  bو  aلتكن   .مساندة 8.4.4

a  وb  فإن)()( bCaC XX =. 

aCC)(، 8.4.1بواسطة تعريف   .البرهان X⊆  و)(bCC X⊆  . لذلك)(bCa X∈. 

ولذلك بواسطة تعريف .  aمترابطة ولذلك هي مجموعة مترابطة تحوي  bCX)(، 8.4.2بواسطة تمهيدية 

8.4.1 ،)()( aCbC XX ⊆. 

)()(بنفس الأسلوب  bCaC XX )()(أي أن  ⊇ bCaC XX =.                                                       
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),(. فضاءات تبولوجية (Xn, τn)، ....، (X2, τ2) ،(X1, τ1)لتكن  .تمهيدية 8.4.5
1 ii

n

i
X τ

=
Π  مترابط إذا وفقط إذا

 .مترابط (Xi,τi)آان آل من 

لإثبات أن ضرب عدد منتهي من الفضاءات المترابطة هو مترابط يكفي أن نثبت أن ضرب أي   .البرهان

 .فضائين مترابطين هو فضاء مترابط حيث النتيجة تتبع عن طريق الاستقراء

 (x1,y1)لتكن .  (X×Y,τ2)أي نقطة في فضاء الضرب  (xo,yo)فضائين مترابطين و  (Y,τ1)و  (X,τ)لذلك ليكن 

}ئي فإن الفضاء الجز.  X×Yأي نقطة أخرى في  } Yxo ),(من  × τYX ك للفضاء المترابط هوميومورفهو  ×

(Y,τ1) ولذلك هو مترابط. 

}بنفس الأسلوب الفضاء الجزئي  }1yX }تقع في الفضاء المترابط  (xo,y1)بالإضافة لذلك، .  مترابط × } Yxo ×

}، لذلك  } ( )),(),( 1yxCYxyx oYXooo }، في حين أن ∋×⊇× }11),( yXyxo ولذلك  ∋×

{ } ( )),(),( 1111 yxCyXyx oYX×⊆×∈. 

),(لذلك  oo yx  و),( 11 yx  تقع في المجموعة المترابطة( )),( 1yxC oYX× 8.4.4، ولذلك بواسطة مساندة ،

( ) ( )),(),( 110 yxCyxC YXoYX ×× )بشكل خاص، .  = )),(),( 011 yxCyx oYX×∈  . بما أن),( 11 yx  نقطة

YXعشوائية في  )فيصبح لدينا  × ) YXyxC oYX ×=× ),( ),(لذلك .  0 2τYX  .هو مترابط ×

),(بالمقابل إذا آان 
1 ii

n

i
X τ

=
Π  تعطي أن آل من  5.2.1و  8.2.5مترابط فإن تمهيديات),( iiX τ هو مترابط.  

                                                                                                                                      

),(في أي فضاء تبولوجي  xلأي نقطة : تظهر النتيجة التالية 9#5.2في تمارين   .ملاحظة 8.4.6 τX المرآبة ،

)(xCX هي مجموعة مغلقة.                                                                                                   

 .إذا آان متراص ومترابط) continuum( مستمرالفضاء التبولوجي يسمى   .تعريف 8.4.7

 :لدينا التمهيدية التالية 8.3.2و  8.4.5وتمهيديات  8.3.1آنتيجة مباشرة لنظرية 

),(.  فضاءات تبولوجية X)1τ, 1(X، )2τ, 2(X ،.... ،)nτ, n(لتكن   .تمهيدية 8.4.8
1 ii

n

i
X τ

=
Π إذا  مستمر إذا وفقط

),(آان آل من  iiX τ هو مستمر                .                                                                           
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 8.4تمارين 

),(الفضاء التبولوجي  -1 τX  متضاميسمى )compactum (لتكن .  إذا آان متراص وقابل للقياس(X1, τ1)، 

(X2, τ2) ،.... ،(Xn, τn) أثبت أن  5#8.2باستخدام تمارين .  فضاءات تبوولوجية),(
1 ii

n

i
X τ

=
Π  متضام إذا وفقط إذا

),(آان آل من  iiX τ هو متضام. 

),(ليكن  -2 dX  فضاء متري وτ  التبولوجيا المحدثة علىX  بواسطةd. 

)I(  أثبت أن الاقترانd  من فضاء الضرب),(),( ττ XX  .هو متصل Թإلى  ×

)II(  باستخدام)I ( أثبت أنه إذا آان الفضاء القابل للقياس),( τX  مترابط وX  فيها على الأقل

 .تملك عدد غير معدود من النقاط Xنقطتين فإن 

),(إذا آانت  -3 τX  و),( 1τY  فضاءات مترابطة مسارياً، أثبت أن فضاء الضرب),(),( 1ττ YX هو  ×

 .مترابط مسارياً

4- )I ( لتكن),...,,( 21 nxxxx ),(),(أي نقطة في فضاء الضرب  =
1 ii

n

i
XY ττ

=
Π=.  أثبت أن

)(...)()()( 21 21 nXXXY xCxCxCxC
n

×××=. 

)II(  استنتج من)I ( أن  10#5.2وتمارين),(
1 ii

n

i
X τ

=
Π  غير متبرابط بالكامل إذا وفقط إذا آان آل من

),( iiX τ غير مترابط بالكامل. 

),(الفضاء التبولوجي  -5 τX  مترابط موضعياًيسمى )locally connected ( إذا آان يملك قاعدةी  مكونة من

 .مجموعات مترابطة ومفتوحة

)I(  أثبت أنԺ فضاء مترابط موضعياً ولكنه غير مترابط. 

)II(  أثبت أنԹ୬  ܵو୬  1مترابطة موضعياً لكل≥n. 

)III(  ليكن),( τX  الفضاء الجزئي منԹ୬ عة على الخط الواصل بين اقالمكون من آل النقاط الو

)0,1(والنقاط  )1,0(والنقاط الواقعة على الخطوط الواصلة بين النقطة  )0,0(و )1,0(
n

،

,...3,2,1=n  . أثبت أن),( τX ًمترابط ولكنه ليس مترابط موضعيا. 
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)IV( ًأثبت أن آل مجموعة جزئية مفتوحة في فضاء مترابط موضعياً هي مترابطة موضعيا. 

)V(  لتكن(X1, τ1)، (X2, τ2) ،.... ،(Xn, τn) أثبت أن .  فضاءات تبولوجية),(
1 ii

n

i
X τ

=
Π  مترابط

),(موضعياً إذا وفقط إذا آان آل من  iiX τ ًهو مترابط موضعيا. 

 

 النظرية الأساسية في الجبر 8.5

                               Fundamental Theorem of Algebra 

نبين آيف نستخدم التراص ونظرية .  في هذا الجزء نقدم تطبيق للتبولوجيا في فرع آخر من فروع الرياضيات

 .إثبات النظرية الأساسية في الجبربورل المعممة في  -هين

01آل آثير حدود   ).النظرية  الأساسية في الجبر(نظرية  8.5.1
1

1 ...)( azazazazf n
n

n
n ++++= −

− 

)(0بحيث  oz، يملك جذر أي يوجد عدد مرآب n≤1و na≠0هو عدد مرآب،  iaحيث آل  0 =zf. 

 .البرهان

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+++−≥

+++=

−
−

−
−

−
−

1
02

1
1

0
1

1

...

...)(

n
n

n
nn

n

n
n

n
n

z

a
z

a
azza

azazazf

 

]          , z≤1لأن  ]021
1 ... aaazza nn

nn
n +++−≥ −−

− 

01          ,و z≤1لأن  ... aaR n ++= −   [ ]Rzaz n
n −= −1 

 لأن      .......).......1(
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ +

≥
na

Rz 1,1max ,              1−≥ nz 

00إذا جعلنا  )0( afp  بحيث  T > 0، يوجد )1(فإنه، باستخدام المتباينة  ==

)2.......(        ...... 0>)( pzf  لكلTz >. 
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Tz{تأمل المجموعة  }والمستوى المرآب ≥ ∈= zzD هذه المجموعة هي مجموعة جزئية مغلقة  .:

ԧومحدودة من المستوى المرآب  ൌ Թ2 لذلك، .  بورل المعممة، هي متراصة -ولذلك، بواسطة نظرية هين

:R، الاقتران المتصل 7.2.14باستخدام تمهيدية  →Df  0له قيمة صغرى عند نقطةz . وهذا يعني  

)()( 0 zfzf  .∋Dzلكل  ≥

)(<)0()(، ∌Dz، لكل )2(بواسطة  00 zffpzf  لذلك.  =≤

)3......(   ............ )()( 0 zfzf ݖ ، لكل≥ א ԧ. 

)(0لذلك نحتاج أن نثبت أن  0 =zf  . اجعل ".  ترجمة"لعمل ذلك من الملائم أن نجري)()( 0zzfzp +=  .

 ،)2(إذاً بواسطة 

)4......(      ......... )()0( zpp ݖ، لكل ≥ א ԧ. 

)(0مسألة إثبات أن  0 =zf  0(0تحولت للحالة المكافئة وهي إثبات أن( =p. 

0الآن 
1

1 ...)( bzbzbzp n
n

n
n +++= −

− ،ܾ א ԧ  . 0(0لذلك( bp 00سوف نبين أن .  = =b. 

00افرض أن  ≠b  .ًإذا 

)5.......( ......... )()( 1
0 zQzzbbzp kk

k
+++= 

 ib ،0>i≠0هو أصفر  kbآثير حدود و  zQ)(حيث 

 

ݓلتكن  א ԧ  هي الجذر ذي الرتبةk  للعددkbb kأي أن  −0/
k bbw /0−=. 

 عدد حقيقي فإن tآثير حدود، إذا آان  zQ)(بما أن 

0)( →twQt  0عندما→t 

، ، فإن  على سبيل المثال إذا آان 

 و  

1243610)( 23457 +++++= zzzzzzp10 =b2=kb

)0( 1 =b
444 8444 76 )(

4232 )10634(21)(
zQ

zzzzzzp +++++=
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1)(0هذا يعطي  →+ twQwt k  0عندما→t 

0>>1حيث  0tلذلك يوجد عدد حقيقي  0t بحيث أن 

)6.......(      .......... 00
1

0 <)( bwtQwt k+ 

 ،)5(لذلك بواسطة 

   )()()()( 0
1

0000 wtQwtwtbbwtp kk
k

+++=           

)()( 0
1

0
0

00 wtQwt
b
btbb k

k

k
k

++⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+= 

  )()()1( 0
1

000 wtQwttb kk ++−=               

 لذلك

  )()1()( 0
11

0000 wtQwtbtwtp kkk +++−≤            

 ) 6(بواسطة  ,)1(< 0000 btbt kk +−           

                                               0b= 

)7.........(..........                   )0(p= 

00لذلك الفرض أن ).  4(تناقض ) 7(ولكن  ≠b  0(0فرض خاطئ، أي أن( =p آما هو مطلوب .          
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 خلاصة 8.6

الضرب  الحالة الأسهل هي حالة.  آما ذآر في المقدمة، هذا واحد من ثلاثة فصول خصصت لفضاءات الضرب

النتيجة الأآثر .  في الفصل القادم ندرس الضرب غير المنتهي المعدود وفي الفصل العاشر الحالة العامة.  المنتهي

في الفصل العاشر هذه النظرية ستعم لأي ضرب .  أهمية التي أثبتت في هذا الجزء هي نظرية تيجونوف

 .عشوائي

بورل المعممة والتي تصف المجموعات الجزئية المتراصة  -نالنتيجة الثانية التي سميناها نظرية هي نظرية هي

 .بأنها تلك المغلقة والمحدودة Թ୬في 

مثل هذه الفضاءات تلعب دوراً محورياً .  قدمت تعريف الفضاءات التبولوجية المتراصة موضعياً 1#8.3تمارين 

 .في نظرية الزمرة التبولوجية

هذا مكننا من تجزئة أي فضاء تبولوجي إلى .  دراستنا للترابط تعززت في هذا الفصل بتعريف مرآبة النقطة

على الجانب الآخر .  مرآبة أي نقطة هي الفضاء آاملاً Թ୬في الفضاء المترابط مثل .  مجموعات مترابطة

 .موعات الأحادية، هي المجԷالمرآبات في أي فضاء غير مترابط بالكامل، على سبيل المثال 

.  عرَّفت مترابط موضعياً 5#8.4تمارين .  وآذلك أيضاً الترابط.  آما ذآر أعلاه، التراص له نسخة موضعية

على أية حال، في حين أن آل فضاء متراص هو متراص موضعياً، فإن ليس آل فضاء مترابط هو مترابط 

 pلا تعطي  pوفي العادة  موضعياً pلها نسخة موضعية تسمى  pفي الحقيقة عدة خواص .  موضعياً

 .pموضعياً لا تعطي  pموضعياً وآذلك عادة 

حقيقة أن نظرية في أحد فروع .  الأساسية في الجبربالقرب من نهاية الفصل أعطينا برهان تبولوجي للنظرية 

يجب أن لا تقسم إلى  يمكن أن تثبت بطريقة من فرع آخر هي واحدة من الدلائل على أن الرياضيات الرياضيات

في حين أنه يكون لديك مساقات منفصلة في الجبر، التحليل المرآب، ونظرية .  أجزاء منفصلة تماماً على بعضها

 .ه المواضيع في الحقيقة لها علاقات متبادلةالعدد فإن هذ

نقدم مفهوم زمرة تبولوجية وهي مجموعة مع ترآيب من فضاء تبولوجي وزمرة ومع ترآيبين  5في ملحق 

يمكن  5ملحق .  نظرية زمرة تبولوجية هو فرع غني وممتع من فروع الرياضيات.  مرتبطين بطريقة مناسبة

 .التي تعلمتها في هذا الفصلالمعرفة المسبقة  باستخدام دراسته

لأولئك الذين يعرفون بعض من نظرية المقولة نلاحظ أن مقولة الفضاءات التبولوجية والاقترانات المتصلة لها 

ربما تكون مهتماً بتحديد .  الضرب في المقولة هو في الحقيقة ضرب فضاءات تبولوجية.  ضرب وضرب مقابل

 .الضرب المقابل
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 الفصل التاسع

 

 Countable Products     ب المعدودالضر

 

 

 

 مقدمة

-لذلك سوف تندهش عندما تعلم بوجود منحنيات مالئة.  الحدس أو البديهة تخبرنا بأن المنحنى له مساحة صفر

من المفاجئ أن .  سوف نشرع في دراسة هذا الموضوع باستخدام مثال غريب يعرف بفضاء آانتور.  فضاء

 .[0,1]فحص هذا الفضاء يقودنا إلى فهم أفضل لخصائص فترة الوحدة 

في هذا الفصل سنوسع دراستنا إلى الضرب المعدود غير .  بقاً الضرب المنتهي للفضاءات التبولوجيةدرسنا سا

 .المنتهي للفضاءات التبولوجية، هذا يقودنا إلى مثال غني ورائع وهو مثال على منحنيات مالئة فضاء
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 The Cantor Setمجموعة آانتور  9.1

تأمل .  (Cantor Set)تُعرف بمجموعة آانتور ) ولكن مفيدة(الآن سنرآب مجموعة غريبة جداً   .ملاحظة 9.1.1

(واحذف منها الفترة المفتوحة  [1 ,0]فترة الوحدة المغلقة 
3
2,

3
وهي الثلث الأوسط وارمز للمجموعة المغلقة .  )1

 لذلك G1المتبقية بـ 

                                                                ]1,
3
2[]

3
1,0[1 U=G  

(الفترات المفتوحة  Gبعد ذلك احذف من 
9
2,

9
(و )1

9
8,

9
وهي الثلث الأوسط في آل من قطعتيها الاثنتين  )7

 لذلك؛. G2 ـبوارمز للمجموعة المغلقة المتبقية 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∪⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∪⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∪⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡= 1,

9
8

9
7,

3
2

3
1,

9
2

9
1,02G 

 

 

 

 

 

إذا أآملنا بهذه الطريقة في آل خطوة نحذف الثلث الأوسط المفتوح في آل فترة مغلقة متبقية من الخطوة السابقة 

 المجموعات المغلقة؛ منسوف نحصل على متتالية متناقصة 

..........321 ⊃⊃⊃⊃⊃ nGGGG 

Iتعرّف على الشكل  Gمجموعة آانتور 
∞

=

=
1n

nGG المجموعات المغلقة فهي ونها تقاطع عدد من كول

 ].0,1[مجموعة مغلقة من 

هو ) مع تبولوجيا الفضاء الجزئي Gأي ) Cantor Space) (G , τ)( فضاء آانتورمتراصة فإن ] 0,1[بما أن 

 )].Georg Cantor )1918-1845مجموعة آانتور سميت بعد الباحث في نظرية المجموعات . [متراص

1 0 

1

1

2

2 7 82 1 

1 0 

1 0 

G1 

G2 

G3 
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أنت معتاد على . باستخدام الأعداد الحقيقية المكتوبة على النظام الثلاثير ومن المفيد أن نمثل مجموعة آانت

ولكن لمجموعة . اليوم لا نستطيع تجنب الحاسوب الذي يستخدم النظام الثنائي. التعبير العشري للأعداد الحقيقية

 .آانتور النظام الثلاثي هو الأفضل

في النظام الثلاثي، 
81
 لأن هذا يمثل؛ 2211.0012تكتب على الشكل  76  5

43210123 3.23.13.03.03.13.13.23.2 −−−− +++++++ 

 ، حيث؛ … a1 a2 a3 …. anيمثل بعدد ثلاثي ] 0,1[في  xلذلك العدد 

{ } ∑
∞

=

=∈
1 3

2,1,0
n

n
n

n
ax،a  ݊لكل א Գ. 

∑∑∑لذلك بما أن 
∞

=

∞

=

∞

=

===
121 3

1
2
1

3
2

3
1

3
21

n
n

n
n

n
n نلاحظ أن تمثيلها الثلاثي يعطى على  و،

11111.0......الشكل  
2
1
02222.0......؛  =

3
1
2222.01......؛  = = 

بالتأآيد تعبير ثلاثي لـ(
3
 )...1.0000هو  1وآخر لـ ...0.10000يمكن أن يكون على الشكل  1

إذا وفقط إذا  Gهو في ] 1 ,0[، يجب أن يكون واضحاً أن أي عنصر في Gبالعودة مرة أخرى لمجموعة آانتور، 

݊لكل  an ≠ 1آان يمكن آتابته على النظام الثلاثي حيث  א Գ . لذلكG∉
2
1 ،G∉

81
5 ،G∈

3
 .G∈1و  1

 من مجموعة آانتور إلى مجموعة آل المتتاليات التي على الشكل fلذلك لدينا اقتران 

)a1, a2, a3, …., an, … ( حيث آل من{ }2,0∈ia  وf  فيما بعد سوف نستخدم هذا . هو واحد لوحد وشامل

                                                                                                                         . fالاقتران 

 1.9تمارين 

 :التعبير الثلاثي للأرقام التالية اآتب) أ( -1

)I (
243
) II(؛  521

9
) III(؛   7

13
1 

 :حقيقية تملك التعابير الثلاثية الآتيةالعداد الأأي ) ب(
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)I (...020202.002.0  ؟ III  (012.0(؛      110.0) II(؛      =

 تقع في مجموعة آانتور؟) ب(و ) أ(أي من الأعداد الواردة في ) جـ(

إذا آانت ) Isolated point( نقطة معزولةتسمى  xفإن ). X, τ(نقطة في فضاء تبولوجي  xلتكن  -2

XXx ′∈ إذا آان لا يملك نقاط ) Perfect( تاميسمى ) X, τ(الفضاء .  Xليست نقطة نهاية في   x، أي أن  \

 .أثبت أن فضاء آانتور فضاء متراص غير مترابط بالكامل وتام. معزولة

ك لفضاء ل قابل للقياس وتام هو هوميومورفيمكن أن يثبت أن أي فضاء غير خالي متراص غير مترابط بالكام[

 .)]Engelking )77في  A 2 (C).6 انظر على سبيل المثال تمارين. آانتور

 

 )The Product Topology(تبولوجيا الضرب  2.9

غير منتهية من الفضاءات وعائلة معدودة ... ، ) X1 , τ1 ( ،)X2 , τ2 ( ، ... ،)Xn , τn(لتكن  .تعريف 1.2.9

∏الضرب فإن . التبولوجية
∞

=1i
iX  للمجموعاتXi  ،݅ א Գ مكون من آل المتتاليات غير المنتهية            )x1 

, x2 , … , xn , … ( حيثii Xx بعض الأحيان تكتب ) … , x1 , x2 , … , xn(المتتالية غير المنتهية . ( iلكل  ∋

∏على الشكل  
∞

=1i
iX  .(فضاء الضرب ( )∏

∞

=1

,
i

iiX τ  من الضرب∏
∞

=1i
iX  مع التبولوجياτ  التي تملك

 قاعدة العائلة؛

XOو{ ii ∏لكل ما عدا عدد منتهي من  =
∞

=

∈=
1

,{
i

ii iO τ ी 

 .تبولوجيا الضربتسمى  τالتبولوجيا 

......لذلك المجموعة المفتوحة القاعدية هي على الشكل  2121 ×××××× ++ nnn XXOOO. 

ضرب المجموعات المفتوحة ليس بالضرورة أن يكون مفتوح في تبولوجيا يجب أن يكون واضحاً أن . تحذير

iiOمجموعات بحيث ... ،  O1  ،O2  ،O3  ، ... ،Onبشكل خاص إذا آانت . τالضرب  τ∈  وii XO  iلكل  ≠

∏فإن 
∞

=1i
iO  لا يمكن التعبير عنه آاتحاد لعناصر منी ولذلك هو ليس مفتوح في فضاء الضرب

),(
1

τ∏
∞

=i
iX. 
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؟ الإجابة هي أن فقط مع هذا 1.2.9لماذا اخترنا أن نعرّف تبولوجيا الضرب آما في تعريف  .ملاحظة 2.2.9

والتي تقول أن أي ضرب لفضاءات متراصة هو ) للضرب غير المنتهي(التعريف نحصل على نظرية تيخونوف 

 .النتيجة مهمة جداً للتطبيقاتوهذه . متراص

فإن . عائلة معدودة وغير منتهية من الفضاءات التبولوجية... ، ) X1 , τ1 ( ، ... ،)Xn , τn(لتكن  .مثال 3.2.9

∏على الضرب  'Box topology (τ( التبولوجيا الصندوقية
∞

=1i
iX  لك التبولوجيا التي تملك آقاعدة العائلة تهي

}:{
1
∏
∞

=

∈=′
i

iii OOB τ. 

الضرب الصندوقي  متقطع فإن فضاء هو فضاء) Xi , τi(مباشرة يمكن مشاهدة أنه إذا آان آل من 

),(
1

τ ′∏
∞

=i
iXلذلك إذا آان آل من . هو فضاء متقطع)Xi , τi ( هو مجموعة منتهية مع التبولوجي المتقطعة فإن

),(
1

τ ′∏
∞

=i
iX لذلك أصبح لدينا ضرب صندوقي . هو فضاء متقطع غير منتهي وهو بالتأآيد ليس متراص

                                                                    .وهو فضاء غير متراص) Xi , τi(لفضاءات متراصة 

ولكن لحالة  5.2.8تي هي المماثل لتمهيدية ارنا لتعريف تبولوجيا الضرب هو التمهيدية التالية واليتبرير آخر لاخت

 .الضرب المعدود غير المنتهي

عائلة معدودة وغير منتهية من الفضاءات ... ، ) X1 , τ1 ( ،)X2 , τ2 ( ، ... ،)Xn , τn(لتكن  .تمهيدية 4.2.9

),(التبولوجية و 
1

τ∏
∞

=i
iX لكل . هو فضاء الضرب المرتبطة بهاi ليكن ،∏

∞

=

→
1

:
j

iji XXp  هو اقتران

)الإسقاط، أي أن  )( ) ini xxxxp =...,,...,, )لكل  21 ) ∏
∞

=

∈
1

21 ...,,...,,
j

jn Xxxx فإن: 

)I ( آلpi هو اقتران متصل شامل ومفتوح و 

)II (τ  هي أشد تبولوجيا على المجموعة∏
∞

=1j
jX  بحيث أن آلpi متصل. 

                            . ولذلك ترك آتمرين 5.2.8البرهان مماثل لبرهان تمهيدية  .البرهان

 سوف نستخدم التمهيدية التالية فيما بعد
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),(و ) Xi , τi(لتكن   .تمهيدية 9.2.5 iiY τ ′ ،݅ א Գ يتين من الفضاءات التبولوجية هعائلتين معدودتين وغير منت

),(والتي تملك فضاءات الضرب التالية 
1

τ∏
∞

=i
iX  و),(

1

τ ′∏
∞

=i
iY إذا آان الاقتران .  على التوالي

)',(),(: iiiii YXh ττ ݅متصل لكل  → א Գ  فإن الاقتران⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′→⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∏∏
∞

=

∞

=

ττ ,,:
11 i

i
i

i YXh  المعطى على

∏∏الشكل 
∞

=

∞

=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

11

)(
i

ii
i

i xhxh ن أي أ( ) ( )),...(),...,(),(,...,...,,( 221121 nnn xhxhxhxxxh هو آذلك  =

 .متصل

),(مجموعة مفتوحة قاعدية في  Oيكفي أن نبين أنه إذا آانت   .البرهان
1

τ ′∏
∞

=i
iY  1)(فإن Oh−  مفتوحة في

),(
1

τ∏
∞

=i
iX.  تأمل المجموعة المفتوحة القاعدية...... 2121 ×××××× ++ nnn YYUUU  حيثiiU τ لكل  ∋′

ni )...(...)(...)(...فإن   =1,..., 2
11

211
1 ××××=××××× +

−−
++

−
nnnnnnnn XUhUhYYUUh 

iii أن يعطي ihلأن اتصال آل من  τوالمجموعة علىجهة اليمين هي في  Uh τ∈− niلكل  1)( لذلك .  =1,...,

h متصل.                                                                                                                          

 

 9.2تمارين 

݅لكل  -1 א Գ  لتكنiC  مجموعة جزئية مغلقة في الفضاء التبولوجي),( iiX τ  . أثبت أن⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛∏
∞

=1i
iC 

),(مجموعة جزئية مغلقة في 
1

i
i

iX τ∏
∞

=

. 

 هو آذلك ihآل اقتران  9.2.5إذا آان في تمهيدية  -2

 .واحد لواحد )أ (

 .شامل )ب (

 .شامل ومفتوح )ج (

 .هوميومورفزم )د (
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 على الترتيب hأثبت أن 

 .واحد لواحد )أ (

 .شامل )ب (

 .شامل ومفتوح )ج (

 .هوميومورفزم )د (

),(لتكن  -3 iiX τ ،݅ א Գ أثبت أن آل .  عائلة معدودة وغير منتهية من الفضاءات التبولوجية),( iiX τ  هو

),(ك لفضاء جزئي من هوميومورف
1

i
i

iX τ∏
∞

=

. 

 ].8انظر تمهيدية : مساعدة[

),(لتكن ) أ( -4 iiX τ ،݅ א Գ إذا آان آل من .  ، فضاءات تبولوجية),( iiX τ  هو)I ( ،فضاء هوسدورف

)II( 1−فضاءT  ،)III (0−فضاءT  أثبت أن ،),(
1

i
i

iX τ∏
∞

=

 )II(فضاء هوسدورف، ) I(هو على الترتيب  

 .0T−فضاء) 1T ،)III−فضاء

 ).أ(أعلاه، أثبت عكس العبارة في  3باستخدام تمرين  ) ب(

),(لتكن  -5 iiX τ ،݅ א Գ أثبت أن .  ، عائلة معدودة غير منتهية من الفضاءات التبولوجية),(
1

i
i

iX τ∏
∞

=

هو  

),(فضاء متقطع إذا وفقط إذا آان آل من  iiX τ  هو متقطع وآل ما عدا عدد منتهي منiX ،݅ א Գ  هي

 .مجموعات أحادية

݅لكل  -6 א Գ  ليكن ،),( iiX τ أثبت أن.  فضاء تبولوجي 

)I(  إذا آان),(
1

i
i

iX τ∏
∞

=

),(متراص فإن آل من   iiX τ هو متراص؛ 

)II(  إذا آان),(
1

i
i

iX τ∏
∞

=

),(مترابط فإن آل من   iiX τ هو مترابط؛ 



185 
 

)III(  إذا آان),(
1

i
i

iX τ∏
∞

=

),(متراص موضعياً فإن آل من   iiX τ  هو متراص موضعياً وآل ما عدا

),(عدد منتهي من  iiX τ متراص. 

 

 فضاء آانتور ومكعب هلبرت 9.3

                       The Cantor Space and the Hilbert Cube 

ك لضرب غير منتهي ومعدود من فضاءات فضاء آانتور ونثبت أنه هوميومورفنعود الآن إلى   .ملاحظة 9.3.1

 .مكونة من نقطتين

݅لكل  א Գ  سنجعل),( iiA τ  هي المجموعة{ من التبولوجيا المتقطعة، وتأمل فضاء الضرب  2,0{

),(
1

i
i

iX τ∏
∞

=

),(ك لفضاء آانتور التمهيدية التالية أنه هوميومورفنبين في .   τG. 

),(ليكن   .تمهيدية 9.3.2 τG  فضاء آانتور و∏
∞

=

′
1

),(
i

iA τ  فإن الاقتران .  9.3.1آما في ملاحظة

∏
∞

=

′→
1

),(),(:
i

iAGf ττ  المعطى على الشكل,...),...,,(
3 21

1
n

n
n
n aaaaf =⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∑
∞

=

 .هو هوميومورفزم 

),(بما أن .  هو واحد لواحد وشامل fأن  9.1.1لاحظنا في ملاحظة   .البرهان τG  متراص و∏
∞

=

′
1

),(
i

iA τ 

 .هو هوميومورفزم إذا آان متصل fتقول أن  6#7.2تمارين ) 4#9.2تمارين (هوسدورف 

يكفي أن نبين أن لكل مجموعة مفتوحة قاعدية  fلإثبات اتصال 

...... 2121 ××××××= ++ NNN AAUUUU  ولأي نقطةUaaaa n ∈= ,...),...,,( يوجد مجموعة  21

Waبحيث  Wمفتوحة 
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⎟تأمل الفترة المفتوحة 
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N
n

n
n aa  واجعلW  هي تقاطع هذه الفترة المفتوحة معG  .

),(مفتوحة في  Wفإن  τG  وإذا آانتWxx
n

n
n ∈=∑

∞

=1 3
iiفإن   ax Niلكل  , لذلك .  =2,1,...,

......)( 2121 ××××××∈ ++ NNN AAUUUxf ولهذا ،UWf                 .آما هو مطلوب )(⊇

أي نظرية  –آما ذآر سابقاً، أننا في الوقت المناسب سوف نبرهن أن أي ضرب لفضاءات متراصة هو متراص 

معدود من النسخ ب عدد نستطيع أن نبين بسهولة أن ضر 9.3.2على أية حال باستخدام تمهيدية .  تيخونوف

 .ك لفضاء آانتور ولذلك هو متراصالهوميوموفك لفضاء آانتور هو هوميومورف

 

),(لتكن   .تمهيدية 9.3.3 iiG τ ،݅ א Գ ات التبولوجية آل منها ، عائلة معدودة غير منتهية من الفضاء

),(ك لفضاء آانتور هوميومورف τG  . فإن∏∏
=

∞

=

≅≅
n

i
ii

i
ii GGG

11

),(),(),( τττ لكل ،݊ א Գ. 

),(),(),(أولاً نثبت أن   .البرهان 2211 τττ GGG ، مكافئ لإثبات أن 9.3.2هذا، استناداً إلى تمهيدية .  ≅×
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ii AAA τττ  حيث آل من),( iiA τ  هو المجموعة{ مع التبولوجيا  2,0{

 .المتقطعة

∏∏من المجموعة  θالآن نعرِّف اقتران 
∞

=
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×
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ii AA ττ  إلى المجموعة∏
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=1

),(
i

iiA τ  على الشكل

( ) ,...),,,,,(,...),,(,...),,,( 332211321321 babababbbaaa →θ. 

),(),(),(هوميومورفزم ولذلك  θمن السهل رؤية أن  2211 τττ GGG بالاستقراء ينتج  ×≅

∏
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≅
n

i
iiGG

1

),(),( ττ  لكل عدد صحيح موجبn. 

 بالذهاب إلى حالة الضرب غير المنتهي، عرِّف الاقتران
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                      .هوميومورفزم والبرهان أآمل مرة أخرى من السهل إثبان أن 

∏يجب أن يكون ملاحظاً أن العبارة   .ملاحظة 9.3.4
∞

=

≅
1

),(),(
i

iiGG ττ 

 ربما تكون أآثر وضوحاً إذا آتبناها على الشكل 9.3.3في تمهيدية 

[ ] [ ] ......),(),(...),(),(...),(),( ××××××≅×× ττττττ AAAAAA 

),(حيث  τA  هي المجموعة{                                                             .مع التبولوجيا المتقطعة 2,0{

 

]الفضاء التبولوجي   .تمهيدية 9.3.5 ),(هو صورة متصلة لفضاء آانتور  1,0[ τG. 

∏يكفي أن نجد اقتران متصل وشامل من  9.3.2بالنظر إلى تمهيدية   .البرهان
∞

=1

),(
i

iiA τ  إلى[ مثل هذا .  1,0[

 الاقتران يعطى على الشكل

( ) ∑
∞

=
+=

1
121 2

,...),...,,(
i

i
i

i
aaaaφ 

}متذآراً أن آل  }2,0∈ia  وأن آل عدد[ ]1,0∈x  له مفكوك ثنائي على الشكل∑
∞

=1 2j
j
jb

}، حيث  }1,0∈jb ،

 U، أن نبين أنه إذا آانت 5.1.7متصل يكفي، باستخدام تمهيدية  φلإثبات أن .  هو اقتران شامل φنشاهد أن 

∑∑∑الفترة المفتوحة 
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i
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i aaa εε  0لأي〉− ε  فإنه يوجد مجموعة مفتوحةW  حيث

Waaa i ∈,...),...,,( UWو 21 ⊆)(φ  اختارN  آبيرة بما فيه الكفاية بحيثε〈∑
∞

=
+

Ni
i
ia
12

واجعل  

{ } { } { } ...... 2121 ××××××= ++ NNN AAaaaW 

∏مفتوحة في  Wفإن 
∞

=1

),(
i

iiA τ ،Waaa i ∈,...),...,( UWو  21 ⊆)(φآما هو مطلوب ،.                

]" اللطيف"لأنها تقول أن الفضاء  9.3.5يجب أن تكون مندهش بعض الشيء من تمهيدية   .ملاحظة 9.3.6 ]1,0 

على أية حال سوف نرى في الوقت المناسب أن آل فضاء متري .  هو صورة متصلة لفضاء آانتور الغريب جداً

                                                                                    .متراص هو صورة متصلة لفضاء آانتور

φ
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),(، ليكن الفضاء التبولوجي nلأي عدد صحيح موجب   .تعريف 9.3.7 nnI τ لـ كهوميومورف [ فإن .  1,0[

∏فضاء الضرب 
∞

=1

),(
n

nnI τ  مكعب هلبرتيسمى )Hilbert Cube ( ويرمز له بالرمز∞I  . فضاء الضرب

∏
∞

=1

),(
n

nnI τ  يسمىn− مكعب )n-cube ( ويرمز له بالرمزnI  ݊لكل א Գ. 

بالتأآيد .  (متراص I∞الآن نثبت أن .  nمتراص لكل  nIنعرِّف من نظرية تيخونوف للضرب المنتهي أن 

 .)هذه النتيجة يمكن آذلك أن تستنتج من نظرية تيخونوف للضرب غير المنتهي، والتي تثبت في الفصل العاشر

 .مكعب هلبرت هو متراص. نظرية 9.3.8

τ୬(إلى ) Gn, τn(من  ϕnيوجد اقتران متصل وشامل  9.3.5بواسطة تمهيدية   .البرهان
ᇱ In, ( حيث لكلn∈Գ ،

)Gn, τn (و)τ୬
ᇱ In, (9.2.5لذلك باستخدام تمهيدية .  على التوالي [0,1]هي هوميومورفك لفضاء آانتور و 

∏مـن  ψ، يوجد اقتران متصل وشامل )ب(  2#2 .9وتمارين  ሺG୬, τ୬ሻஶ
୬ୀଵ    إلى                              Iஶ 

 =∏ ሺI୬, τ୬
ᇱ ሻஶ

୬ୀଵ  . تقول أن  9.3.3ولكن تمهيدية∏ ሺG୬, τ୬ሻஶ
୬ୀଵ  هوميومورفك لفضاء آانتور)G,τ  .( لذك

∞I  صورة متصلة للفضاء المتراص)G,τ (ولذلك هو متراص.                                                   

فإن .  ، عائلة معدودة غير منتهية من الفضاءات القابلة للقياسXi, τi( ،i∈Գ(لتكن   .تمهيدية 9.3.9

∏ ሺX୧, τ୧ሻஶ
୧ୀଵ هو قابل للقياس. 

تقول أنه إذا جعلنا  1.6#2، تمارين τiتُحدث التبولوجيا  Xiمسافة على  di، لتكن  i∈Գلكل . البرهان

)),(,1min(),( badbaei لذلك نستطيع، .  Xiعلى  τiهي مسافة وتُحدث التبولوجيا  eiفإن  Xiفي  b,aلكل  =

),(1بدون فقدان التعميم، أن نفرض أن  ≤badi  لكلb,a  فيXi ،i∈Գ. 
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),(1لاحظ أن المتسلسلة على جهة اليمين متقاربة لأن آل من  ≤iii bad  ولذلك هي محدودة من أعلى بالقيمة
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∏مسافة على  dمن السهل إثبات أن 
∞

=1i
iX  . لاحظ أنid iالمعرّف على الشكل  ′

i
i

badbad
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),(),( هو  ′=

يُحدث تبولوجيا الضرب على  dندّعي أن .  idآما عمل  τiوالذي يُحدث نفس التبولوجيا  Xiمسافة على 

∏
∞

=1i
iX. 

 بما أن.  لرؤية ذلك تأمل التالي
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2

),(),(
1 1
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i
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ii badbadbad ′=≥∏ ∏
∞

=
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:),(),(ينتج من ذلك أن الاسقاط 
1

i
i

iii dXdXp ′→∏
∞

=

 .iمتصل، لكل  

idبما أن  τ୧يُحدث التبولوجيا  ′
ᇱ 9.2.4، تمهيدية )II ( تعطي أن التبولوجيا المحدثة على∏

∞

=1i
iX  بواسطةd 

 .أرق من تبولوجيا الضرب

أي آرة مفتوحة  aBε)(آذلك هي أشد من تبولوجيا الضرب، لتكن  dلإثبات أن التبولوجيا المحدثة بواسطة 

∏حول النقطة  ε > 0نصف قطرها 
∞

=

=
1i

iaa. 

 .dهي مجموعة مفتوحة قاعدية في التبولوجيا المحدثة بواسطة  aBε)(لذلك 

 Nلتكن .  مفتوحة في تبولوجيا الضرب W و  W ⊆ Bε(a)بحيث أن  W a∋يجب أن نبين أنه يوجد مجموعة 

عدد صحيح بحيث أن 
22

1 ε
<∑

∞

=Ni
i. 

கالتي نصف قطرها  )Xi, di(الكرة المفتوحة في  Oiلتكن 
ଶN
ia ،`,..,1حول النقطة   Ni  :عرِّف.  =

...... 2121 ××××××= ++ NNN XXOOOW 

             .آما هو مطلوب W ⊆ Bε(a)وواضح أن  W a∋مجموعة مفتوحة في تبولوجيا الضرب،  Wفإن 

                                                                              .مكعب هلبرت هو قابل للقياس .نتيجة 9.3.10

 :يمكن تحسينه للحصول على النتيجة التالية 9.3.9برهان تمهيدية 
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، عائلة معدودة غير منتهية من الفضاءات القابلة للقياس تماماً، فإن  Xi, τi( ،i∈Գ(لتكن  .تمهيدية 9.3.11

∏ ሺX୧, τ୧ሻஶ
୧ୀଵ ًقابل للقياس تماما. 

 

                                                                                                    .10# 9.3تمارين   .البرهان

 

نرى أن الضرب المعدود غير المنتهي لفضاءات متقطعة هو قابل للقياس  9.3.11من تمهيدية  .ملاحظة 9.3.12

أي الضرب المعدود غير المنتهي لفضاءات تبولوجية آل منها هو , ԳՅబأآثر مثال ممتع على ذلك هو .  تماماً

 Գஶ الشيء الأآثر ادهاشاً هو حقيقة، آما ذآر في الفصل السادس، أن.  Գميومورفك للفضاء المتقطع 

انظر .  ، الفضاء التبولوجي المكون من مجموعة الأعداد غير النسبية مع التبولوجيا الاقليديةԶهوميومورفك لـ 

Engelking ]77 [ تمارينG.3.4  وتمارينA.2.6. 

هذا ضرب معدود .  R∞مثال آخر مهم على ضرب معدود لفضاءات قابلة للقياس تماماً هو  .ملاحظة 9.3.13

: تبين أن] Engelking ]77في  4.3.25نتيجة .  Rغير منتهي لفضاءات تبولوجية آل منها هوميومورفك لـ 

الفضاء القابل للقياس الانفصالي هو قابل للقياس تماماً إذا وفقط إذا، آان هوميومورفك لفضاء جزئي مغلق من
∞R  . بشكل خاص نلاحظ أن آل فضاء بناخ انفصالياً هو هوميومورفيك لفضاء جزئي مغلق من∞R. 

و  Bessaga، انظر R∞آل فضاء بناخ انفصالياً بعدي غير منتهي هوميومورفك لـ: نتيجة جميلة وعميقة تقول أن

Pelczynski ]24.[ 

 

 9.3تمارين

),(i ،1، عائلة معدودة غير منتهية من فضاءات مترية مع خاصية أن لكل i∈Գ، )Xi, di(لتكن  -1 ≤badi ،

 .Xiفي  bو  aلكل 

RXXeعرِّف 
i i

ii∏ ∏
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=
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ii badbae. 
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∏مسافة على  eأثبت أن
∞

=1i
ix  ومكافئة للمسافةd  يحدث نفس "تعني " مكافئ"تذآر أن .  (9.3.9في تمهيدية

 ".التبولوجيا

),(إذا آانت  -2 iiX τ ،i∈Գ 1#9.2وتمارين  9.3.8،  استنتج من نظرية  [1 ,0]، فضاءات جزئية متراصة من 

∏أن 
∞

=1

),(
i

iiX τ متراص. 

∏ليكن  -3
∞

=1

),(
i

iiX τ ليكن .  هو ضرب عائلة معدودة وغير منتهية من الفضاءات التبولوجية)Y, τ ( فضاء

∏إلى ) Y, τ(اقتران من  fتبولوجي و 
∞

=1

),(
i

iiX τ  . أثبت أنf  متصل إذا وفقط إذا آان آل اقتران

),(),(: iii XYofp ττ  .يرمز لاقتران الإسقاط ipهو متصل حيث  →

 :أثبت أن.  Xتبولوجيا هوسدورف على  τمجموعة منتهية و  Xلتكن ) أ( -4

)I (τ هي التبولوجيا المتقطعة؛ 

)II) (X, τ(  [1 ,0]هوميومورفك لفضاء جزئي من. 

),(أعلاه أثبت أنه إذا آان  3وتمرين ) أ(باستخدام ) ب(    iiX τ  فضاء هودسدورف منتهي لكلi∈Գ  فإن

∏
∞

=1

),(
i

iiX τ متراص وقابل للقياس. 

 .أثبت أن آل فضاء تبولوجي منتهي هو صورة متصلة لفضاء متقطع منتهي) جـ(   

),(، أثبت أنه إذا آان )جـ(و) ب(باستخدام ) د(    iiX τ  فضاء تبولوجي منتهي لكلi∈Գ  فإن ،∏
∞

=1

),(
i

iiX τ 

 .متراص

5- )I ( أثبت أن فضاء سيربنسكي)Sierpinski) ( 5#  1.3تمارين )III (( [1 ,0]هو صورة متصلة لـ. 

)II ( باستخدام)I ( أثبت أنه إذا آان 9.2.5وتمهيدية ،),( iiX τ لكل ،i∈Գ  هوميومورفك لفضاء سيربنسكي ،

∏فإن 
∞

=1

),(
i

iiX τ متراص. 
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6- )I ( لتكن),( iiX τ، i∈Գ ،  عائلة معدودة غير منتهية من الفضاءات التبولوجية آل منها يحقق مسلمة العدد

∏أثبت أن .  الثانية
∞

=1

),(
i

iiX τ يحقق مسلمة العد الثانية. 

   )II ( 4# 3.2باستخدام تمارين )VIII ( استنتج أن مكعب هلبرت وآل فضاءاته الجزئية هي  14# 4.1وتمارين

 .انفصالية

),(لتكن  -7 iiX τ ،i∈Գ ، أثبت أن .  عائلة معدودة وغير منتهية من الفضاءات التبولوجية∏
∞

=1

),(
i

iiX τ  هو

),(فضاء غير مترابط بالكامل إذا وفقط إذا آان آل من  iiX τ استنتج أن فضاء .  غير مترابط بالكامل

 .آانتور غير مترابط بالكامل

),( ، فضاءً تبولوجياً و)X,τ(ليكن  -8 ijijX τ   ،i∈Գ  ،j∈Գ  عائلة من الفضاءات التبولوجية آل منها،

 :أثبت أن.  )X,τ(هوميومورفك لـ

∏ ∏∏
∞
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ijij XX ττ  

 .]φوالبرهان يستخدم اقتران مشابه لـ  9.3.3هذه النتيجة تعمم تمهيدية : مساعدة[

9- )I ( لتكن),( iiX τ ،i∈Գ ،  عائلة معدودة غير منتهية من الفضاءات التبولوجية آل منها هوميومورفك

∏أعلاه أن  8استنتج من تمرين .  لمكعب هلبرت
∞

=1

),(
i

iiX τ هوميومورفك لمكعب هلبرت. 

)II ( من ثم بين أنه إذا آانت),( iiX τ ،i∈Գ  فضاءات جزئية متراصة من مكعب هلبرت فإن ،∏
∞

=1

),(
i

iiX τ 

 .متراص

 .9.3.11أثبت تمهيدية  -10

∏أثبت أنه إذا آانت  9.3.9برموز برهان تمهيدية : مساعدة[
∞

=

=
1i

inn aa ،n∈Գ  متتالية آوشي في ،

),(
1
∏
∞

=i
i dX  فإن لكلi∈Գ  ،{ }Nnain ∈:  ،i∈Գ  هي متتالية آوشي في),( ii dX.[ 
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 Urysohn's Theoremنظرية يوريسون  9.4

 

 .إذا آان يملك مجموعة جزئية آثيفة) Separable( انفصالياًيسمى  )X,τ(الفضاء التبولوجي  .تعريف 9.4.1

 .حيث تم تقديم الفضاءات الانفصالية 9# 8.1وتمارين  4# 3.2انظر تمارين 

 

                                                                            .انفصالياً Թولذلك  Թآثيفة في  Է .مثال 9.4.2

                                                                       .آل فضاء تبولوجي معدود هو انفصالياً .مثال 9.4.3

 

 .انفصالياً )X.τ(فضاء متراص قابل للقياس، فإن ) X.τ(ليكن  .تمهيدية 9.4.4

 

عائلة آل الكرات  Snلتكن  n، لكل عدد صحيح موجب τوالي تحدث البتولوجيا  Xمسافة على  dلتكن  .البرهان

ونصف قطرها  Xالمفتوحة التي مراآزها في 
n
ولذلك يوجد غطاء جزئي  Xهي غطاء مفتوح لـ  Sn، فإن 1

لتكن . k∈Գ، لبعض n={Un1, Un2, …. Unk}࣯منتهي 
jny  هي مرآز

jnU ،j=1,….,k  و

},{ ,...,21 nknnn yyy=Υ اجعلn
n

Y Υ=
∞

=
U

1

 ,X(آثيفة في  Yالآن نبين أن  Xمجموعة جزئية معدودة من  Yإذاً  

τ.( 

، نصف Bتحوى آرة مفتوحة،  Vv∈ ،V، فإن لكل)X,τ(أي مجموعة مفتوحة غير خالية في  Vإذا آانت 

قطرها 
n
، Xهو غطاء مفتوح لـ  n࣯، بما أن  n∈Գلبعض  vحول  1

jnUv∈ لبعض ،j لذلك ،

n
yvd

jn
1),( vByولذلك  >

jn                         .Xآثيفة في  Yولذلك  φ≠Υ∩V، وهذا يعني ∋⊇
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                                                                           .مكعب هلبرت هو فضاء انفصالي .نتيجة 9.4.5

 

باختصار سوف نثبت نظرية يوريسون المدهشة جداً والتي تبين أن آل فضاء متراص قابل للقياس هو 

 .مساندة التضمين) النسخة المعدودة من(لفضاء جزئي من مكعب هلبرت، في الطريق نثبت هوميومورفك 

 .ولذلك برهانها غير متضمن هنا 3#9.3بداية نسجل التمهيدية التالية، والتي هي تمرين 

اقتران من فضاء  f، عائلة معدودة غير منتهية من الفضاءات التبولوجية و Xi, τi( ,i∈Գ(لتكن  .تمهيدية 9.4.6

∏إلى ) Y,τ(تبولوجي 
∞

=1

),(
i

iiX τ فإن ،f  متصل إذا وفقط إذا آان آل من),(),(: iii XYofP ττ متصل  →

∏يرمز لاقتران الإسقاط الشامل من piحيث 
∞

=1

),(
i

iiX τ  إلى(Xi,τi). 

 

، عائلة معدودة غير منتهية i∈Գ، (Yi,τi)لتكن ) The Embedding Lemmaمساندة التضمين ( .مساندة 9.4.7

 بالإضافة لذلك، لتكن.  (Yi,τi)إلى  )Y,τ(اقتران من فضاء تبولوجي  fi، ليكن iمن الفضاءات التبولوجية ولكل 

∏
∞

=

→
1

),(),(:
i

iiYXe ττ ∏، أي أن )evaluation map(الاقتران الحسابي   
∞

=

=
1

)()(
i

i xfxe لكل ،

Xx∈ . فإنe  هوميومورفزم من)X,τ ( إلى الفضاء)'),( τXe ( حيثτᇱ  هي تبولوجيا الفضاء الجزئي على

e (X)إذا آان ،: 

)I ( آل منif متصل, 

)II ( العائلة{ }Nifi 21حيث  Xفي  x1  ،x2، أي إذا آانت  Separates points (X(تفصل نقاط  :∋ xx ≠ 

)()(فإن  21 xfxf ii  و,  iلبعض  ≠

)III ( العائلة{ }Nifi أي لكل ) Separates points and closed sets(تفصل نقاط ومجموعات مغلقة  :∋

Xx∈  وA  أي مجموعة جزئية مغلقة في)X,τ ( لا تحويx  ،)()( Afxf ii  .i لبعض  ∌

 

:),()),((من الواضح أن الاقتران  .البرهان 'ττ xeXe  eيعطي أن ) II(هو شامل في حين أن الشرط  →

 .واحد لواحد
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iiبما أن  feop ، تعطي أن الاقتران 6.4.9، تمهيدية  i، لكل )Yi , τi(إلى ) X,τ(اقتران متصل من  =

∏
∞

=

→
1

),(),(:
i

iiYXe ττ متصل. 

:),()),((لذلك  'ττ xeXe  .متصل →

:),()),((لإثبات أن  'ττ xeXe Uxو τ∈Uاقتران مفتوح يكفي أن نثبت أن لكل  → يوجد مجموعة  ∋
'τ∈W  بحيث أن)()( UeWxe ، تفصل نقاط ومجموعات مغلقة فيوجد  fi  ،i∈Գبما أن العائلة . ∋⊇

j∈Գ  بحيث أن)\()( UXfxf jj  :، اجعل ∌

( )[ ] )(....)\\...( 21121 xeYYUXfYYYYW jjjjj ∩×××××××= ++− 

Wxeفإن من الواضح أن  UeW)(بقي أن نبين أن . τ∈W'و )(∋ ⊆. 

Wteلذلك لتكن   :فإن )(∋

)\(\)( UXfYtf jjj ∈  

⇒ )\()( UXftf jj ∉  

⇒ )\()( UXftf jj ∉  

⇒ UXt \∉  

⇒ Ut ∈  

)()(لذلك  Uete UeW)(ولهذا  ∋                                                    .هوميومورفزم eلذلك . ⊇

}إذا آان آل مجموعة أحادية ) T1-Space( T1 -فضاءيسمى ) X,τ(الفضاء التبولوجي  .تعريف 8.4.9 }x ،

Xx∈هي مجموعة مغلقة ،. 

العكس ليس صحيحاً . T1–هو فضاء ) T2-Space(آل فضاء هوسدورف أي من السهل إثبات أن  .ملاحظة 9.4.9

 .T1–آل فضاء قابل للقياس هو فضاء بشكل خاص، ). #3 3.1وتمارين  #13 1.4انظر تمارين (
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ولذلك ) (III(ينتج من شرط ) II(فإن شرط  T1–هو فضاء  7.4.9في مساندة ) X,τ(إذا آان  .نتيجة 10.4.9

 ).يصبح شرط زائد

}تساوي المجموعة المغلقة  Aبجعل . Xأي نقطتين مختلفتين في  x2و  x1لتكن  .البرهان }2x شرط ،)III ( يعطي

}،  iأن لبعض  })()( 21 xfxf ii )()(لذلك . ∌ 21 xfxf ii               .متحقق) II(وبذلك شرط  ≠

هو هوميومورفك ) X, d(آل فضاء متري انفصال ). Urysohn's Theoremنظرية يوريسون ( .نظرية 11.4.9

 .لفضاء جزئي من مكعب هلبرت

هذه النتيجة سوف تتضح إذا استطعنا إيجاد عائلة معدودة غير منتهية من  10.4.9بواسطة نتيجة  .البرهان

]الاقترانات  ]1,0),(: →dXf j  التي تكون)I (متصلة و)II (تفصل نقاط ومجموعات مغلقة. 

),(1بدون فقدان التعميم نستطيع أن نفرض أن  ≤bad  لكلb, a  فيX لأن آل مسافة مكافئة لهذه المسافة ،. 

}هو انفصالياً يوجد مجموعة جزئية آثيفة معدودة في ) X, d(بما أن  }NiyY i ∈= ، عرِّف  i∈Գلكل  :

[ ]1,0: →Xfi )على الشكل   ) ),( ii yxdxf  .هو متصل fiمن الواضح أن آل اقتران . =

}لرؤية أن الاقترانات  }Nifi مجموعة مغلقة لا تحوي  Aو ∋Xxتفصل نقاط ومجموعات مغلقة، لتكن :∋

x  . الآنX / A   مجموعة مفتوحة حولx  ولذلك تحوي آرة مفتوحةB  نصف قطرهاε  ومرآزهاx  لبعض ،

0>ε. 

بحيث أن  yn، يوجب  Xآثيفة في  Yبالإضافة لذلك، بما أن 
2

),( ε
<nyxd . لذلك

2
),( ε
≥ayd n  ،

 .∋Aaلكل 

(لذلك 
2

,0[ ε  هي مجموعة مفتوحة في[ (، ولكن xfn)(والتي تحوي  1,0[
2

,0[)( ε
∉afn  لكل

Aa ⎦⎥وهذا يعطي . ∋
⎤

⎢⎣
⎡⊆ 1,

2
)( εAfn  بما أن المجموعة⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ 1,

2
ε  مغلقة هذا يعطي أن

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡⊆ 1,

2
)( εAfn. 

)()(لذلك  AfXf nn }ولهذا العائلة  ∌ }Nifi                                .تفصل نقاط ومجموعات مغلقة :∋

             .آل فضاء متراص قابل للقياس هوميومورفك لفضاء جزئي مغلق في مكعب هلبرت .نتيجة 12.4.9
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∏هو فضاء متراص قابل للقياس فإن ) i∈Գ  ،)Xi, τiإذا آان لكل  .نتيجة 13.4.9
∞

=1

),(
i

iiX τ  هو متراص

 .وقابل للقياس

∏آون  .البرهان
∞

=1

),(
i

iiX τ  آون . .9.3.9قابل للقياس أثبت في تمهيدية∏
∞

=1

),(
i

iiX τ  متراص تتبع من نتيجة

                                                                                                 ).II( #9 3.9وتمارين  12.4.9

 )#4 2.2انظر تمارين . (لعمل ذلك نقدم مفهوم جديد. عملنا القادم هو أن تثبت عكس نظرية يوريسون

 The Second Axiom of( مسلمة العد الثانيةيحقق ) X,τ(يقال أن الفضاء التبولوجي  .تعريف 14.4.9

Countability) ( قابل للعد الثانيأو Second Countable(  إذا وجد قاعدةी  لـτ  بحيث أنी  مكونة من فقط

 .عدد معدود من المجموعات

 

ीلتكن  .مثال 15.4.9
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= NnQq

n
q

n
q هي قاعدة للتبولوجيا  ीفإن . 1,1:,

                                                                    .قابلة للعد الثاني Թلذلك ). أثبت ذلك( Թالأقليدية على 

بما أن آل مجموعة أحادية يجب أن . هو مجموعة غير معدودة مع التبولوجيا المتقطعة) X,τ(ليكن  .مثال 16.4.9

    .ليس قابل للعد الثاني )X,τ(لذلك . لا يملك أي قاعدة معدودة )X,τ(فإن  τتكون في أي قاعدة للتبولوجيا 

 

فضاءً انفصالياً إذا وفقط إذا آان  )X,τ(التبولوجيا المحدثة، فإن  τفضاء متري و) X, d(ليكن  .تمهيدية 17.4.9

 .يحقق مسلمة العد الثانية

 

}إذا هو يملك مجموعة جزئية آثيفة معدودة . انفصالياً )X,τ(ليكن  .البرهان }NiyY i ∈= مكونة  ीلتكن . :

، ونصف قطرها  i، لبعض  yiالتي مرآزها ) dفي المسافة (من آل الكرات المفتوحة 
n
عدد  nحيث  nلبعض  1

 . τمعدودة وسوف نرى أنها قاعدة للتبولوجيا  ीواضح أن . صحيح موجب
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Vvإذا لكل . τ∈Vلتكن  ∈ ،V  ،تحوي آرة مفتوحةB  نصف قطرها
n
  Yبما أن .  nلبعض  vحول  1

بحيث أن  ∋Yym، يوجد  Xآثيفة في 
n

vyd m 2
1),(   ymالكرة المفتوحة التي مرآزها  ′Bلتكن . >

ونصف قطرها 
n2

1 . 

VBBالمثلثية تعطي إذاً المتباينة  وهذا يعني أن .  τهي قاعدة للتبولوجيا  ीلذلك . ी ∈′B آذلك . ′⊇⊇

)X,τ (قابل للعد الثاني. 

} ीଵقابل للعد الثاني ويملك قاعدة معدودة ) X,τ(بالمقابل ليكن  }NiBi ∈= أي  bi، لتكن φ≠iBلكل   :

بالإضافة لذلك، إذا آانت . مجموعة معدودة Z، فإن  biتساوي مجموعة آل هذه النقاط  Zواجعل  Biعنصر في 

τ∈V  فإنVBi Vbi، ولذلك  i، لبعض ⊇ ∩≠φأي أن . ∋ ZV  لذلكZ  آثيفة فيX . مما يعني أن

)X,τ (ًانفصاليا.                                                                                                                   

. حتى بدون فرض قابلية القياس آل فضاء قابل للعد الثاني هو انفصاليالبرهان أعلاه يبين أن  .ملاحظة 18.4.9

 )4.9 # 11انظر  تمارين . ( على آل حال، ليس صحيحاً بشكل عام أن الفضاء الانفصالي هو قابل للعد الثاني

 

انفصالي وقابل للقياس إذا ) X,τ(فضاءاً تبولوجياً، فإن ) X,τ(ليكن ) نظرية يوريسون وعكسها( .نظرية 19.4.9

 .لفضاء جزئي من مكعب هلبرتوفقط إذا آان هوميومورفك 

 

تقول أنه هوميومورفك لفضاء  11.4.9انفصالي وقابل للقياس فإن نظرية يوريسون ) X,τ(إذا آان  .البرهان

 .جزئي من مكعب هلبرت

 I∞، 4.4.9، بواسطة تمهيدية I∞من مكعب هلبرت ) Y, τ1(هوميومورفك لفضاء جزئي ) X,τ(بالمقابل، ليكن 

إن أي ). 1.4 # 14تمارين ( من السهل إثبات . ، هو قابل للعد الثاني17.4.9لذلك، بواسطة تمهيدية . هو انفصالي

آذلك من السهل . قابل للعد الثاني)  Y, τ1(فضاء جزئي من فضاء قابل للعد الثاني هو قابل للعد الثاني، ولذلك 

بما أن مكعب هلبرت هو . فضاء جزئي من فضاء قابل للقياس هو قابل للقياس أن أي) 1.6 # 6تمارين (إثبات 

قابل للقياس )  Y, τ1(لذلك    . قابل للقياس) Y, τ1(، فإن فضاءه الجزئي 10.3.9قابل للقياس، بواسطة نتيجة 

                   .آذلك انفصالي وقابل للقياس) X,τ(لذلك . ويحقق مسلمة العد الثانية، ولهذا هو انفصالي
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 4.9تمارين 

 .أثبت أن آل صورة متصلة لفضاء انفصالي هي انفصالية -1

∏، فضاءات انفصالية، أثبت أن  Xi, τi( ،i∈Գ(إذا آانت  -2
∞

=1

),(
i

iiX τ ًفضاءاً انفصاليا. 

) III(الشرط متراص، أثبت أن ) X,τ(هي هوسدورف و 7.4.9في مساندة ) Yi , τi(إذا آانت آل الفضاءات  -3

 .في المساندة هو شرط زائد

 .فضاء متقطع معدود، أثبت أنه هوميومورفك لفضاء جزئي من مكعب هلبرت) X,τ(إذا آان  -4

]أثبت أن  -5 ]1,0C  هوميومورفك لقضاء جزئي من مكعب هلبرت 5.1.6مع المسافة الموضوعة في مثال ،. 

∏، فضاءات قابلة للعد الثاني، أثبت أن  Xi , τi( ،i∈Գ(إذا آانت  -6
∞

=1

),(
i

iiX τ قابل للعد الثاني. 

آل غطاء مفتوح لفضاء قابل للعد الثاني يملك غطاءً جزئياً أثبت أن ) Lindelof's Theorem نظرية ليندلوف( -7

 .معدوداً

 .للقياس هو انفصالي وقابل للقياسآل فضاء جزئي من فضاء انفصالي قابل أن  19.4.9استنتج من نظرية  -8

9- )I (أثبت أن مجموعة آل النقاط المعزولة في فضاء قابل للعد الثاني هي معدودة. 

    )II ( بعد ذلك بين أن آل مجموعة جزئية غير معدودةA  من فضاء قابل للعد الثاني تحوي على الأقل   نقطة

 . Aواحدة هي نقطة نهاية للمجموعة 

10- )I ( ليكنf  اقتران متصل وشامل من فضاء هوسدورف غير انفصالي)X,τ (أثبت أنه يوجد . إلى نفسه

X ،XAفي  Aمجموعة جزئية غير خالية مغلقة  AAf، حيث  ≠ وعرف  ∋Xxoاجعل : مساعدة. [)(=

}مجموعة  }ZnxS n ∈= 1)(بحيث أن  : nn xfx  ]. nلكل عدد صحيح  +=

     )II ( هل النتيجة أعلاه صحيحة إذا آان)X,τ ( انفصالي؟)برر إجابتك.( 

 :أثبت أن 1.3.2في مثال  Թالتبولوجيا المعرفة على  τلتكن  -11

)I( )Թ,τ (هو انفصالي. 

)II(  )Թ,τ (ليس قابل للعدد الثاني. 

)III(  

إذا آانت ) Countable Chain Condition( شرط السلسلة المعدودةيحقق ) X,τ(يقال أن الفضاء التبولوجي  -12

 .من المجموعات المفتوحة هي معدودة) غير متقاطعة(آل عائلة منفصلة 
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)I( أثبت أن آل فضاء انفصالي يحقق شرط السلسلة المعدودة. 

)II(   لتكنX مجموعة غير معدودة وτ مغلق على  -التبولوجيا معدودX  .أثبت أن 

)X,τ (ًيحقق شرط السلسلة المعدودة ولكنه ليس انفصاليا. 

يملك نقطة  Xإذا آان آل فضاء جزئي غير خالي من ) Scattered( مبعثريسمى ) X,τ(الفضاء التبولوجي  -13

 ).1.9 # 2انظر تمارين . (معزولة

)I(  أثبت أنԹ  ،Է وفضاء آانتور ليست مبعثرة، في حين أن آل فضاء متقطع هو مبعثر. 

)II(  لتكنX = Թ2  ،d  المسافة الأقليدية علىԹ2 وd'  المسافة علىX  المعطاة على الشكل

),0()0,(),( ydxdyxd yxإذا آانت  ′=+ ),(0و  ≠ =′ yxd  إذا آانتx = y .

 Post Office( مسافة مكتب بريدتسمى  'dالمسافة . 'dبالمسافة   Xالتبولوجيا المحدثة على  τلتكن 

Metric .( غير مترابط نهائياًالفضاء التبولوجي يسمى )Extremally Disconnected ( إذا آانت

 هوسدورف عائلياًيسمى ) Y, τ1(الفضاء التبولوجي  .غلاقة آل مجموعة مفتوحة هي مفتوحة

)Collectionwise Hausdroff ( إذا آان لكل فضاء جزئي متقطع)Z , τ2 ( من)Y, τ1 ( ولكل

بحيث ) Y , τ1(في  U1  ،U2يوجد مجموعتين مفتوحتين منفصلتين  Zفي  z2 , z1زوج من النقاط 

11 Uz 22 و ∋ Uz  :أثبت ما يلي. ∋

 .، هي نقطة معزولة x = 0، ما عدا )X , τ(آل نقطة في ) أ( 

 ).X , τ(ليست نقطة معزولة في  0) ب( 

 .فضاء مبعثر) X , τ) (ج( 

 .غير مترابط بالكامل) X , τ) (د( 

 .غير متراص) X , τ) (ه( 

 )3.8 # 1انظر تمارين . (غير متراص موضعياً) X , τ) (و( 

 .ࣷأقل أو يساوي ) Cardinality(آل فضاء متري انفصالي له عدد أساسي ) ز( 

لاحظ أن الفضاء . (وليس انفصالياً ࣷهو مثال على فضاء قابل للقياس له عدد أساسي ) X , τ) (ح( 

∞∞(المتري  dl  ).وليس انفصالياً ࣷآذلك له عدد أساس ) III( 1.6 # 7في تمارين ) ,

 .آل فضاء متقطع هو غير مترابط نهائياً) ط( 

 .ليس غير مترابط نهائياً) X , τ) (ي( 

 .ضرب أي فضائين مبعثرين هو فضاء مبعثر) ك( 
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الفضاء الجزئي ) S , τ3( ليكن) ل( 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ...,1,...,

3
1,

2
1,1,0

n
ليست غير مترابطة  Sفإن . Թمن  

 .نهائياً

 .آل فضاء غير مترابط نهائياً وقابل للقياس هو متقطع)* م( 

 ].أثبت أن آل متتالية متقاربة يجب أن تملك حدود مكررة: مساعدة[ 

 .وهوسدورف عائلياً T1 -الفضاء التبولوجي هو هوسدورف إذا وفقط إذا آان فضاء) ن( 

 .آل فضاء غير مترابط نهائياً وهوسدروف عائلياً هو متقطع)* س( 

 

 Peano's Theoremنظرية بينون  5.9

في ). G, τ(هو صورة متصلة لفضاء آانتور  I∞بينا أن مكعب هلبرت  8.3.9في برهان نظرية  .ملاحظة 1.5.9

 .التمهيدية التالية هي خطوة في هذا الاتجاه. آل فضاء متري متراص هو صورة متصلة لفضاء آانتور, الحقيقة

 

 ,G(هو صورة متصلة لفضاء جزئي من فضاء آانتور   )X, τ1(آل فضاء انفصالي قابل للقياس  .تمهيدية 9.5.2

τ( .آان  بالإضافة لذلك، إذا)X, τ1 ( متراص فإن الفضاء الجزئي يمكن أن يختار ليكون مغلق في)G, τ.( 

 

 .8.3.9الذي أثبت أنه موجود في برهان نظرية  I∞إلى ) G, τ(الاقتران المتصل الشامل من  φلتكن  .البرهان

 ,Y(ليكن الهوميومورفزم من . I∞من) Y, τ2(لفضاء جزئي ك هوميومورف) X, τ1(باستخدام نظرية يوريسون، 

τ2 ( إلى)X, τ1 ( هوθ . اجعل)(1 YZ −=ψ ψθإذاً . Zتبولوجيا الفضاء الجزئي على  τ3و    o  هو اقتران

 ).G, τ(من ) Z, τ3(هو صورة متصلة للفضاء الجزئي ) X, τ1(لذلك ). X, τ1(إلى ) Z, τ3(متصل وشامل من 

وهذا يعني أن . I∞متراص ولذلك مغلق في ) Y, τ2(متراص فإن ) X, τ1(بالإضافة لذلك إذا آان 

)(1 YZ −=ψ  مجموعة جزئية مغلقة في)G, τ(آما هو مطلوب ،.                                                   
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فإنه يوجد اقتران متصل ). G, τ(فضاء جزئي مغلق غير خالي من فضاء آانتور ) Y, τ1(ليكن  .تمهيدية 3.5.9

 ).Y, τ1(إلى ) G, τ(وشامل من 

∑مجموعة آل الأعداد الحقيقية التي يمكن آتابتها على الشكل ) ′τG,'(لتكن  .البرهان
∞

=1 6i
i
ia حيث آل         

ai = 0  أوai = 5 مع تبولوجيا الفضاء الجزئي المحدثة من ،Թ. 

(واضح أن ) Middle two thirds Cantor Space( منتصف ثلثي فضاء آانتوريسمى ) ′τG,'(الفضاء 
',τG′ (ك لفضاء آانتور هوميومورف)G, τ.( 

إلى ) ′τG,'(ونبحث عن اقتران متصل وشامل من ) ′τG,'(آفضاء جزئي مغلق من ) Y, τ1(يمكن أن تعتبر 

)Y, τ1 .( قبل الاستمرار، لاحظ من ترآيب منتصف ثلثي فضاء آانتور أنه إذا آانGg Ggو 1∋′ فإن  2∋′

Ggg ′∉
+
2

21. 

:),(),(الاقتران  1
' ττψ YG Ggلأي : الذي نبحث عنه يعرّف على الشكل التالي ′→ ′∈  ،)(gψ  هو

على أية حال يجب أن نثبت أن مثل هذا . Թفي المسافة الأقليدية على  gالأقرب إلى  Yالعنصر الوحيد في 

 .العنصر الوحيد الأقرب موجود

Ggثبت  RYdgفإن الاقتران . ∋′ →),(: 1τ  المعطى على الشكلygydg بما أن . هو متصل )(=−

)Y, τ1(  تعطي أن  15.2.7متراص، تمهيديةdg (Y) لذلك يوجد عنصر في . تملك عنصر أقل)Y, τ1 ( يكون

إذاً . gواللذان يكونان متساويان في القرب من  Yمن هذا النوع في  y2و y1افرض أن هناك .  gأقرب إلى 

2
21 yyg +

Gyولكن . = Gyو  1∋′ Gyygولذلك، آما لوحظ أعلاه،  2∋′ ′∉
+

=
2

. وهذا تناقض 21

 . gψ)(سمي هذا العنصر . gيكون أقرب إلى  Yلذلك يوجد عنصر وحيد في 

:),(),(من الواضح أن الاقتران  1
' ττψ YG Yy∈ ،yyهو شامل، لأنه إذا آان  ′→ =)(ψ . لإثبات

ψاتصال  Gg، اجعل    δ<0 ، أن نجد4.2.6يكفي، باستخدام نتيجة . أي عدد حقيقي موجب εلتكن . ∋′

Gxبحيث إذا آانت  −>δو ∋′ xg  فإنεψψ <− )()( xg. 

Ygتأمل أولاً الحالة عندما  gg، لذلك ∋ =)(ψ . اجعل
2
εδ Gxإذا لكل . = −>δحيث  ∋′ xg 

 :لدينا

                                )()()( xgxg ψψψ −=−  
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                                                      xgxx −+−≤ )(ψ  

Ygولأن  ψبواسطة تعريف     ∈          xggx −+−≤ 

                                          gx−= 2   

                                        δ2<  

 =ε                                      آما هو مطلوب                                  

Ygالآن تأمل الحالة عندما  gg)(، لذلك ∌ ψ∉. 

ggبدون أن نفقد التعميم، افرض أن  <)(ψ  واجعل)(gga ψ−= . 

]إذا آانت المجموعة  ] φ=∩ 1,gY  فإن)()( gx ψψ (لكل  =
2

,
2

( agagx +−∈ . 

لذلك إذا آانت 
2
a

<δ  لديناεψψ <=− 0)()( gx مطلوب، آما هو. 

]إذا آانت  ] φ≠∩ 1,gY  وبما أن[ ]1,gY  . y > gمتراصة فإنها تملك عنصر أقل  ∩

 . b > aفإن   b = y – g، إذا آانت  ψفي الحقيقة، بواسطة تعريف 

الآن اجعل 
2

ab −
=δ. 

Gxلذلك إذا آانت  −>δحيث  ∋′ xg  فإنه أما)()( gx ψψ yxأو  = =)(ψ . 

 :لاحظ أن

222
)()( abaabagggxgx +=+

−
=+<−+−≤− δψψ  

 :في حين أن

222
ababbxgygyx +=

−
−≥−−−≥−  

)()(لذلك  gx ψψ = . 
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εψψوهذا يعني أن  <=− 0)()( gx لذلك . ، آما هو مطلوبψ  .                                            

 :على نظرية أليكساندروف ويوريسون التالية 3.5.9و   2.5.9لذلك حصلنا من التمهيديات 

                                    .آل فضاء متراص مقابل للقياس هو صورة متصلة لفضاء آانتور .نظرية 4.5.9

 ةمتراص يليس صحيحاً أن آل صورة متصلة لفضاء آانتور ه. خاطئ 4.5.9عكس نظرية  .ملاحظة 5.5.9

 )جد مثالاً. (للقياس ةوقابل

في الحقيقة لدينا التمهيدية . على أية حال، عبارة مشابهة تكون صحيحة إذا نظرنا فقط إلى فضاءات هوسدورف

 :التالية

 Y(       إلى فضاء هوسدورف) X , d(اقتران متصل وشامل من فضاء متري متراص   fليكن   .تمهيدية 6.5.9

, τ1( فإن ،)Y , τ1 (متراص وقابل للقياس. 

بما . بالتأآيد هو متراص) Y , τ1(بما أن الصورة المتصلة للفضاء المتراص هي متراصة فإن الفضاء  .البرهان

: آما يلي Yعلى   d1شامل، نستطيع أن نعرف مسافة   fأن الاقتران 

{ }}{},{:),(inf),( 2
1

1
1

211 yfbyfabadyyd −−  .Yفي  y2و y1لكل  =∋∋

}مغلقة في فضاء هوسدورف،  {y2}و {y1}بما أن . هي في الحقيقة مسافة d1نحتاج أن نثبت أن  }1
1 yf و −

{ }2
1 yf } لذلك المجموعات. )X , d(مغلقة في الفضاء المتراص  − }1

1 yf }و − }2
1 yf لذلك . متراصة −

}الضرب  } { }2
1

1
1 yfyf −− ),(),(، والذي هو فضاء جزئي من فضاء الضرب × ττ XX ، هو متراص ×

 . dهي التبولوجيا المحدثة بواسطة المسافة  τحيث 

RXXdملاحظاً أن  →× ),(),(: ττ  تعطي أن  15.2.7هو اقتران متصل، تمهيدية

{ } { }( )2
1

1
1 yfyfd −−  .لها عنصر أقل  ×

}لذلك يوجد عنصر  }1
1

1 yfx }وعنصر  ∋− }2
1

2 yfx بحيث  ∋−

{ } { }{ } ),(,:),(inf),( 2112
1

1
1

21 yydyfbyfabadxxd =∈∈= واضح أنه إذا آانت  −−

21 yy }فإن  ≠ } { } φ=∩ −−
2

1
1

1
1 yfyf . 21لذلك xx ),(0ولهذا  ≠ 21 >xxd  أي أن

0),( 211 >yyd. 

هي التبولوجيا المحدثة  τ2لتكن . Yتملك الخواص الأخرى للمسافة ولذلك هي مسافة على  d1من السهل إثبات أن 

 . τ1 = τ2يجب أن نثبت أن .  d1بواسطة  Yعلى 

:),(),(،  d1أولاً، بواسطة تعريف  2ττ YXf →  .هو بالتأآيد متصل  
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 ، Yمن  Cلاحظ أنه لأي مجموعة جزئية 

C  مجموعة جزئية مغلقة في)Y , τ1( 

⇐ )C (f -1  مجموعة جزئية مغلقة في)X , τ( 

⇐ )C (f -1  مجموعة جزئية متراصة في)X , τ( 

⇐ ) )C (f -1  (f   مجموعة جزئية متراصة في)Y , τ2( 

⇐ C  مجموعة جزئية متراصة في)Y , τ2  ( 

⇐ C  مغلقة في)Y , τ2( 

21لذلك  ττ 12بنفس الأسلوب يمكن أن تثبت أن  ⊇ ττ                                         .τ1 = τ2، ولهذا  ⊇

صورة متصلة لفضاء آانتور إذا وفقط إذا آان ) X , τ(فإن . فضاء هوسدورف) X , τ(ليكن  .نتجية 7.5.9

                                                                                                            .للقياسمتراص وقابل 

 .ات مالئة فضاءحنيعود إلى مننأخيراً في هذا الفصل 

 Թ2ي صورياً يمكن أن نعرف المنحنى ف". المنحنى"آل واحد يعتقد أنه أو أنها تعرف ما هو  .ملاحظة 8.5.9

]اقتران متصل  f، حيث  f [0 , 1]ليكون هو المجموعة  ] 21,0: Rf → ، يظهر بديهياً أن المنحنى ليس له  

له  f ( I )في الحقيقة يوجد منحنيات مالئة فضاء، أي أن، ! هذا خطأ. عرض ولذلك له مساحة تساوي صفر

إلى فضاء  [ 1 , 0 ]في الواقع النظرية التالية تبين أن هناك اقتران متصل وشامل من . مساحة لا تساوي صفر

 . [ 1 , 0 ]×  [ 1 , 0 ]الضرب 

 من nψ، يوجد اقتران متصل وشامل  nلأي عدد صحيح موجب ) Peanoبينو ( نظرية 9.5.9

 . I n مكعب  n–إلى  [ 1 , 0 ]

 إلى) G , τ(من فضاء آانتور  nφيوجد اقتران متصل وشامل  4.5.9بواسطة نظرية  .البرهان

–n  مكعب I n . بما أن)G , τ ( الأوسط، نستطيع أن نوسع  ثلثبتكرار حذف ال [ 1 , 0 ]يحصل عليه منnφ 

]لاقتران متصل  ] n
n I→1,0:ψ  بتعريفnψ  ليكون خطي على آل فترة محذوفة، أي، إذا آانت)a , b (

]واحدة من الفترات المفتوحة المشكلة لـ  ] G\1,0  فإن ،nψ  يعرف على)a , b (،على الشكل 

( )( ) ( ) ( ) ( )baba nnn φαφαααψ −+=−+ 10حيث  11 ≤≤ α  من السهل إثبات أنnψ 

                                                                                                                              .متصل
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) Hahn-Mazurkiewicz Theorem(مازورآيويكز  –نظرية هان ) ولكن بدون برهان(نختم هذا الفصل بذآر 

]التي تصف فضاءات هوسدورف التي تكون صور متصلة لـ  ] Wilder ]223لبرهان النظرية انظر . ( 1,0[

 .ولكن بداية تحتاج لتعريف] ) Kuratowski ]140في  221وصفحة 

آان يملك قاعدة إذا ) Locally Connected( مترابط موضعياًيسمى ) X , τ(الفضاء التبولوجي  .تعريف 10.5.9

 .مكونة من مجموعات مفتوحة ومترابطة

على أية .   n< 1، لكل  nSو nԹآل فضاء متقطع هو مترابط موضعياً آما هو الحال بالنسبة لـ .ملاحظة 11.5.9

 .)4.8 # 6انظر تمارين . (حال، ليس آل فضاء مترابط هو مترابط موضعياً

فضاء ) X , τ(ليكن  )Hahn-Mazurkiewicz Theoremمازورآيويكز  –نظرية هان ( .نظرية 12.5.9

إذا وفقط إذا آان متراص، مترابط، قابل للقياس ومترابط ]  1 , 0 [هو صورة متصلة لـ ) X , τ(فإن . هوسدورف

 .موضعياً

 

 

 5.9تمارين 

 

2RSلتكن  -1  AC          ويحقق Aالذي يملك زاوية قائمة عند  ABCمجموعة نقاط داخل وعلى المثلث  ⊇

> AB . هذا التمرين يوضح ترآيب اقتران شامل[ ] Sf →1,0: . 

 

 

 

 

 

 

.......لتكن . BCعمودياً على  ADحيث  BCعلى  Dلتكن  321 aaaa =  anآسر عشري ثنائي بحيث أن   

 Dنقطة تقاطع العمود الواصل من  D1: على النحو التالي Sمن نقاط  )Dn(بعد ذلك نرآب متتلاية . 1أو  0هي 

A

B
D

D1
D2

D3
D4

D5

C 
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هذا . على التوالي a1 = 0أو  a1 = 1حسبما  ADB  ،ADCإلى الوتر في المثلث الأآبر أو الأصغر من المثلثين 

على . ABCبدلاً من  ADB  ،ADCوالمثلث المناسب من المثلثين  Dبدلاً من  D1الترآيب يكرر الآن باستخدام 

أعط تعريف استقرائي .  .1010...للكسر العشري الثنائي  D5إلى  D1النقاط المثال، الرسم أعلاه يوضح سبيل 

 :وأثبت) Dn(دقيق للمتتالية 

)I(  المتتالية)Dn ( تؤول لنهايةD(a)   فيS ؛ 

)II(   إذا آانت[ ]1,0∈λ  تمثل بكسور عشرية مختلفةa ،a′  فإن( ) ( )aDaD ، لذلك النقطة =′

( )λD  فيS تعرف بشكل وحيد ؛ 

)III(  إذا آان[ ] Sf )معطى على الشكل  :1,0→ ) ( )λλ Df  .شامل  fفإن  =

)IV(   f  متصل. 

 وتأمل الاقترانات؛فضاء آانتور ) G , τ(ليكن  -2

( ) [ ]1,0,: →τφ Gi    ،i  = 1,2 

 حيث

...
2

...
223 1

12
3
3

2
1

1
1 ++++=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
−

∞

=
∑ n

n

i
i
i aaaaφ 

 و

...
2

...
223 1

2
3
4

2
2

1
2 ++++=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

∞

=
∑ n

n

i
i
i aaaaφ 

)I(  1أثبت أنφ 2وφ متصلان. 

)II(   أثبت أن الاقتران( ) ( )( )aaa 21 , φφa  اقتران متصل وشامل من)G, τ ( إلى

[ ] [ ]1,01,0 ×. 

)III(  إذا آانتa  وb   في)G , τ ( و( ) φ=∩ Gba   j = 1,2، عرف، لكل ,

( ) ( ) ( )babaxa
ab
xbx jjj φφφ −−+

−
−

=  ،bxa ≤≤ 

 أثبت أن

( ) ( )( )xxx 21 , φφa 

]اقتران متصل وشامل من  ]إلى  1,0[ ] [ ]1,01,0 ]هي صورة لعلى الأآثر ثلاث نقاط من  × ]1,0. 
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 خلاصة 6.9

في هذا الفصل وسعنا مفهوم ضرب عدد منتهي من الفضاءات التبولوجية إلى ضرب عدد معدود من الفضاءات 

مدهش نية من النتائج بعضها غبيعية ولكنها قادتنا إلى مجموعة في حين أن هذه الخطوة هي خطوة ط. التبولوجية

 .جداً

واحدة  pحيث  pهو آذلك يملك الخاصية  pأثبتنا أن الضرب المعدود لفضاءات تبولوجية تملك آل منها خاصة 

غير مترابط ) VI(مترابط ) V(قابل للقياس ) IV(هوسدورف ) III( T1–فضاء ) II( To–فضاء ) I: (من الآتية

هي متراص وهذه النتيجة هي نظرية تيخونوف  pآذلك هي صحيحة إذا آانت . قابل للعد الثاني) VII(بالكامل 

برهان نظرية تيخونوف للضرب المعدود لفضاءات قابلة للقياس المعروض هنا مختلف تماماً  .للضرب المعدود

 .برهاننا يعتمد على فضاء آانتور .عن البرهان المعياري الذي يظهر في الفصل القادم

ك لضرب معدود بعد ذلك تم إثبات أنه هوميومورف ] . 1 , 0 [فضاء آانتور عرف بأنه فضاء جزئي معين من 

فضاء آانتور هو مثال نوعي يولع في إنتاجه رياضيو . غير منتهي لفضاءات متقطعة آل منها يحوي عنصرين

 .ظهر أنه أآثر من ذلك بكثير ولكن. الرياضيات البحتة من أجل إثبات أن بعض العبارات العامة ليس صحيحة

 كلبش. يوريسون تقول أن آل فضاء متراص وقابل للقياس هو صورة لفضاء آانتور –نظرية إليكساندروف 

هو صورة متصلة لفضاء ]) 0,1[ضرب عدد معدود وغير منتهي من نسخ (ومكعب هلبرت  ]0,1[خاص 

] 0,1[نبين أنه يوجد اقتران متصل وشامل من بشكل خاص،  –ات مالئة فضاء نيهذا يقودنا لوجود منح. آانتور

فضاء : مازورآيويكز –ثبت نظرية هان نآتبنا ولكن لم .  nلكل عدد صحيح موجب ] n]0,1إلى المكعب 

 .إذا وفقط إذا آان متراص، مترابط، مترابط موضعياً، وقابل للقياس ]0,1[ هو صورة لـ) X , τ(هوسدورف 

ك قياس إذا وفقط إذا آان هوميومورفتقول أن الفضاء هو انفصالي وقابل للأخيراً نذآر نظرية يوريسون التي 

لصفوف " مولد"ولكنه " جميل"ليس فقط فضاء تبولوجي ] 0,1[هذا يثبت أن . لفضاء جزئي من مكعب هلبرت

 .مهمة من الفضاءات الانفصالية القابلة للقياس عن طريق تشكيل فضاءات جزئية وضرب معدود
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 العاشرالفصل 

 

  Tychonoff's Theoremنظرية تيخونوف 

 

 

 

 :مقدمة

 

نكمل الآن لتعريف . في الفصل التاسع عرفنا الضرب المعدود غير المنتهي لعائلة من الفضاءات التبولوجية

بأي مجموعة مفهرسة } … ,n ,… ,2 ,1{الضرب لأي عائلة من الفضاءات التبولوجية بتبديل المجموعة 

 .النتيجة الرئيسية سوف تكون نظرية تيخونوف العامة.  Iعشوائية 
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 تبولوجيا الضرب لكل الضروب  1.10

The Product Topology For All Products                        

Iiمجموعة، لكل  Iلتكن  .تعاريف 1.1.10 iiX(، ليكن  ∋ τ, ( ًنكتب العائلة المفهرسة  .تبولوجياًفضاء

)لفضاءات تبولوجية على الشكل  ){ }IiX ii ∈:,τ . لعائلة المجموعات ) الضرب الديكارتيأو ( الضربفإن

{ }IiX i ∏يرمز له بالرمز  :∋
∈ Ii

iX . ويكون من مجموعة آل الاقتراناتU
Ii

iXIf
∈

بحيث أن  :→

iii Xxf ∏في الضرب بالرقم   fيرمز للعنصر .  =∋
∈ Ii

iX   ونشير لـ( ) ixif  .  iبالإحداثي رقم  =

∏فإن  I=}2,1{إذا آانت 
∈ }2,1{i

iX  2,1{21هو مجموعة آل الاقترانات{: XXf ∪→ بحيث أن  

( ) 11 Xf )و  ∋ ) 22 Xf ∏التفكير اللحظي يبين أن .  ∋
∈ }2,1{i

iX  ك لـايزومورف"هو مجموعة "

21 XX }بشكل مشابه إذا آانت .  × }...,,...,2,1 nI ∏فإن  =
∈ Ii

iX  تعريفنا السابق " ك لـايزومورف"هو

∏
∞

= 1i
iX  . 

)، الذي يرمز له بالرمز فضاء الضرب )∏
∈ Ii

iiX τ, يتكون من مجموعة الضرب ،∏
∈ Ii

iX  مع التبولوجياτ 

 :التي تملك آقاعدة العائلة التالية

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=∈= ∏
∈ Ii

iiiii XOنميهتنمددعادعاملكلiوOO τ: ी 

 ). Tychonoff topology تبولوجيا تيخونوفأو ( تبولوجيا الضربتمسى  τالتبولوجيا 

)على الرغم من أننا عرفنا  .ملاحظة 2.1.10 )∏
∈ Ii

iiX τ,  بطريقة مختلفة عن الطريقة عندما آانتI دودة عم

دودة غير منتهية أو منتهية عم Iغير منتهية أو منتهية يجب أن تكون قادراً على إقناع نفسك بأنه عندما تكون 

 .لتعريفنا السابقالتعريف الجديد مكافئ 

سوف . دود بنفس الأسلوبعيمكن أن تثبت على الضرب غير الم دودعيبين أن عدة نتائج على الضرب المهذا 

 .دودعيترك آتمرين للقارئ إثبات هذه النتائج للضرب غير الم. أدناهنكتب هذه النتائج 
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Iiمجموعة ولكل  Iلتكن  .تمهيدية 3.1.10 (           مجموعة جزئية مغلقة من الفضاء التبولوجي Ci، لتكن ∋

iiX τ, ( فإن∏
∈ Ii

iC  مجموعة جزئية مغلقة من( )∏
∈ Ii

iiX τ,.                                                    

 

)مجموعة ولتكن  Iلتكن  .تمهيدية 4.1.10 ){ }IiX ii ∈:,τ  عائلة من الفضاءات التبولوجية والتي تملك

∏),(فضاء الضرب 
∈ Ii

iX τ . إذا آان لكلIi ∈  ،ीi  هي قاعدة لـτi فإن 

}ii XO } ीi  و  iلكل ما عدا عدد منتهي من  = ∏
∈

∈=
Ii

ii OO : ीᇱ                                        

 

)مجموعة ولتكن  Iلتكن  .تمهيدية 5.1.10 ){ }IiX ii ∈:,τ عائلة من الفضاءات التبولوجية والتي تملك   

∏),(فضاء الضرب 
∈ Ii

iX τ . لكلIj ∏ليكن   ∋
∈

→
Ii

jij XXP هو اقتران الإسقاط؛ أي أن  :

∏
∈

=
Ii

jij xxP ∏∏لكل  :)(
∈∈

∈
Ii

i
Ii

i Xx .فإن؛ 

)I(  آلpj هو اقتران متصل شامل ومفتوح. 

)II (τ  هي التبولوجيا الأشد على المجموعة∏
∈ Ii

iX  بحيث أن آلpj هو متصل.                                   

 

)مجموعة ولتكن  Iلتكن  .تمهيدية 6.1.10 ){ }IiX ii ∈:,τ  عائلة من الفضاءات التبولوجية والتي تملك

∏),(فضاء الضرب 
∈ Ii

iX τ . فإن آل)iiX τ,( ك لفضاء جزئي من هو هوميومورف∏
∈ Ii

iiX ),( τ.     

 

)كن لتمجموعة و Iلتكن  .تمهيدية 7.1.10 ){ }IiX ii ∈:,τ  و{ }IiY ii ∈′ :),( τ  عائلتين من

)إذا آان . الفضاءات التبولوجية ) ),(:,: ′→ iiiii YXh ττ  اقتران متصل لكلIi ، فإن ∋

( ) ∏∏
∈∈

′→
Ii

ii
Ii

ii YXh ),(,: ττ  هو متصل حيث∏∏
∈∈

=
Ii

ii
Ii

i xhxh )()(.                      
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)مجموعة ولتكن  Iلتكن  .تمهيدية 8.1.10 ){ }IiX ii ∈:,τ  عائلة من الفضاءات التبولوجية وf  اقتران من

∏إلى ) Y , τ(فضاء تبولوجي 
∈ Ii

iiX ),( τ . فإنf  متصل إذا وفقط إذا آان آل اقتران

),(),(: iii XYfoP ττ pi  ،Iiمتصل حيث  → يشير إلى اقتران الإسقاط الشامل من  ∋

∏
∈ Ii

iiX ),( τ  إلى( )iiX τ,.                                                                                             

 

مجموعة مفهرسة و  Iلتكن ) The Embedding Lemmaمساندة التضمين ( .مساندة 9.1.10

( ){ }IiY ii ∈:,τ  عائلة فضاءات تبولوجية ولكلIi إلى ) X, τ(اقتران من فضاء تبولوجي   fi، ليكن ∋

)Yi, τi .( بالإضافة لذلك ليكن( ) ( )∏
∈

→
Ii

iiYXe ττ هو الاقتران الحسابي؛ أي أن  :,,

∏
∈

=
Ii

i xfxe )(,'(إلى الفضاء ) X , τ(هوميومورفزم من  eفإن . ∋Xxلكل  )()( τxe ( حيث'τ  هي

 إذا آان؛ e (X)تبولوجيا الفضاء الجزئي على 

)I ( آلfi  متصل. 

)II ( العائلة{ }Iifi 21حيث  Xفي  x2 و  x1؛ أي، إذا آانت  Xتفصل نقاطاً في  :∋ xx Iiفإنه يوجد  ≠ ∈ 

)بحيث أن  ) ( )21 xfxf ii ≠ . 

)III ( العائلة{ }Iifi  Aولكل مجموعة جزئية مغلقة  ∋Xxتفصل نقاطاً ومجموعات مغلقة، أي، لكل  :∋

Iiيوجد xلا تحوي  )X , τ(من  )بحيث أن  ∋ ) ( )Afxf ii ∉ .                                                      

 

            .يصبح زائداً) II(فإن الشرط   T1–هو فضاء  9.1.10في مساندة ) X , τ(إذا آان  .نتيجة 10.1.10

(في         تضمينهيمكن  )X , τ(فإننا نقول أن . فضائين تبولوجيين) τY,'(و ) X , τ(ليكن  .تعاريف 11.1.10
',τY(  إذا وجد اقتران متصل),(),(: 'ττ YXf :),())(,(بحيث أن  → "ττ XfXf هو  →

الاقتران ).  'Y , τ(من  f(X)هي تبولوجيا الفضاء الجزئي على  ''τهوميومورفزم حيث 

),(),(: 'ττ YXf  ).embedding( تضمينيسمى →
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 1.10تمارين 

Iiلكل  -1  )Xi , τi(فضاء جزئي من ) 'Ai , τi(مجموعة مفهرسة، ليكن  I، حيث ∋

)I(  أثبت أن∏
∈

′
Ii

iiA ),( τ  هو فضاء جزئي من∏
∈Ii

iiX ),( τ . 

)II(   أثبت أن∏∏
∈∈

=
Ii

i
Ii

i AA . 

)III(  أثبت أن∏∏
∈∈

⊆
Ii

i
Ii

i AIntAInt ))(()(  

)IV(  أعط مثالاً يبين أن المساواة غير متحققة في)III( 

 

Jjأي مجموعة مفهرسة ولكل  Jلتكن  -2   Ijك لفضاء آانتور و فضاء تبولوجي هوميومورف) Gj , τj(ليكن  ∋

∏أثبت أن ]. 0,1[ك لـ فضاء تبولوجي هوميومورف
∈Jj

jI  هو صورة متصلة لـ∏
∈Jj

jjG ),( τ  . 

 

)لتكن  -3 ){ }JjX jj ∈:,τ أثبت أن . أي عائلة غير منتهية من الفضاءات الانفصالية القابلة للقياس

( )∏
∈Jj

jjX τ, ك لفضاء جزئي من هوميومورف∏
∈

∞

Jj
jI  حيث آل∞

jI لمكعب هلبرت كهوميومورف. 

 

 

 

 

 

4- )I ( لتكنJ  أي مجموعة مفهرسة غير منتهية و( ){ }JjNiX jiji ∈∈ ,:, ,, τ الفضاءات  عائلة من

 أثبت أن؛. كالتبولوجية الهميومورف

( ) ( )∏∏ ∏
∈∈ ∈

≅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

Jj
jj

Jj Ni
jiji XX ,1,1,, ,, ττ 
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)II ( لكلJj jjA′(أي مجموعة مفهرسة غير منتهية، ليكن  J، حيث ∋ τ, (ك للفضاء المتقطع هو ميومورف

 أن؛) I(استنتج من . ك لفضاء آانتورهوميومورف) Gj , τj(و  {0,2}

( )∏∏
∈∈

≅′
Jj

jj
Jj

jj GA ττ ,),( 

)III ( لكلJj ∞و] 0,1[ لـك هو ميومورف Ijأي مجموعة مفهرسة غير منتهية، لتكن  J، حيث ∋
jI 

 أن؛) I(استنتج من . I∞ك لمكعب هلبرت هوميومورف

∏∏
∈

∞

∈

≅
Jj

j
Jj

j II 

)IV ( لتكنJ  ،Ij  ،∞
jI و)′jjA τ, ( آما في)II (و)III .( أثبت أن∏

∈Jj
jI و∏

∈

∞

Jj
jI هي صور متصلة لـ

∏
∈

′
Jj

jjA ),( τ. 

)V ( لتكنJ  وIj  آما في)III .( إذا آان، لكلJj ∈ ،)Xj , τj ( 3هو فضاء انفصالي قابل للقياس، استنتج من# 

)أعلاه أن ) III(أعلاه و )∏
∈Jj

jjX τ, ∏ك لفضاء جزئي من هو هوميومورف 
∈Jj

jI. 

 

 Zorn's Lemma  مساندة زورن 2.10

عملنا القادم هو إثبات نظرية تيخونوف العامة والتي تقول أن أي ضرب لفضاءات متراصة هو متراص على أية 

 .حال، لعمل ذلك نحتاج أن نستخدم مساندة زورن والتي تحتاج بعض التحضير

 

 

 

 

،  >هو عملية ثنائية، يرمز لها بالرمز  Xعلى مجموعة ) Partial Order( الترتيب الجزئي .تعاريف 1.2.10

 :والتي تملك الخواص
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)I (xx  )انعكاس( ∋Xx، لكل ≥

)II ( إذا آانyx xyو  ≥ Xyxحيث   x = yفإن  ≥  )تماثل تخالفياً( ,∋

)III ( إذا آانتyx zyو  ≥ zxفإن  ≥ Xzyxحيث  ≥  )تعدي( ,,∋

 

ويرمز لها بالرمز ) Partially Ordered Set( مجموعة مرتبة جزئياًتسمى  >مع الترتيب الجزئي  Xالمجموعة 

)<,  X( . إذا آانتyx yxو  ≥ yxفإننا نكتب  ≠ <. 

مع الترتيب الطبيعي  Գ النموذج الأصلي للمجموعة المرتبة جزئياً هي مجموعة الأعداد الطبيعية .أمثلة 2.2.10

 .للأعداد الطبيعية

                     .مع الترتيب الطبيعي تشكل مجموعات مرتبة جزئياً Թو  Ժ  ،Էبنفس الأسلوب المجموعات 

 :معرفة آما يلي >مجموعة الأعداد الطبيعية ولتكن  Գلتكن  .مثال 3.2.10

m <n   إذا آانn  يقسمm  

             ).ة هي مجموعة مرتبة جزئياًقمع هذه العلا Գيترك آتمرين إثبات أن (   3ح  5ولكن   3> 6لذلك 

نستطيع أن نعرف ترتيب جزئي .  Uهي صف آل المجموعات الجزئية من المجموعة  Xلتكن  .مثال 4.2.10

 بوضع Xعلى 

B <A    إذا آانتA  مجموعة جزئية منB 

 .  Xهي في  Bو  Aحيث 

                                                                                         .من السهل إثبات أن هذا ترتيب جزئي

 بتعريف؛ Xعلى  >*نستطيع أن نعرف ترتيب جزئي جديد . مجموعة مرتبة جزئياً)  , X>(لتكن  .مثال 5.2.10

y *<X    إذا آانx  <y                                                                                                       . 

 

 مخطط ترتيبة جزئياً وهذا بواسطة هناك طريقة ملائمة لرسم المجموعات المرتب .مثال 6.2.10
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. بالتحرآة للأعلى على خطوط واصلة  yإلى  xإذا وفقط إذا آنا نستطيع الذهاب من  yأصغر من نقطة  xالنقطة 

 لذلك في مخطط الترتيب الذي لدينا؛

a < b , a < g , a < h , a < i , a < j , a < f , b < g , b < h , 

 b < i , b < f , c < b , c < f , c < g , c < h , c < i , d < a , 

 d < b , d < g , d < f , d < i , d < j , e < f , e < g , e < b ,  

e < i , f < g , f < h , g < h , g < i 

 

                                                             .إلى آخره  c ح f  ،f ح c   ،c ≤ d  ،e ح dعلى أية حال 

) Comparable( قابلان للمقارنة)  , X>(في المجموعة المرتبة جزئياً  yو  xيقال أن النقطتان  .تعريف 7.2.10

 .  x <yأو     y <xإذا آان 

غير   fو  eآذلك . غير قابلان للمقارنة cو  dشاهدنا في مخطط الترتيب أعلاه أن العناصر  .ملاحظة 8.2.10

 .قابلان للمقارنة

i

f

h

g

e

c

b

j

a

d
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 .مع الترتيب الطبيعي آل نقطتين هما قابلتان للمقارنة Գ  ،Է  ،Թ  ،Ժفي 

 .                                                                             غير قابلان للمقارنة 5و  3, 10.2.4في مثال 

إذا آان آل ) edLinearly Order( مرتبة خطياًتسمى )  , X>(المجموعة المرتبة جزئياً  .فيراتع 9.2.10

 ).Linear Order( ترتيب خطييسمى  >الترتيب .  عنصرين قابلان للمقارنة

 .هو ترتيب خطي Ժ و Թ  ،Է  ،Գالترتيب الطبيعي على  .أمثلة 10.2.10

                       ).تملك على الأقل نقطتين Uإذا آانت (ليس ترتيب خطي  4.2.10الترتيب الجزئي في مثال 

Xsفإن العنصر . مجموعة مرتبة جزئياً)  , X>(لتكن  .تعريف 11.2.10  The( العنصر الأعظميسمى  ∋

ementelGreatest  ( للمجموعةX  إذا آانs <x   لكل ،Xx ∈. 

 

Xtالعنصر .Xمجموعة جزئية من  Yمجموعة مرتبة جزئياً و )  , X>(لتكن  .تعريف 12.2.10 حد يسمى  ∋

Yy، لكل   t <yإذا آان  Yللمجموعة ) Upper bound( أعلى ∈. 

 .Yليس بالضرورة أن يكون في  Yمن المهم أن نلاحظ أن الحد الأعلى للمجموعة 

إذا آان ) Maximal( عنصر أآبريسمى  X∈wالعنصر . مجموعة مرتبة جزئياً)  , X>(لتكن  .تعريف 13.2.10

x <w   حيث ،Xx  . w = x، يعطي أن  ∋

تأمل مخطط الترتيب في مثال  .من المهم أن نميز بين العنصر الأآبر والعنصر الأعظم .ملاحظة 14.2.10

                      .آل منها عنصر أآبر  fو  j  ،h  ،iعلى الرغم من ذلك ! ليس هناك عنصر أعظم .  6.2.10

أنها بالحقيقة مسلمة ولا " مساندة"على الرغم من آلمة . يمكننا الآن آتابة مساندة زورن .ملاحظة 15.2.10

إنها مكافئة للمسلمات الأخرى المختلفة في نظرية المجموعات مثل مسلمة الاختيار ونظرية . نستطيع إثباتها

بر مساندة زورن سوف نعت ] ].223[ Wilderأو ] Halmos ]96انظر على سبيل المثال . [الترتيب الحسن

 .آواحدة من المسلمات في نظرية المجموعات ولذلك سنستخدمها أينما رغبنا

مجموعة مرتبة جزئياً غير خالية والتي فيها )  , X>(لتكن ) Zorn's Lemmaمساندة زورن ( .مسلمة 16.2.10

 .تملك عنصر أآبر)  , X>(فإن . آل المجموعات الجزئية المرتبة خطياً تملك حد أعلى

هناك العديد من المجموعات . 6.2.10دعنا نطبق مساندة زرون على المخطط الشبكي في مثال  .مثال 17.2.10

 :الجزئية المرتبة خطياً
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  …, h , h , h , i , i , i , i , i , i , i , i , i , i , i , i , i ,.…آل من هذه المجموعات له حد أعلى 

                          . i , f , h , jعناصر أآبر  4في الحقيقة هناك . مساندة زورن تقول أن هناك عنصر أآبر

 

 

 2.10تمارين 

 

}لتكن  -1 }vufedcbaX  .حيث)  , X>(ارسم مخطط الترتيب للمجموعة المرتبة جزئياً . =,,,,,,,
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 :التالية هي مرتبة خطياً Գ، حدد أي من المجموعات الجزئية من  3.2.10في مثال  -2

 ؛}  7 ,3 ,21 { )أ (

 ؛}  15 ,6 ,3 { )ب (

 ؛}  72 ,12 ,6 ,2 { )ج (

 ؛}  … ,5 ,4 ,3 ,2 ,1 { )د (
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 .}  5 { )ه (

 . x= y، أثبت أن  Xعنصر أآبر لِـ  yو  xإذا آان آل من . مجموعة مرتبة خطياً)  , X>(لتكن  -3

 . x= y، أثبت أن  Xعنصر أعظم لِـ  yو  xإذا آان آل من . مجموعة مرتبة جزئياً)  , X>(لتكن  -4

}لتكن  -5 }10,9,8,7,6,5,4,3,2=X مرتبة جزئياً آما يلي: 

y <x    إذا آانتy   مضاعفات منx . 

 .تملك عنصر أعظم)  , X>(هل ).  , X>( ارسم مخطط ترتيب وأوجد آل العناصر الأآبر لـ

 .يملك قاعدة Vباستخدام مساندة زورن أثبت أن آل فضاء متجه  -6

 .V = { 0 }تأمل أولاً الحالة ) I: (مساعدات[ 

                )II ( افرض أنV ≠ { 0 } وعرِّف 

 }B  مجموعة من المتجهات المنفصلة خطياً في B : V { ी =  

 .≠ φ ी أثبت أن

               )III ( على  >عرِّف ترتيب جزئيी على الشكل 

21 BB 21إذا آان  ≥ BB ⊆ 

}اجعل  }IiBi Uأثبت أن .  ीأي مجموعة جزئية مرتبة خطياً في  :∋
Ii

iBA
∈

هي مجموعة من  =

 . Vالمتجهات المنفصلة خطياً في 

      )IV ( استنتج أنA∈ ी  وآذلك هي حد أعلى للمجموعة{ }IiBi ∈:. 

      )V ( طبق مساندة زورن لإثبات وجود عنصر أآبر لـी . 

 .]  Vأثبت أن هذا العنصر الأآبر هو قاعدة لـ  
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 Tychonoff's Theoremنظرية تيخونوف  3.10

خاصية التقاطع يقال أنها تملك  ࣠فإن .  Xعائلة مجموعات جزئية من  ࣠مجموعة و  Xلتكن  .تعريف 1.3.10

،  ࣠من عناصر  Fn,…,F2, F1إذا آان لكل عدد منتهي ) Finite Interesction Property( المنتهي

φ≠∩∩∩ nFFF ...21. 

من  ࣠متراص إذا وفقط إذا آانت آل عائلة ) X , τ(فإن . فضاءً تبولوجياً) X , τ(ليكن  .تمهيدية 2.3.10

ځ مع خاصية التقاطع المنتهي تحقق Xالمجموعات الجزئية المغلقة في  ܨ ്  .࣠אF

مع خاصية التقاطع المنتهي تحقق  Xمن المجموعات الجزئية المغلقة في  ࣠افرض أن آل عائلة  .البرهان

ځ ܨ ്  . Xغطاء مفتوح لـ  ࣯لتكن . ࣠אF

ܨلذلك آل .  ࣯تساوي عائلة آل متممات عناصر  ࣠اجعل  א هي غطاء  ࣯بما أن ). X , τ(مغلقة في  هي ࣠

ځ،   Xمفتوح لـ ܨ ൌ  Fn       لذلك يوجد. لا تملك خاصية التقاطع المنتهي ࣠حسب الفرض نستنتج أن . ࣠אF

, … , F2 , F1  بحيث أن  ࣠فيφ=∩∩∩ nFFF ...21. 

XUUUلذلك  n =∪∪∪ iiحيث  21... FXU \=  ،i = 1, ….. , n . 

 .متراص) X , τ(لذلك . تملك غطاء جزئياً منتهياً ࣯مما يعني أن 

                                                                                           .الاتجاه الآخر يثبت بنفس الأسلوب

إذا . مع خاصية التقاطع المنتهي Xعائلة من المجموعات الجزئية من  ࣠مجموعة و  Xلتكن  .مساندة 3.3.10

 .وتملك خاصية التقاطع المنتهي ࣠تحوي  Xيوجد عائلة أآبر من المجموعات الجزئية من 

وتملك خاصية التقاطع  ࣠التي تحوي  Xمجموعة آل عائلات المجموعات الجزئية من  Zلتكن  .البرهان

࣠ 1        إذا آان  ࣠ 1 > ࣠ 2فضع   Zفي ࣠  2و ࣠ 1 إذا آانت: آما يلي Zعلى  >عرف ترتيب جزئي . المنتهي

⊆ ࣠ 2 . 

. تملك حد أعلى Yلتطبيق مساندة زورن نحتاج لإثبات أن .  Zأي مجموعة جزئية مرتبة خطياً في  Yلتكن 

Uندعي أن 
Y∈γ

γ  هو حد أعلى لـY . لذلك يجب أن نبين فقط أنها تملك خاصية التقاطع  ࣠واضح أن هذه تحوي

Uلذلك اجعل . المنتهي
Y

nSSS
∈

∈
γ

γ,....,, 21 . 
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iiSإذا آل  γ∈  لبعضYi∈γ . بما أنY  مرتبة خطياً واحدة منiγ لذلك . تحوي آل البقية 

Sn , … , S2 , S1 جميعها تنتمي لتلك الـiγ . بما أنiγ  ،تملك خاصية التقاطع المنتهي

φ≠∩∩∩ nSSS Uلذلك . 21....
Y∈γ

γ  تملك خاصية التقاطع المنتهي وهي لذلك حد أعلى فيX  لـY .

                                                                              .تملك عنصر أآبر Zبواسطة مساندة زورن، 

 .نستطيع الآن إثبات نظرية تيخونوف الأآثر شمولية وتعميماً

)لتكن) Tychonoff's Theoremنظرية تيخونوف ( .نظرية 4.3.10 ){ }IiX ii ∈:,τ  أي عائلة من

). الفضاءات التبولوجية )∏
∈Ii

iiX τ,  هو متراص إذا وفقط إذا آان آل من( )iiX τ, هو متراص. 

)لإثبات أن  2.3.10سوف نستخدم تمهيدية  .البرهان ) ( )∏
∈

=
Ii

iiXX ττ هو متراص إذا آان آل من  ,,

( )iiX τ, أي عائلة من المجموعات الجزئية المغلقة في  ࣠لتكن . متراصX يجب . مع خاصية التقاطع المنتهي

ځأن نثبت أن  ܨ ്  .࣠אF

) X , τ(المجموعات الجزئية من ) ليس بالضرورة مغلقة(من  يوجد عائلة أآبر  3.3.10بواسطة مساندة 

ځسوف نثبت أن . وتملك خاصية التقاطع المنتهي ࣠تحوي  ഥܪ ് والتي منها ينتج النتيجة المطلوبة אH

ځ ܨ ് ܨلأن آل  ࣠אF א  .لقةهي مغ ࣠

nHHH توتملك خاصية التقاطع المنتهي، إذا آان ࣠آبرى مع خاصية أنها تحوي  بما أن  ,....,, 21 

݊لأي  عناصر في  א Գ  فإن المجموعة ∈∩∩∩=′ nHHHH افرض أن هذا ليس . 21...

Ԣفإن المجوعة . صحيحاً ൌ   ሼܪԢሽ  وتملك خاصية  ࣠وتملك خاصية أنها تحوي  سوف تحوي

 .هي آبرى وهذا يناقض آون . التقاطع المنتهي

Ԣلذلك  ൌ ′=∩∩∩∋  و  nHHHH ...21 . 

ندعي أن . φبغير  والتي تتقاطع مع آل عنصر في  Xأي مجموعة جزئية من  Sلتكن   ሼܵሽ  تملك

سوف نبين أن . عناصر في  H'm , … , H'2 , H'1لرؤية ذلك لتكن . خاصية التقاطع المنتهي

φ≠′∩∩′∩′∩ mHHHS ′∩′∩∩′∋   بواسطة الفقرة السابقة. 21... mHHH لذلك بالفرض . 21...

φ≠′∩∩′∩′∩ )...( 21 mHHHS . وهذا يعني أن  ሼܵሽ  ࣠تملك خاصية التقاطع المنتهي وتحوي .

 وتملك خاصية التقاطع المنتهي، نرى أن ࣠آبرى مع خاصية أنها تحوي  مرة أخرى باستخدام حقيقة أن 

ܵ א . 
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Iiثبت  )واجعل  ∋ ) ( )∏
∈

→
Ii

iiiii XXp ττ :ሻܪሺሼفإن العائلة . هو اقتران الإسقاط :,, ܪ א ሽ 

:ሻതതതതതതതܪపሺሼلذلك العائلة . تملك خاصية التقاطع المنتهي ܪ א ሽ بما أن. تملك خاصية التقاطع المنتهي         )Xi 

, τi ( ،ځمتراص ሻതതതതതതതܪపሺ ് ݔلذلك اجعل . אH א ځ Ii إذاً لكل. אሻതതതതതതതHܪపሺ ، نستطيع أن نجد نقطة ∋

ݔ א ځ ∏اجعل . אሻതതതതതതതHܪపሺ
∈

∈=
Ii

i Xxx. 

xسوف نثبت أن  א ځ ሺܪሻതതതതതHلتكن .  אO  أي مجموعة مفتوحة تحويx  . فإنO  تحوي مجموعة مفتوحة

)على الشكل  xقاعدية حول  )I
Ji

ii Up
∈

iiUحيث  1− τ∈  ،ii Ux بما أن .  Iمجموعة جزئية منتهية من  Jو  ∋

ݔ א )، ሻതതതതതതതܪపሺ ) φ≠∩ HpU iiلكل ، H∈لذلك . ( ) φ≠∩− HUp ii
بالملاحظة أعلاه، . ∋Hلكل  1

هذا يعطي أن 
ିଵሺ ܷሻ∈لكل   ،Ji تملك خاصية التقاطع المنتهي،  بما أن . ∋

( ) φ≠∩
∈

− HUp
Ji

iiI                      وهذا يعني أن. ∋Hلكل  φ≠∩HOلذلك . ∋H، لكل 1

x א ځ ሺܪሻതതതതതHآما هو مطلوبא ،. 

)بالمقابل، إذا آان  )∏
∈Ji

iiX τ, . 5.1.10و  1.2.7متراص فباستخدام تمهيديات )I ( آل من( )iiX τ,  هو

                                                                                                                           .متراص

Aaأي مجموعة ولكل  Aلتكن  .ترميز 5.3.10 ]. 0,1[ ك لـهوميومورف) Ia , τa(ليكن الفضاء التبولوجي  ∋

)فإن فضاء الضرب  )∏
∈Aa

aaI τ,  يرمز له بالرمزIA مكعبويشار إليه آ. 

 . I∞رمز له بالرمز نهو مكعب هلبرت والذي آذلك   Գܫلاحظ أن 

                                                                 .متراص IA، المكعب  Aلأي مجموعة  .نتيجة 6.3.10

 . IXك لفضاء جزئي من المكعب فإنه هوميومورف. فضاء متري) X , d(ليكن  .تمهيدية 7.3.10

)بدون فقدان التعميم افرض أن  .البرهان ) 1, ≤bad  لكلa وb  فيX  . لكلXa ∈ اقتران متصل  faليكن   

)من  )dX  :معطى على الشكل] 0,1[إلى  ,

                                          ( )axdxfa ,)( =. 

}يمكن بسهولة إثبات أن العائلة  }Xafa ). 11.4.9انظر برهان نظرية (تفصل نقاط ومجموعات مغلقة :∋

     . IXك لفضاء جزئي من المكعب هوميومورف) X , d(لمساندة التضمين،  10.1.10لذلك، بواسطة نتيجة 
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ك لفضاءات جزئية من مكعبات؟ الآن سوف نوجه هذا ي الفضاءات التبولوجية هوميومورفأ: هذا يقودنا للسؤال

 .السؤال

إذا آان ) Completely Regular( منتظم تماماًيسمى ) X , τ. (فضاءً تبولوجياً) X , τ(ليكن  .تعاريف 8.3.10

Xxلكل  Uxحيث  Uولكل مجموعة مفتوحة  ∋ )يوجد اقتران متصل  ∋ ) [ ]1,0,: →τXf  بحيث أن

( ) 0=xf  و( ) 1=yf  لكلUXy /∈. 

−فضاءأو ) Tychonoff space( فضاء تيخونوفآذلك هوسدورف فإنه يسمى ) X , τ(إذا آان 
2
13

T. 

 فإن. dبواسطة  Xالتبولوجيا المحدثة على  τفضاء متري و) X , τ(ليكن  .تمهيدية 9.3.10

)X , τ (هو فضاء تيخونوف. 

Xaلتكن  .البرهان ونصف  aتحوي آرة مفتوحة مرآزها  Uفإن .  aأي مجموعة مفتوحة تحوي  Uو  ∋

)عرف . ε<0، لبعض εقطرها  ) [ ]1,0,: →dXf على الشكل: 

( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

ε
axdxf ,,1min حيث ،Xx ∈. 

UXyلكل  f(y) = 1و   f(a) = 0متصل ويحقق    fإذا  هو آذلك هوسدورف فإنه فضاء ) X , d(بما أن  .∋\

                                                                                                                   .تيخونوف

                                                                      .هو فضاء تيخونوف] 1 ,0[الفضاء  .نتيجة 10.3.10

)إذا آانت  .تمهيدية 11.3.10 ){ }IiX ii ∈:,τ  أي عائلة من الفضاءات المنتظمة تماماً، فإن( )∏
∈Ii

iiX τ, 

 .منتظم تماماً

∏∏لتكن  .البرهان
∈∈

∈=
Ii

i
Ii

i Xaa  وU  أي مجموعة مفتوحة تحويa  . إذاً يوجد مجموعة جزئية منتهيةJ 

iiUومجموعات  Iمن  τ∈ بحيث أن 

                  ∏
∈

⊆∈
Ii

i UUa. 
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iiحيث  XU JIiلكل  = )بما أن . ∋\ )iiX τ,  منتظم تماماً لكلJj ، يوجد اقتران متصل ∋

( ) [ ]1,0,: →jjj Xf τ  بحيث أن( ) 0=jj af  و( ) 1=yf j  لكل ،jj UXy إذاً . ∋\

( ) [ ]1,0,: →∏
∈Ii

iijj Xopf τ حيث ،pi   يرمز إلى الإسقاط الشامل من( )∏
∈Ii

iiX τ,  إلى( )iiX τ,. 

)إذا جعلنا  ) ( ){ }Jjxopfxf jj ∈= :max لكل ،∏
∈

∈
Ii

iXx فإن ،( ) [ ]1,0,: →∏
∈Ii

iiXf τ 

)بالإضافة لذلك، ). منتهية Jبما أن (ل صمت ) 0=af   في حين أن( ) 1=yf  لكلUXy لذلك . ∋\

( )∏
∈Ii

iiX τ, ًهو منتظم تماما.                                                                                               

 

 .التمهيدية التالية يمكن إثباتها بسهولة ولذلك برهانها ترك آتمرين

 

)إذا آانت  .تمهيدية 12.3.10 ){ }IiX ii ∈:,τ  هي أي عائلة من فضاءات هوسدورف فإن( )∏
∈Ii

iiX τ, 

 .هو فضاء هوسدورف

 

 .                                                                                                                  تمرين .البرهان

 

)إذا آانت  .نتيجة 13.3.10 ){ }IiX ii ∈:,τ  هي أي عائلة من فضاءات تيخونوف فإن( )∏
∈Ii

iiX τ,  هو

                                                                                                                   .فضاء تيخونوف

 

                                                 .هو فضاء تيخونوف I X، المكعب  Xلأي مجموعة  .نتيجة 14.3.10

 

 .آل فضاء جزئي من فضاء منتظم تماماً هو منتظم تماماً .تمهيدية 15.3.10
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                                                                                                                    .تمرين .البرهان

 

 .آل فضاء جزئي من فضاء تيخونوف هو فضاء تيخونوف .نتيجة 16.3.10

 

                                                                                                                   .تمرين .البرهان

 

 .ك لفضاء جزئي من مكعبفأي فضاء تيخونوف فإنه هوميومور )X , τ(إذا آان  .تمهيدية 17.3.10

 

)عائلة آل الاقترانات المتصلة  ࣠لتكن  .البرهان ) [ ]1,0,: →τXf.  10.1.10إذاً يتبع بسهولة من نتيجة 

)لمساندة التضمين ومن تعريف منتظم تماماً، إن الاقتران الحسابي  ) JIXe →τ,: هو تضمين.              

 16.3.10و 14.3.10والنتائج  17.3.10بوضع تمهيدية . لذلك لدينا الآن وصف للفضاءات الجزئية من المكعبات

 :ل علىمعاً نحص

 

  .فضاء تيخونوف ن يضمن في مكعب إذا وفقط إذا آانيمكن أ) X , τ(الفضاء التبولوجي  .تميهدية 18.3.10

 

الآن نكمل لنبين أن صف فضاءات تيخونوف هو فعلاً آبير وبشكل خاص يشمل آل فضاءات  .ملاحظة 19.3.10

 .هوسدورف المتراصة

 

إذا آان لكل زوج من ) Normal Space( فضاء طبيعييسمى ) X , τ(الفضاء التبولوجي  .تعاريف 20.3.10

UAبحيث أن  Vو U، يوجد مجموعات مفتوحة  Bو  Aالمجموعات المغلقة المنفصلة  ⊆, VB و  ⊇

φ=∩ VU . فضاء الفضاء الطبيعي الذي يكون آذلك هوسدورف يسمى–T4. 
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فيما بعد سوف نبين أن . يلاحظ أن آل فضاء قابل للقياس هو فضاء طبيعي 1.6 #9في تمارين  .ملاحظة 21.3.10

أولاً سوف نثبت أن آل فضاء هوسدورف وطبيعي هو فضاء . آل فضاء هوسدورف ومتراص هو طبيعي

–هو فضاء  T4–أي أن آل فضاء (تيخونوف 
2
13

T.( 

 

فضاء ) X,τ(فإن .  فضاءً تبولوجياً) X,τ(ليكن ) Urysohn's Lemmaمساندة يوريسون ( .نظرية 10.3.22

يوجد اقتران متصل ) X,τ(في  Bو  Aطبيعي إذا وفقط إذا آان لكل زوج من المجموعات المغلقة المنفصلة 

[0,1] )(: →,τXf  بحيث أنf(a)=0  لكلa∈A و ،f(b)=1  لكلb∈B. 

((فإن .  مع الخاصية المذآورة أعلاه fيوجد اقتران  Bو  Aافرض أن لكل  .البرهان
2
1,0([1−= fU  و

])1,
2
1((1−= fV  مفتوحة في)X,τ ( وتحققA⊆U  ،B⊆V  وA∩B=∅  . لذلك)X,τ (طبيعي. 

}سوف نكون عائلة .  طبيعي) X,τ(بالمقابل، افرض أن  }DiUi من المجموعات الجزئية  =∋

تعطى على الشكل  D، حيث المجموعة Xالمفتوحة في 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈== NnkkD n

n ,2,...,2,1:
2

. 

∩=A⊆Ui ،φية، بحث أن ئهي مجموعة أعداد نسبية ثنا Dلذلك  BU i  وإذا آانd1⊆d2  فإن

21 dd UU من المجموعات المغلقة المنفصلة، يوجد مجموعات  A  ،Bطبيعي، لأي زوج ) X,τ(بما أن .  ⊇

مفتوحة منفصلة 
2
1U  و

2
1V  بحيث

2
1UA⊆  و

2
1UB CCلذلك لدينا .  ⊇ BVUA ⊆⊆⊆

2
1

2
حيث الرمز  1

C  يستخدم للدلالة على المتممة فيX ) أي أن
2
1

2
1 \VXV C BXBCو  = \=.( 

CUو  Aالآن تأمل المجموعات المغلقة المنفصلة 
2
طبيعي يوجد مجموعتين ) X,τ(مرة أخرى لأن .  1

مفتوحتين منفصلتين 
4
1U  و

4
1V  بحيث أن

4
1UA⊆  و

4
1

2
1 VU C CVآذلك بما أن .  ⊇

2
مجموعتين  Bو  1

مغلقتين ومنفصلتين يوجد مجموعتين مفتوحتين منفصلتين 
4
3U  و

4
3V  بحيث

4
3

2
1 UV C و  ⊇

4
3VB لذلك .  ⊇

CCCCلدينا  BVUVUVUA ⊆⊆⊆⊆⊆⊆⊆
4
3

4
3

2
1

2
1

4
1

4
ل على صبالاستمرار عن طريق الاستقراء نح .1

بحيث أن  d∈Dلكل  dVو  dUمجموعات مفتوحة 

CCCC BVUVUVUA nnnnnnnn ⊆⊆⊆⊆⊆⊆⊆⊆ −−−−−−− − 2)2(2)12(2.22.222 1.... 
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21لذلك لدينا، بشكل خاص، لأي  dd D ،21في  ≥ dd UU ⊆. 

:),(]1,0[الآن نعرِّف  →τXf  على الشكل
{ }

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

= ∈

∈

∈∈

∉

U

U
Dd

dd

Dd
d

UifxUxd

Uifxxf
,:inf

,1)( 

)(0فإن  d∈Dلكل  ⊇dUAلاحظ أخيراً أنه بما أن  =af  لكلa∈A  . وآذلك إذا آانتb∈B  فإن

U
Dd

dUb
∈

 .متصل fلذلك يجب أن نبين فقط أن .  f(b)=1ولذلك  ∌

 Dبما أن ).  y-ε <y+ε<1>0حيث ( ε < 0 ، لبعضW=(y-ε,y+ε)واجعل  y≠0,1، حيث f(x)=yليكن 

εεبحيث أن  d1و  doتستطيع أن تختار ] 0,1[آثيفة في  +≤≤≤≤− 010 ydydy. 

لدينا  fبواسطة تعريف 
01

\ dd UUUx WUfتحقق  Uوالمجموعة المفتوحة  ∋= إذا آان .  )(⊇

y=1  نجعلW=(y-ε,1] اختار ،do  10بحيث أن <<− dy ε  0واجعل\ dUxU مرة أخرى .  =

WUf  U= Ud1واجعل  d1<y+ε>0بحيث أن  d1اختار  (W=[0,y+εاجعل  y=0أخيراً، إذا آانت .  )(⊇

WUfلتحصل مرة أخرى على                                                                    .متصل fلذلك .  )(⊇

 

هو  T′4- فضاء هوسدورف وطبيعي فإنه فضاء تيخونوف؛ أي أن آل فضاء) X,τ(إذا آان   .نتيجة 10.3.23

 -فضاء
2
13

T  .ك لفضاء جزئي من مكعبلذلك هو هوميومورف.                                                          

 

                                               .هو طبيعي) X,τ(آل فضاء هوسدورف ومتراص   .تمهيدية 10.3.24

 

هوسدورف، لكل ) X,τ(بما أن  .b∈Bثبت ).  X,τ(مجموعتين جزئيتين منفصلتين في  Bو  Aلتكن   .البرهان

a∈A  يوجد مجموعتين مفتوحتينUa  وVa  بحيث أنa∈Ua  ،b∈Va  وφ=∩ aa UU  . لذلك

{ }AaU a متراصة، يوجد غطاء جزئي منتهي  Aبما أن .  Aهو غطاء مفتوح للمجموعة  :∋

12 ,,..., aaan UUU  اجعلanaab UUUU ∪∪∪= anaabو  21... VVVV ∩∩∩= بذلك يصبح .  21...

∩=φ و bUA⊆ ،b∈Vbلدينا  bb VU.  الآن اجعلb  تتغير علىB  لذلك نحصل على غطاء مفتوح

{ }BbVb 12يوجد غطاء جزئي , متراصة Bبما أن  .Bللمجموعة  :∋ ,,..., bbbm VVV . اجعل
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bmbb VVVV ∪∪∪= bmbbو  21... UUUU ∩∩∩= و  A⊆U ,B⊆Vوبذلك يصبح لدينا . 21...

φ=∩VU . لذلك)X,τ( هو طبيعي. 

 

                                          .آل فضاء هوسدورف ومتراص يمكن تضمينه في مكعب  .نتيجة 10.3.25

 

نستطيع الآن إثبات نظرية يوريسون للقياس والتي تزودنا بالشرط الكافي ليكون الفضاء   .ملاحظة 10.3.26

 –وهي آذلك تزودنا بالشرط الضروري والكافي ليكون الفضاء المتراص قابلاً للقياس .  التبولوجي قابلاً للقياس

 .أي أن يكون هوسدورف وقابل للعد الثاني

 

حيث  U∈τولكل  x∈Xإذا آان لكل ) regular( منتظميسمى ) X,τ(الفضاء التبولوجي   .تعاريف 10.3.27

x∈U  يوجدV∈τ  حيثUVx 3−فضاء هو آذلك هوسدورف فإنه يسمى ) X,τ(إذا آان .  ∋⊇
T. 

 

−ل فضاء آمن السهولة إثبات أن   .ملاحظة 10.3.28

2
13

T  3−هو فضاء
T  . آل فضاء 10.3.23لذلك من نتيجة ،

−4
T  3−هو فضاء

T  .في الحقيقة لدينا السلسلة: 

⇐⇐⇐⇐⇐⇐هوسدورف متراص  4
2
133210 TTTTTT 

⇐⇐⇐⇐⇐⇐قابل للقياس  4
2
133210 TTTTTT                                                         

 

 .هو قابل للقياس) X,τ(آل فضاء هوسدورف طبيعي وقابل للعد الثاني   .تمهيدية 10.3.29

 

، لإثبات ذلك 9.4.10بواسطة نتيجة .  I∞يمكن تضمينه في مكعب هلبرت ) X,τ(يكفي أن نبين أن   .البرهان

 .والتي تفصل نقاطاً ومجموعات مغلقة] 0,1[إلى ) X,τ(يكفي أن نجد عائلة معدودة من الاقترانات المتصلة من 
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،  ࣭ ∋Uبحيث أن ) V,U(المكونة من آل الأزواج  ࣭، وتأمل المجموعة τقاعدة معدودة لـ  ीلتكن 

V∈ ी  وUV نستطيع، باستخدام مساندة يوريسون، أن نجد  ࣭في ) V,U(لكل زوج .  هي معدودة ࣭إذا .  ⊇

:),(]1,0[اقتران متصل  →τXfVU  0بحيث أن)(: =VfVU  1و)\(: =UXfVU  . تساوي  ࣠اجعل

 .معدودة ࣠إذا .  ، التي حصلنا عليهاfعائلة آل الاقترانات، 

 اذا يوجد . xتحوي  مجموعة مفتوحة Wو  x∈X تفصل نقاطاً ومجموعات مغلفة، اجعل ࣠لمشاهدة أن 

U∈ ी  بحيث انWUx  P∈τهو منتظم ولذلك يوجد مجموعة ) X,τ(، 10.3.28 بواسطة ملاحظة. ∋⊇

UPPxبحيث أن  PVxحيث    V∈ ीلذلك يوجد .∋⊇⊇ UPVxوهذا يعني أن .  ∋≥ إذا .  ∋⊇⊇

(V,U)∈ ࣭  وإذا آانVUf  فإن  ࣠هو الاقتران المرتبط مع هذا الزوج في ،

{ } )\(10)( WXfxf VUVU =∉=.                                                                                       

 

 .هو طبيعي) X,τ(آل فضاء منتظم وقابل للعد الثاني   .مساندة 10.3.30

 

منتظم و ) X,τ(بما أن .  τقاعدة معدودة لـ  ीو ) X,τ(مجموعتين جزئيتين مغلقتين في  Bو  Aلتكن   .البرهان

X\B  مجموعة مفتوحة، لكلa∈A  يوجدVa∈ ी  بحيثBXVa \⊆. 

}معدودة نستطيع أن نرقم العناصر  ीبما أن  }AaVa ؛  Vi، i∈Գالتي حصلنا عليها على الشكل  :∋

iأي أن 
i

VA U
∞

=

⊆
1

∩=φو  BV i   لكلi∈Գ. 

i، بحيث أن  ी  ،i∈Գفي  Uiبنفس الأسلوب نستطيع أن نجد مجموعات 
i

UB U
∞

=

⊆
1

∩=φو   AU i

 .i∈Գ، لكل 

111الآن عرِّف  \ VUU 111و ′=
' \UVV = 

′∩=φلذلك  1
'

1 VU ,τ∈′1U ,τ∈1
'V ,BUBU ∩=∩′ AVAVو  11 ∩=∩′ 11 

 لذلك نستطيع استقرائيا أن نعرف

i

n

i
nn VUU U

1

' \
=

i و =

n

i
nn UVV U

1

\
=

=′ 
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τ∈′nU ،τ∈′nV ،BUBUبحيث أن  nn AVAVو  ′∩=∩ nn ∩=∩′ 

nالآن اجعل 
n

UU ′=
∞

=
U

1

nو  
n

VV ′=
∞

=
U

1

. 

UBو  ⊇φ=∩VU ،τ∈U ،τ∈V ،VAإذا  ⊆. 

                                                                                             .فضاء طبيعي) X,τ(لذلك 

، نظرية يوريسون للقياس، والتي تعمم 10.3.30ومساندة  10.3.29نستطيع الآن أن نستنتج من تمهيدية 

 .10.3.29 تمهيدية

 

آل فضاء هوسدورف ) Urysohn's Metrization Theorem يوريسون للقياسنظرية (  .نظرية 10.3.31

                                                                        .منتظم وقابل للعد الثاني هو قابل للقياس

 

نستنتج الوصف التالي لقابلية القياس  9.4.17وتمهيدية  9.4.4من نظرية يوريسون للقياس، تمهيدية 

 .للفضاءات المتراصة

 

             .أي فضاء متراص هو قابل للقياس إذا وفقط إذا آان هوسدورف وقابل للعد الثاني  .نتيجة 10.3.32

 

إذا ينتج من تمهيدية .  ، آل فضاء قابل للقياس هو طبيعي10.3.21آما ذآر في ملاحظة   .ملاحظة 10.3.33

، 9.4.11لذلك نظرية يوريسون .  أن آل فضاء متري انفصالي هو طبيعي هوسدورف وقابل للعد الثاني 9.4.17

ك لفضاء جزئي من مكعب هلبرت، هي نتيجة من فضاء متري انفصالي هو هوميومورف والتي تقول أن آل

 .10.3.29تمهيدية) برهان(
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 10.3تمارين 

يملك غطاءً  Xإذا آان آل غطاء مفتوح لـ) Lindelof space( ليندلوففضاء يسمى ) X,τ(الفضاء التبولوجي  -1

 .أثبت العبارات التالية.  جزئياً معدوداً

)I (آل فضاء ليندلوف ومنتظم هو طبيعي. 

أن آل  8#  9.4لاحظ أننا شاهدنا في تمارين .  10.3.30 استخدم طريقة مشابهة لتلك في مساندة: مساعدة[

 .]ليندلوف هوفضاء قابل للعد الثاني 

)II ( خط سوجينفري)Թ,τ1 (هو فضاء ليندلوف. 

)III ( إذا آان)X,τ (غير معدود فإن  قبولوجي يملك فضاء جزئي متقطع مغلفضاء ت)X,τ ( ليس فضاء

 .ليندلوف

)IV ( ينتج من)III ( أن فضاء الضرب  12#  8.1أعلاه وتمارين)Թ,τ1(×) Թ,τ1 ( هو ليس فضاء

 .ليندلوف

 .]ضرب فضائي ليندلوف ليس بالضرورة أن يكون فضاء ليندلوفأن ) IV(و ) II( الآن نعرف من[

 

 .أثبت أن أي ضرب لفضاءات منتظمة هو فضاء منتظم -2

 

 .أثبت أن أي فضاء جزئي مغلق من فضاء طبيعي هو فضاء طبيعي -3

 

 .غير معدودة Xهو فضاء تيخونوف مترابط وغير منتهي أثبت أن ) X,τ(إذا آان  -4

 

من المجموعات الجزئية  nX ،n∈Գإذا وجدت عائلة معدودة  wK-فضاءيسمى ) X,τ(فضاء هوسدورف  -5

 بحيث  Xالمتراصة في 

⊇+1) أ( nn XX  لكلn؛ 
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n) ب(
n

XX U
∞

=

=
1

 ؛ 

 .n∈ Գمتراص لكل  ∩nXAهي مغلقة إذا وفقط إذا آان  Xمن  Aأي مجموعة جزئية ) ج(

 أثبت أن 

)i(  آل فضاء متراص وهوسدورف هو فضاء-wK؛ 

)ii(  آل فضاء متقطع ومعدود هو فضاء-wK؛ 

)iii( Թ و Թଶ  هي فضاءات-wK؛ 

)iv(  آل فضاء-wK هو فضاء طبيعي؛ 

)v(  آل فضاء-wK وقابل للقياس هو انفصالي؛ 

)vi(  آل فضاء-wK وقابل للقياس يمكن تضمينه في مكعب هلبرت؛ 

)vii( آل فضاء جزئي مغلق من فضاء- wK هو فضاء- wK؛ 

)viii(  إذا آان)X,τ ( و)Y,τ' (فضاءات- wK  فإن)Y,τ'(×)X,τ ( هو فضاء-wK. 

 

 -أثبت أن آل فضاء -6
2
13

T هو فضاء-  3T. 

 

 .أثبت أن لأي فضاء قابل للقياس الحالات التالية متكافئة -7

)i ( ،فضاء ليندلوف)ii ( فضاء انفصالي، و)iii (قابل للعد الثاني. 

 

يوجد  x∈Xإذا آان لكل ) قابل للعد الأولأو ( مسلمة العد الأولىيحقق ) X,τ(يقال أن الفضاء التبولوجي  -8

 .nلبعض  V⊆Unفإن  x∈Vو  V∈τبحيث إذا آانت  xمن المجموعات المفتوحة تحوي  Ui ،i∈Գعائلة معدودة 

)i( الأولهو قابل للعد قياس أن آل فضاء قابل لل أثبت. 
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)ii( ًبين أن آل فضاء قابل للعد الثاني هو قابل للعد الأول ولكن العكس ليس صحيحا) .مساعدة :

 ).تأمل الفضاءات المتقطعة

)iii(  إذا آانت{ }NX ii ∈i:),( τ  هي عائلة معدودة من الفضاءات القابلة للعد الأول، أثبت أن

∏
∞

=1

),(
i

iiX τ هو قابل للعد الأول. 

)iv(  فضاء جزئي من الفضاء القابل للعد الأول هو قابل للعد الأولبين أن آل. 

)v(  لتكنX أثبت أن المكعب .  أي مجموعة غير معدودةIX  ًليس قابلاً للعد الأول ولذلك ليس قابلا

 .للقياس

)vi(  عمم)v ( أعلاه لإثبات أنه إذا آانتJ  أي مجموعة غير معدودة وآل من),( jjX τ  هو فضاء

∏يحوي أآثر من نقطة فإن الفضاء تبولوجي 
∈Jj

jjX ),( τ ليس قابلاً للقياس. 

 

تحت تكوين  مغلقو] 0,1[صف فضاءات تيخونوف هو أصغر صف فضاءات تبولوجية يحوي ت أن أثب -9

 .الفضاءات الجزئية والضرب الديكارتي

 

 .تماماًأثبت أن آل فضاء جزئي من فضاء منتظم تماماً هو فضاء منتظم  -10

 

 .فضاء منتظم) G,τ(زمرة تبولوجية فإن ) G,τ(أثبت أنه إذا آانت  8.6.8باستخدام تمهيدية  -11

 .]إنه من الصحيح أن آل زمرة تبولوجية هي فضاء منتظم تماماً ولكن هذا صعباً جداً لإثباته[

 

}إذا آانت  -12 }IX ii ∈i:),( τ  هي عائلة من الفضاءات المترابطة، أثبت أن∏
∞

=1

),(
i

iiX τ هو مترابط. 
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∏∏اجعل : مساعدة[
∈∈

∈=
Ii

i
Ii

i Xxx  . مكونة من مجموعة آل النقاط في  ࣭لتكن∏
∈Ii

iX   التي

∏تختلف عن 
∈

=
Ii

ixx أثبت أن.  في على الأآثر عدد منتهي من الإحداثيات )(xCX ⊆ ࣭  ࣭وبعد ذلك بين أن 

∏آثيقة في 
∈Ii

iiX ),( τ  . أخيراً استخدم حقيقة أن)(xCX هي مجموعة مغلقة.[ 

 

}لتكن  .13 }JX jj ∈j:),( τ أثبت أن .  أي عائلة من الفضاءات التبولوجية∏
∈Jj

jjX ),( τ  ًمترابط موضعيا

),(إذا وفقط إذا آان آل  jjX τ هو آذلك مترابط. 

 

 .أثبت العبارات التالية.  هو خط سورجنفري) Թ,τ1(ليكن  -14

)i( )Թ,τ1 (هو فضاء طبيعي. 

)ii(  إذا آان)X,τ ( اقترانات  ࣷفضاء منفصل وهوسدورف فإنه يوجد على الأآثر عدد

:),(]1,0[متصلة مختلفة  →τXf. 

)iii(  إذا آان)X,τ ( فضاءً طبيعياً يملك عدد غير معدود من الفضاءات الجزئية المتقطعة

 من الاقترانات المتصلة المختلفة 2ࣷ المغلقة فإنه يوجد على الأقل

]1,0[),(: →τXf]  .استخدم مساندة يوريسون: مساعدة[. 

)iv(  استنتج من)ii (و)iii ( أن 12#8.1أعلاه وتمارين ،),(),( 11 ττ RxR  ليس فضاء

 .طبيعي

 .]ضرب أي فضائين طبيعيين ليس بالضرورة أن يكون فضاء طبيعيالآن نعرف أن [
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 Stone-Čech Compactification     جيخ-ترصيص ستون 10.4

 

),(فضاءً تبولوجياً، ) X,τ(ليكن  .تعريف 10.4.1 τβ ′X  فضاء متراص وهوسدورف و

),(),(: τβτβ ′→ XX  اقتراناً متصلاً فإن),( τβ ′X  مع الاقترانβ  للفضاء  جيخ-ترصيص ستونتسمى

)X,τ ( إذا آان لكل فضاء متراص وهوسدورف),( τ ′′Y  ولكل اقتران متصل),(),(: ττφ ′′→ YX  يوجد

:),(),(اقتران متصل وحدي  ττβ ′′→′Φ YX  بحيث أنφβ =Φo أي أن الرسم التالي تبديلي 

 

 

 

 .X βبالعادة لا تساوي  X(β(بالعادة ليس شاملاً، لذلك  βالاقتران . تحذير

جيخ موجود لكل الفضاءات التبولوجية فإنه أآثر أهمية في حالة -في حين أن ترصيص ستون  .ملاحظة 10.4.2

وفقط "الجزء .  هو تيخونوف) X,τ(هو تضمين إذا وفقط إذا آان الفضاء  βلأن الاقتران .  فضاءات تيخونوف

),(واضح لأن الفضاء " إذا τβ ′X  المتراص وهوسدورف هو فضاء تيخونوف ولذلك آل فضاء جزئي منه هو

 .تيخونوف

هو  βن جيخ لفضاءات تيخونوف وتبيان أن الاقترا-الآن نوجه العمل إلى إثبات وجود ترصيص ستون

 .تضمين في هذه الحالة

 

 

 

 

Φ

),( τβ ′Xβ),( τ ′X

),( τ ′′Y

φ
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),(و ) X,τ(لتكن   .مساندة 10.4.3 τ ′Y  ࣠فضاءات تيخونوف و(X)  ࣠و(Y)  عائلتي آل الاقترانات المتصلة

إلى  Xهي الاقترانات الحسابية من  Yeو  Xeبالإضافة لذلك اجعل .  ، على التوالي]0.1[إلى  Yو  Xمن 

∏ I࣠אሺXሻ  ومنY  إلى∏ I࣠אሺYሻ 1,0[، على التوالي، حيث[≅≅ gf II  لكلf  وg  . إذا آانφ  هو أي

∏من  Φفإنه يوجد اقتران متصل  Yإلى  Xاقتران متصل من  I࣠אሺXሻ  إلى∏ I࣠אሺYሻ  بحيث أن

Φ=Φ oeoe YX تبديلي؛ أي أن الرسم أدناه 

 

 

 

))(()(بالإضافة لذلك،  YeXe YX ⊆Φ  

∏ لتكن  .البرهان I࣠אሺXሻ ∈ ∏ x࣠אሺXሻ  .عرِّف ∏ y࣠אሺYሻ  =) ∏ x࣠אሺXሻ ( Φ 

].  0,1[إلى  )X,τ(هو اقتران متصل من  gفإن  g ∋ (Y)࣠ بما أن: معرَّفة على الشكل gyحيث 

fgoلذلك  =Φ لبعض ،࣠(X) ∈ f  . اجعلfg xy  .أصبح معرَّف Φ، والآن الاقتران f، لهذا الاقتران =

∏ = U، لتكن Φلإثبات اتصال  U࣠אሺZሻ                 مجموعة مفتوحة قاعدية تحوي  

∏ y࣠אሺYሻ  =) ∏ x࣠אሺXሻ ( Φ  . فإنgg IU φogfاجعل  .g ∋ {gi1, …,gin}\(Y)࣠لكل  = ii 11 = ،

φogf ii 22 =،... ،φogf inin ∏ = Vالآن عرِّف .  = V࣠אሺXሻ ff، حيث   IV  ,fi1}\(X)࣠لبعض  =

…,fin} ∈ f  و ،
1122

...
iiiinini gfgfgf U،VU،V،UV ∏ ∋ V             واضح أن .=== x࣠אሺXሻ  و

UV ⊆Φ  .متصل Φلذلك .  )(

 لرؤية أن الرسم تبديلي، لاحظ أن

∏ gሺԄሺxሻሻ࣠אሺYሻ  =) ∏ fሺxሻ࣠אሺXሻ ( Φ  =) eXሺxሻ ( Φ  لكلXx∈. 

φoeoeلذلك  YX =Φ. 

φ

Φ

),( τX

∏
∈ )(xFf

fI

xe

),( τ ′Y

∏
∈ )( yFg

gI

ye
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))(()(متصل،  Φن أن أ أخيراً بما YeXe YX ⊆Φ آما هو مطلوب ،.                                           

 

).  'Y,τ(إلى فضاء هوسدورف ) X,τ(اقترانات متصلة من فضاء تبولوجي  2Φو  1Φلتكن   .مساندة 10.4.4

)()(و ) X,τ(مجموعة جزئية آثيفة في  Zإذا آانت  21 zz Φ=Φ  لكلZz∈  21فإن Φ=Φ  علىX. 

)()(افرض أن   .البرهان 21 xx Φ≠Φ لبعض ،Xx هو هوسدورف يوجد مجموعات ) 'Y,τ(إذاً بما أن .  ∋

Uxحيث Vو  Uمفتوحة  ∈Φ )(1  ،Vx ∈Φ )()(لذلك .  φ=∩VUو  2)( 1
2

1
1 VU −− Φ∩Φ  هي

 .xمجموعة مفتوحة تحوي 

Zz، يوجد )X,τ(آثيفة في  Zبما أن  )()(بحيث  ∋ 1
2

1
1 VUz −− Φ∩Φ∈  لذلكUz ∈Φ و  1)(

Vz ∈Φ )()(ولكن .  2)( 21 zz Φ=Φ  لذلكΦ≠∩VU وهذا تناقض. 

)()(لذلك  21 xx Φ=Φ  لكلXx∈.                                                                         

 

 

 

 

 ]1,0[ الى )X,τ(عائلة آل الاقترانات المتصلة من  (X)࣠ أي فضاء تيخونوف ،) X,τ(ليكن   .تمهيدية 10.4.5

∏إلى ) X,τ(اقتران حسابي من  Xeو  I࣠אሺXሻ  1,0[حيث آل[≅fI  . اجعل),( τβ ′X مساوية لـ)(XeX 

:),(),(مع تبولوجيا الفضاء الجزئي و  τβτβ ′→ XX  يساوي الاقترانXe  . فإن),( τβ ′X  مع الاقتران

β جيخ للفضاء  -هو ترصيص ستون)X,τ.( 

),(أولاً لاحظ أن   .البرهان τβ ′X  في الحقيقة هو فضاء متراص وهوسدورف لأنه فضاء جزئي مغلق من

 .فضاء متراص وهوسدورف

يجب أن نجد اقتران .  )''Y,τ(إلى أي فضاء متراص وهوسدورف ) X,τ(أي اقتران متصل من  φليكن 

Φ  بحيث أن الرسم هناك تبديلي ونبين أن  10.4.1آما في تعريفφ هو وحيد. 
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قتران الحسابي من هو الا Yeو  ]1,0[إلى  )''Y,τ(عائلة من الاقترانات المتصلة من  (Y)࣠ لتكن 

)Y,τ''(  إلى∏ I࣠אሺYሻ  1,0[حيث آل[≅gI. 

∏ ، يوجد اقتران متصل10.4.3بواسطة مساندة  I࣠אሺYሻ → ∏ I࣠אሺXሻ : Γ  بحيث أن

XY oeoe Γ=φ  و)())(( YeXe YX ⊆Γ  أي أن)()( YeX Y⊆Γ β. 

))()(واحداً لواحد نرى أن  Yeهو فضاء متراص وهوسدورف و  )''Y,τ(بما أن  YeYe YY و  =

)),((),(: ττ ′′′→′′ YeYe YY  هو هوميومورفزم حيثτ لذلك .  YeY)(هي تبولوجيا الفضاء الجزئي على  ′′′

( ) ),(),(:1 ττ ′′→′′′− YYee YY هو هوميومورفزم. 

Γ=Φاجعل  − oeY
),(هو اقتران متصل من  Φلذلك  1 τβ ′X  إلى)Y,τ''  .(بالإضافة لذلك 

))(())(( xex XΦ=Φ β  لكلXx∈ 

( )))((1 xee XY Γ= − 

( )))((1 xee YY φ−= 

  )(xφ=      

φβلذلك  =Φo آما هو مطلوب. 

),(من  2Φو  1Φالآن افرض أنه يوجد اقترانين متصلين  τβ ′X  إلى)Y,τ''(  حيثφβ =Φ o1  و

φβ =Φ o2  . 21فإن Φ=Φ  على مجموعة جزئية آيثفة)(Xβ  من),( τβ ′X  . لذلك بواسطة مساندة

10.4.4 ،21 Φ=Φ  . لذلك الاقترانΦ هو وحيد.                                                                       

),(يوجد ) X,τ(جيخ معطياً أن لكل -أشرنا إلى ترصيص ستون 10.4.1في تعريف   .ملاحظة 10.4.6 τβ ′X 

 .على آل حال في البداية نحتاج هذه المساندة.  التمهيدية اللاحقة تحدد بدقة إلى أي درجة هذا صحيح.  وحيد

 

:),(),(مع الاقتران  )Z,τ1(فضاءً تبولوجياً و ) X,τ(ليكن   .مساندة 10.4.7 1ττβ ZX هو ترصيص  →

 .)Z,τ1(آثيفة في  Xβ)(فإن ).  X,τ(جيخ للفضاء -ستون
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\)(إذاً يوجد عنصر ).  Z,τ1(ليس آثيفة في  Xβ)(افرض أن   .البرهان XZz β∈  . بما أن)(Xβ  ليست

 .، هو فضاء تيخونوف10.3.28هو فضاء متراص وهوسدورف، بواسطة ملاحظة ) Z,τ1(آثيفة في 

\)(ملاحظاً أن  XZ β  هي مجموعة مفتوحة تحويZ  نستنتج وجود اقتران متصل

]1,0[),(: 11 →Φ τZ  1)(1حيث =Φ Z  1))(0و =Φ Xβ  . آذلك يوجد اقتران متصل

]
2
1,0[),(: 12 →Φ τZ  1)(1حيث =Φ Z  1))(0و =Φ Xβ.   لذلك لدينا الرسوم التالية التي تكون

 :تبديلية

 

)(0حيث  =xφ  لكلXx∈  . هذا يتناقض آون الاقترانΦ  لذلك .  هو وحيد 10.4.1في تعريف

)(Xβ  آثيفة في)Z,τ1(.                                                                                                      

 

:),(),(مع الاقتران  )Z1,τ1(فضاءً تبولوجياً و ) X,τ(ليكن   .تمهيدية 10.4.8 111 ττβ ZX و ترصيص ه →

:),(),(مع الاقتران  )Z2,τ2(إذا آان ).  X,τ(جيخ للفضاء -ستون 222 ττβ ZX هو آذلك ترصيص  →

),(),(فإن ) X,τ(جيخ للفضاء -ستون 2211 ττ ZZ  .في الوقاع يوجد هوميومورفزم.  ≅

),(),(: 2211 ττθ ZZ :),(),(بحيث  → 2211 ZZZZ →θ  21بحيث ββθ =o 

 

),( τX

2β

),( 22τZ

),( 11 τZ

θ

1β

),( τ ′X

φ

]1,0[

),( 1τZ

2Φ

1β

),( τ ′X

φ
1Φ

]1,0[

),( 1τZ
1β
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) X,τ(هو اقتران متصل من  2βو ) X,τ(جيخ للفضاء -هو ترصيص ستون 1βمع  )Z1,τ1(بما أن   .البرهان

:),(),(فإنه يوجد اقتران متصل  )Z2,τ2(إلى فضاء متراص وهوسدورف  2211 ττθ ZZ بحيث أن  →

21 ββθ =o. 

:),(),(بشكل مشابه يوجد اقتران متصل  11221 ττθ ZZ 121بحيث  → ββθ =o  . لذلك لكلXx∈

 ،( ) )())(())(( 12111 xXx ββθβθθ ، أي إذا آان ==
1Zid  هو الاقتران المحايد على)Z1,τ1(  فإن

11 Zido =θθ  1)(على Xβ  آثيفة في  10.4.7والتي هي بواسطة مساندة)Z1,τ1(  . لذلك بواسطة مساندة

10.4.4 ،
11 Zido =θθ  1علىZ. 

بنفس الأسلوب 
21 Zido =θθ  2علىZ  . 1لذلك

1
−=θθ  وبما أن الاثنان متصلان هذا يعني أنθ  هو

                                                                                                                     .هوميوموزفزم

),(و  أي فضاء تيخونوف) X,τ(إذا آان لاحظ أنه   .ملاحظة 10.4.9 τβ ′X  مع),(),(: τβτβ XX هو  →

 من الطبيعيفي الواقع .  هو تضمين βيبين أن  10.4.5فإن برهان تمهيدية ) X,τ(جيخ للفضاء -ترصيص ستون

),(آفضاء جزئي من ) X,τ(ولذلك نعتبر  Xβمع  Xنطابق في هذه الحالة أن  τβ ′X  . وبعد ذلك لا نذآر

),(ونتحدث عن  βالتضمين  τβ ′X جيخ-آترصيص ستون. 

 

هو ) X,τ(جيخ للفضاء -فضاء متراص وهوسدورف فإن ترصيص ستون) X,τ(إذا آان   .ملاحظة 10.4.10

إلى نفسه يملك الخاصية المطلوبة ) X,τ(مع الاقتران المحايد من ) X,τ(واضح أن .  نفسه) X,τ(الفضاء 

هذا آذلك يمكن رؤيته من برهان تمهيدية . جيخ-ولكونه وحيداً فهذا هو ترصيص ستون.  جيخ-لترصيص ستون

:),()),(( الاقتران )''Y,τ(حيث شاهدنا أن لأي فضاء متراص وهوسدورف  10.4.5 ττ ′′′→′′ YeYe YY  هو

 .هوميوفورفزم

ليس ترصيص  ]1,0[على سبيل المثال .  جيخ لأي فضاء غالباً يكون معقداً-ترصيص ستون  .ملاحظة 10.4.11

:)1,0[]1,1[لأن الاقتران المتصل  )1,0[جيخ لـ-ستون −→φ  1(المعطى على الشكلsin()(
x

x =φ  لا يعمم

:]1,0[]1,1[لاقتران متصل  −→φ. ليس قابلاً  )1,0[جيخ لـ-في الحقيقة يمكن أن يثبت أن ترصيص ستون

 .للقياس
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 10.4تمارين 

),(فضاء تيخونوف و ) X,τ(ليكن  -1 τβ ′X أثبت أن .  جيخ-ترصيص ستون)X,τ ( مترابط إذا وفقط إذا آان

),( τβ ′X مترابط. 

يملك على الأقل عنصرين فإنه مترابط إذا وفقط إذا لم يوجد ) X,τ(أولاً أثبت أنه بإضافة أن : مساعدة[

}إلى الفضاء المتقطع ) X,τ(اقتران متصل وشامل من  }1,0[. 

),(فضاء تيخونوف و) X,τ(ليكن  -2 τβ ′X إذا آان .  جيخ-ترصيص ستون)A,τ1 ( هو فضاء جزئي من

),( τβ ′X  وAX ),(أثبت أن  ⊇ τβ ′X جيخ لـ-هو آذلك ترصيص ستون )A,τ1.( 

إلى ) A,τ1(يمكن تعميمه لاقتران متصل من  ]1,0[إلى ) X,τ(أثبت أن آل اقتران متصل من : مساعدة[

),(بعد ذلك استخدم ترآيب.  ]1,0[ τβ ′X[. 

إذا آان آل اقتران متصل من .  )Z,τ1(فضاء متراص وهوسدورف  فضاء جزئي آثيف في) X,τ(ليكن  -3

)X,τ ( يمكن تعميمه لاقتران متصل من  ]1,0[إلى)Z,τ1(  أثبت أن  ]1,0[إلى)Z,τ1( جيخ -هو ترصيص ستون

 ).X,τ(للفضاء 

 

 

 خلاصة 10.5

آذلك .  في وقت سابق عرَّفنا ضرب عدد عشوائي من الفضاءات التبولوجية وأثبتنا نظرية تيخونوف

هذا استخدمناه لوصف فضاءات تيخونوف بأنها تلك التي تكون .  عممنا مساندة التضمين للحالة العامة

 ).]1,0[أي ضرب نُسخ من (هوميومورفك لفضاء جزئي من مكعب 

الحصول على العلاقات التالية بين خواص الفصل نيوريسون مكنتنا ممساندة 

0123
2
134 TTTTTT ⇒⇒⇒⇒⇒ 

 .4T هوآذلك إذا آان قابلاً للقياس فإن 4Tبالإضافة لذلك إذا آان الفضاء متراص وهوسدورف فإنه 
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نظرية يوريسون للقياس، والتي تقول أن آل فضاء آذلك شاهدنا نظرية خطيرة في قابلية القياس هي 

 .منتظم، قابل للعد الثاني وهوسدورف هو قابل للقياس

و  Hindmanانظر .  (جيخ والذي هو موضوع دراسي مهم بحد ذاته-ختمنا الفصل بتقديم ترصيص ستون

Strauss ]104 [ وWalker ]217.[( 



243 
 

 Infinite Sets     مجموعات غير منتهية: 1ملحق 

 

 مقدمة

وفندق ) فندق عشوائي يملك عدداً منتهياً من الغرف(قديماً وفي أرض بعيدة آان هناك فندقين فندق منتهي 

في أحد الأيام ...).  ، n،... ، 1،2فندق عادي مميز مع عدد غير منتهي من الغرف مرقمة (هلبرت غير منتهي 

ذهبت أولاً للفندق المنتهي وقيل لها بأن آل الغرف مشغولة ولكن .  وصلت زائرة إلى بلدة باحثة عن غرفة

لذلك ذهبت إلى فندق .  أخبرت بأن الفندق الآخر، فندق هلبرت غير المنتهي، يمكن دائماً أن يجد لها غرفة إضافية

على الرغم من ذلك، آاتب الاستقبال قال إن .  أيضاً آل الغرف مشغولة هلبرت غير المنتهي وأُخبرت بأن هناك

إلى غرفة  1قام بتحريك النزيل من غرفة .  في هذا الفندق يمكن دائماً إضافة نزيل جديد بدون طرد أي نزيل آخر

 .خالية 1بهذا الشكل أصبحت غرفة .  وهكذا 3إلى غرفة  2والنزيل من غرفة  2

الجذاب شاهدنا أن هناك فرقاً جوهرياً بين المجموعات غير المنتهية والمجموعات من خلال هذا المثال 

هذا .  الهدف من هذا الملحق هو أن نقدم مقدمة لطيفة ومختصرة لنظرية المجموعات غير المنتهية.  المنتهية

مجموعات غير ال"سوف نتعلم أن .  موضوع مدهش وإذا لم تكن درسته مسبقاً سوف تجد فيه أشياء عديدة ممتعة

سوف .  في البداية ليس واضحاً تماماً ماذا تعني هذه العبارة.  بعضها أآبر من بعض –" المنتهية ليست متساوية

 ".مجموعتين لهما نفس الحجم"في الواقع سوف نحتاج أن نحدد ماذا نعني بـ".  أآبر"نحتاج أن نعرف آلمة 
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 Countable Sets    مجموعات معدودة 1.1أ

، إذا ܤ~ܣ، ويرمز له بالرمز Bلـ ) equipotent( مكافئة Aيقال أن .  مجموعات Bو  Aلتكن   .تعاريف 1.1.1أ

BAfوجد اقتران   ).تقابلأي أنه اقتران ( واحد لواحد وشاملبحيث يكون  :→

 .مجموعات Cو  A ،Bلتكن   .تمهيدية 1.1.2أ

)i ( ܣ~ܣفإن. 

)ii ( ܣ~ܤفإن  ܤ~ܣإذا آانت. 

)iii ( ܥ~ܣفإن  ܥ~ܤو  ܤ~ܣإذا آانت. 

 .برهان مختصر

)i(  الاقتران المحايدf  علىA المعطى على الشكل ،xxf هو اقتران تقابل من  ∋Axلكل  )(=

A إلى نفسها. 

)ii(  إذا آانf  اقتران تقابل منA  إلىB  فإن له اقتران نظيرg  منB  إلىA  وg  هو آذلك اقتران

 .تقابل

)iii(  إذا آانBAf CBgهو اقتران تقابل  :→ هو اقتران تقابل فإن الترآيب  :→

CAgof                                                                        .هو اقتران تقابل :→

علاقة هي " ~"أي أن ) iii(وتعدي ) ii(، تماثل )i(هي انعكاس " ~"تقول أن العلاقة  1.1.2.تمهيدية أ

 .تكافؤ

Nmnلتكن   .تمهيدية 1.1.3أ }فإن المجموعات .  ,∋ }n,...,2,1  و{ }m,...,2,1  هي متكافئة إذا وفقط إذا آان

mn =. 

                                                                                                                   .تمرين .البرهان

 ".مجموعة غير منتهية"و " مجموعة منتهية"الآن نُعرِّف ضمنياً المفاهيم 
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 مجموعةS لتكن   .تعاريف 1.1.4أ

)i ( فإنS  منتهيةتسمى )finite (المجموعة الخالية  تساوي إذا آانتφ  أو مكافئة للمجموعة{ }n,...,2,1 لبعض 

݊ א Գ. 

)ii (إذا آانت S  غير منتهيةليست منتهية فإنها تسمى )infinite.( 

)iii ( إذا آانتS~ሼ1,2, … , ݊ሽ  فإنS  معدوديةتملك n (cardinality)  والذي يرمز له بالرمزcardS = n. 

)iv ( إذا آانتφ=S  والتي يرمز لها بالرمز  0فإن المعدودية تساويcardφ = 0. 

مثل هذه المجموعات تسمى غير .  من المجموعة المنتهية" الأصغر"الخطوة التالية هي تعريف النوع 

هذا النوع من المجموعات غير المنتهية من " أآبر"عرف أن هناك أي نوع نفي هذه المرحلة لا .  هية معدودةمنت

 .تعني في هذا المحتوى" أآبر"ع لا نعرف ماذا اقفي الو –

 .مجموعة Sلتكن   .تعاريف 1.1.5أ

)i ( المجوعةS  إذا آانت مكافئة لـ غير منتهية معدودةتسمى Գ. 

)ii ( المجموعةS  معدودةتسمى )countable (إذا آانت منتهية أو غير منتهية معدودة. 

)iii ( إذا آانتS  غير منتهية معدودة فإنها تملك معدوديةoℵ  ويرمز لها بالرمزocardS ℵ=. 

)iv ( المجموعةS  غير معدودةتسمى )uncountable (إذا آانت ليست معدودة. 

 

}غير منتهية معدودة فإن  Sنرى أنه إذا آانت   .ملاحظة 1.1.6أ },...,...,, 21 nsssS f:Գحيث  = ื هو  ܵ

nfsn)(اقتران تقابل و  ݊لكل  = א Գ  . لذلك نستطيع أن نضع قائمة بعناصرS  . بالتأآيد إذا آانتS  منتهية

}على الشكل  Sوغير خالية نستطيع آذلك أن نذآر عناصر  },...,...,, 21 nsssS لذلك نستطيع أن نضع قائمة . =

 معدودة Sيمكن وضعها بقائمة فإن  Sإذا آانت عناصر المجموعة على العكس، .  بعناصر أي مجموعة معدودة

}أو  Գلأن ترتيب هذه العناصر يعرِّف اقتران تقابل مع  }n,..,2,1.                                                     

 .المكونة من آل الأعداد الصحيحة الزوجية الموجبة هي غير منتهية معدودة Sالمجموعة   .مثال 1.1.7أ

f:Գالاقتران   .البرهان ื nnfالمعطى على الشكل  ܵ 2)( ݊لكل  = א Գ هو اقتران تقابل.                
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ولكن هنا لدينا ".  نفس الحجم"نعتقد أن أي مجموعتين يربطهما اقتران تقابل إذا آان لهما .  قيِّم 1.1.7أمثال 

هذا لا يحدث مع .  Գترتبط باقتران تقابل مع واحدة من مجموعاتها الجزئية التي لا تساوي  Գالمجموعة 

تلك المجموعات التي لا تكافئ أي في الواقع المجموعات المنتهية يمكن أن توصف بأنها .  المجموعات المنتهية

 .مجموعة جزئية منها لا تساويها

 .المكونة من آل الأعداد الصحيحة هي غير منتهية معدودة Ժالمجموعة   .مثال 1.1.8أ

f:Գالاقتران .  البرهان ื Ժ المعطى على الشكل 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
≥+=−

≥=
=

1  ,0
1 ,12  ,

1 ,2  ,
)(

nif
mmnifm

mmnifm
nf 

                                                                                                                   .هو اقتران تقابل

المكونة من آل الأعداد الصحيحة الموجبة التي تكون مربعات تامة هي مجموعة غير  Sالمجموعة   .مثال 1.1.9أ

 .منتهية معدودة

f:Գالاقتران  .البرهان ื )(2المعطى على الشكل  ܵ nnf                                   .هو اقتران تقابل =

هذا المثال أزعجه وأوحى له بأن غير المنتهي ليس .  1600في حوالي G.Galileoأثبت بواسطة  1.1.9أمثال 

 .ملك الرجل

 

 .دودةعمكافئة لمجموعة معدودة فإنها م Sإذا آانت المجموعة   .تمهيدية 1.1.10أ

 

                                                                                                                  .تمرين  .البرهان

 

STمجموعة معدودة و  Sإذا آانت   .تمهيدية 1.1.11أ  .معدودة Tفإن  ⊃
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}معدودة فإننا نستطيع آتابتها على الشكل  Sبما أن   .البرهان },..., 21 ssS إذا ( Tفي  isأول  1tلتكن .  =

}إذا آانت ( Tفي  isهي ثاني  2tلتكن ).  φ≠Tآانت  }1tT إذا آانت ( Tفي  isهي ثالث  3tلتكن ).  ≠

{ }21, ttT ≠(،... 

}هذه العملية تصل لنهايتها فقط إذا آانت  }ntttT ,...,, إذا .  منتهية Tوفي هذه الحالة  nلبعض  =21

}العملية لم تصل إلى نهاية نحصل على القائمة  },...,...,, 21 nttt  من عناصرT  . هذه القائمة تحوي آل عنصر

Tsiبسبب أنه إذا آان  Tفي   isفي هذه العملية؛ لذك  iفي خطوة ليست بعد الخطوة رقم  is لفإننا نص ∋

                         .إما منتهية أو غير منتهية معدودة Tولهذا .  غير منتهية معدودة Tلذلك .  تكون في القائمة

 .لدينا النتيجة التالية 1.1.8ومثال  1.1.11آنتيجة مباشرة لتمهيدية 

 

                                                                  .هي معدودة Ժآل مجموعة جزئية من   .نتيجة 1.1.12أ

 

عائلة غير منتهية معدودة من المجموعات غير المنتهية المعدودة ...  ،S1، S2،...، Snإذا آانت   .مساندة 1.1.13أ

∩=φبحيث أن  ji SS  لكلji Uفإن  ≠
∞

=1i
iS هو مجموعة غير منتهية معدودة. 

}مجموعة غير منتهية معدودة،  Siبما أن   .البرهان },...,,
21 niiii sssS الآن ضع .  =

jis  في صفوف مربعة

 ورتبهم بالتعرج أعلى وأسفل آما هو في الشكل

OMMM

...

...
...

333231

232221

14131211

sss
sss

ssss →→→

 

Uهذا يبين أن آل عناصر 
∞

=1i
iS  وهذه القائمة غير منتهية لأن آل) يمكن ترقيمها(يمكن وضعها بقائمة Si  غير

Uلذلك .  منتهية
∞

=1i
iS هي غير منتهية معدودة.                                                                               
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إذا لم تكن منفصلة ثنائياً البرهان .  آانت منفصلة ثنائياً Siفرضنا أن المجموعات  1.1.13في مساندة أ

 :يُعدل بسهولة بحذف العناصر المتكررة لتحصل على

هي عائلة غير منتهية ومعدودة من المجموعات غير المنتهية  ... ،S1، S2،...، Snإذا آانت   .مساندة 1.1.14أ

Uالمعدودة فإن 
∞

=1i
iS هي مجموعة غير منتهية معدودة.                                                                    

 .اتحاد أي عائلة معدودة من المجموعات المعدودة هو معدود  .تمهيدية 1.1.15أ

                                                                                                                  .تمرين  .البرهان

 

 S×T                       مجموعات غير منتهية معدودة فإن مجموعة الضرب Tو  Sإذا آانت   .تمهيدية 1.1.16أ

={(s, t): s∈S, t∈T} هي مجموعة غير منتهية معدودة. 

 

}اجعل  .اليرهان },...,...,, 21 nsssS }و  = },...,...,, 21 ntttT فإن .  =

{ }U
∞

=

=×
1

21 ),...,(),...,,(),,(
i

niii tststsTS  لذلكTS هي اتحاد غير منتهي معدود لمجموعات غير  ×

                                                                               .منتهية معدودة ولذلك هي غير منتهية معدودة

 

                                                      .آل ضرب منتهي لمجموعات معدودة هو معدود  .نتيجة 1.1.17أ

 .المعدودة اتعلى المجموع نانحن الآن جاهزون لتطبيق مهم على ملاحظات

 .المكونة من آل الأعداد النسبية الموجبة هي غير منتهية معدودة Էவالمجموعة   .مساندة 1.1.18أ

݅حيث  iهي مجموعة آل الأعداد النسبية الموجبة التي مقامها  Siلتكن   .البرهان א Գ  . فإن

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= ,...,,...,2,1

i
n

ii
Si و U

∞

=1i
iS =Էவ  . بما أن آلSi تعطي أن  1.1.15غير منتهية معدودة، تمهيدية أ

Էவ هي غير منتهية معدودة.                                                                                                  
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المكونة من آل الأعداد النسبية هي غير منتهية معدودة أي  Էنحن الآن جاهزون لإثبات أن المجموعة 

 .ة من آل الأعداد الصحيحة الموجبةالمكون Գوالمجموعة الأصغر منها  Էأن هناك اقتران تقابل بين المجموعة 

 

 .هي غير منتهية معدودة Էمجموعة الأعداد النسبية   .نظرية 1.1.19أ

 

المكونة من  Էவالمكونة من آل الأعداد النسبية السالبة مكافئة للمجموعة  Էழواضح أن المجموعة   .البرهان

هي غير  Էழنحصل على أن 1.1.18ومساندة أ  1.1.10آل الأعداد النسبية الموجبة ولذلك باستخدام تمهيدية أ

 .منتهية معدودة

}و  Էவ،Էழهي اتحاد المجموعات الثلاث  Էأخيراً لاحظ أن  ولذلك هي أيضاً غير منتهية  0{

                                                                                            .1.1.15معدودة باستخدام تمهيدية أ

                                                           .آل مجموعة من الأعداد النسبية هي معدودة  .نتيجة 1.1.20أ

 .1.1.11وتمهيدية أ 1.1.19هذه نتيجة مباشرة من نظرية أ  .البرهان

 

وأعداد  إذا وجد عدد طبيعي ) algebraic number( عدد جبرييسمى  العدد الحقيقي   .تعاريف 1.1.21أ

 بحيث  حيث  ،...،،صحيحة 

 ).transcendental number( عدد مبهمالعدد الحقيقي الذي لا يكون عدد جبري يسمى 

 .آل عدد نسبي هو عدد جبري  .مثال 1.1.22أ

هو عدد جبري حيث  أي أن  فإن  و  حيث  إذا آان   .البرهان

                              .و  ، 

 

 .هو عدد جبري وليس عدد نسبي العدد   .مثال 1.1.23أ

xn

oa1ana0≠oa0...a 1
1

1 =++++ −
−

nn
nn

o axaxxa

q
x ρ
=Zq∈,ρ0≠q0=− ρqxx

1=nqao =ρ−=na
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         .ولذلك هو جبري هو عدد غير نسبي فإنه يحقق  على الرغم من أن   .البرهان
 

هو عدد جبري لأنه يحقق  آذلك من السهل إثبات أن   .ملاحظة 1.1.24أ

في الحقيقة أي عدد حقيقي والذي يمكن ترآيبه من مجموعة .  

الجذور الأعداد الصحيحة باستخدام عدد منتهي من عمليات الجمع، الطرح، الضرب، القسمة واستخراج 

                                                                                  .، هو جبري...التربيعية، الجذور التكعيبية، 

لإثبات أن أي .  الأرقام التي نفكر بها هي أعداد جبرية" معظم"ترينا أن  1.1.24ملاحظة أ  .ملاحظة 1.1.25أ

أثبت  Liouvilleعندما  1844أول مثل هذا الإثبات آان في .  عدد معطى هو عدد مبهم يمكن أن يكون صعباً

 إبهام العدد

 

هو مبهم  أثبت أن العدد  Lindemann 1882في .  هو مبهم الذي بين أن  1873في  Charles Hermiteانه 

إذا أعطيت دائرة : السؤال هو.  (سنة بالنفي وهذا السؤال يتعلق بتربيع الدائرة 2,000بواسطة إجابة سؤال عمره 

هل من الممكن باستخدام فقط زاوية مستقيمة وفرجار أن نكون مربع له نفس المساحة؟  شرح  1نصف قطرها 

  & Morris, Jonesهي مبهمة يمكن إيجادها في آتاب  و  آامل لهذه المسألة وبراهين أن 

[128]Pearson(.                                                                                                                

هذه نتيجة .  ةالمكونة من آل الأعداد الجبرية هي غير منتهية معدود ࣛنكمل الآن لإثبات أن المجموعة 

 .والتي هي بالحقيقة نتيجة لهذه النتيجة 1.1.19أآثر قوة من نظرية أ
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 .المكونة من آل الأعداد الجبرية هي غير منتهية معدودة ࣛالمجموعة   .نظرية 1.1.26أ

 

 وآل  حيث  تأمل آثير الحدود   .البرهان

 .لتكون ) its height( قمتهاوعرِّف 

.  مجموعة آل جذور مثل هذه الكثيرات الحدود التي قمتها  ، لتكن لكل عدد صحيح موجب 

 .ࣛ واضح أن 

 .هي منتهية إثبات أن آل  1.1.15غير منتهية معدودة يكفي بواسطة أ ࣛلذلك، لإثبات أن 

.  لكل  و  فإنه واضح أن  آثير حدود من الدرجة  إذا آانت 

 .هي منتهية لذلك مجموعة آل آثيرات الحدود التي قمتها 

بناءً على ذلك آل آثير .  من الجذور له على الأآثر  بالإضافة لذلك آثير الحدود من الدرجة 

                            .منتهية آما هو مطلوب لذلك المجموعة .  من الجذور لا يملك أآثر من  حدود قمته 

    

  

                                                          .آل مجموعة من الأعداد الجبرية هي معدودة  .نتيجة 1.1.27أ

 

 .1.1.20تملك آحالة خاصة نتيجة أ 1.1.27لاحظ أن نتيجة أ

قبل عمل ذلك نلاحظ أن بعض الاقترانات .  لغاية الآن لم نقدم أي مثال على مجموعة غير معدودة

 .سوف لا تأخذنا خارج عائلة المجموعات المعدودة

 .Yإلى  Xاقتران من  fمجموعات و  Yو  Xلتكن   .تمهيدية 1.1.28أ

)i ( إذا آانتX  معدودة وf   اقتران شامل فإنY معدودة. 

)ii ( إذا آانتY  معدودة وf   واحد لواحد فإنX معدودة. 
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                                                                                                                  .تمرين  .البرهان

 

هي آذلك  Sفإن مجموعة آل المجموعات الجزئية المنتهية في .  مجموعة معدودة Sلتكن   .تمهيدية 1.1.29أ

 .معدودة

 

                                                                                                                  .تمرين  .البرهان

 

 power( مجموعة القوةتسمى  Sمجموعة آل المجموعات الجزئية من .  أي مجموعة Sلتكن   .تعريف 1.1.30أ

set (لـ S  ويرمز لها بالرمز ࣪ሺSሻ. 

 

لذلك  Sليست مكافئة للمجموعة  ሺSሻ࣪ ، مجموعة القوة، Sلأي مجموعة ) Georg Cantor(  .نظرية 1.1.31أ

࣪ሺSሻ  S. 

 

أنه لا يوجد : يجب أن نثبت بالإضافة لذلك.  ሺSሻ࣪و  Sيجب أن نثبت أنه لا يوجد اقتران تقابل بين   .البرهان

 .ሺSሻ࣪إلى  Sاقتران شامل من 

:fافرض أنه يوجد اقتران  S→ ࣪ሺSሻ  بحيثf لكل  .هو شامل، fሺxሻ∈ ࣪ሺSሻ  والذي هو نفس

 .القول أن 

لبعض  لذلك .  T∈ ࣪ሺSሻأي أن  إذاً .  اجعل 

 .أو  الآن .  ሺSሻ࣪إلى   شامل من  f، لأن 

 .1الحالة

 )Tباستخدام تعريف ( 

 )لأن (        

Sx∈

Sxf ⊆)(

{ })(,: xfxSxxT ∉∈=ST ⊆)( yfT =

Sy∈STy∈Ty∉

Tyyfy ∈⇐∉ )(

⇐∉TyTyf =)(
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 .مستحيلة 1لذلك الحالة 

 .2الحالة 

 )Tباستخدام تعريف ( 

 )لأن (        

 .مستحيلة 2لذلك الحالة 

إلى  Sلذلك فرضنا خاطئ ولذلك لا يوجد أي اقتران شامل من .  بما أن الحالتين مستحيلتين لدينا تناقض

࣪ሺSሻ  . ࣪ولهذاሺSሻ ليست مكافئة لـ S .                                                                                    

 

 .ሺSሻ࣪مجموعة جزئية من لمكافئة  Sأي مجموعة فإن  Sإذا آانت   .مساندة 1.1.32أ

 

:fعرِّف الاقتران   .البرهان S→ ࣪ሺSሻ  اقتران تقابل  واضح أن .  لكل  على الشكل

                                  .ሺSሻ࣪من  fሺSሻمكافئة للمجموعة الجزئية  Sلذلك .  ሺSሻ࣪و  Sبين المجموعتين 

 

 .هي مجموعة غير معدودة ሺSሻ࣪أي مجموعة غير منتهية فإن  Sإذا آانت   .تمهيدية 1.1.33أ

 

ليست مكافئة للمجموعة  ሺSሻ࣪، 1.1.31بواسطة نظرية أ.  غير منتهية ሺSሻ࣪غير منتهية فإن  Sبما أن   .البرهان

S. 

وتمهيدية  1.1.32، مساندة أ1.1.11إذا بواسطة تمهيدية أ.  هي غير منتهية معدودة ሺSሻ࣪افرض أن 

       .هي غير معدودة ሺSሻ࣪لذلك .  متكافئة وهذا تناقض ሺSሻ࣪و  Sلذلك .  غير منتهية معدودة S، 1.1.10أ

 

Tyyfy ∉⇐∈ )(

⇐∈TyTyf =)(

{ }xxf =)(Sx∈f
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على آل حال الشكاك يمكن أن يشعر أن المثال .  توضح وجود مجموعات غير معدودة 1.1.33تمهيدية أ

لذلك نختم هذا الجزء بملاحظة أن المجموعات المهمة والمألوفة هي غير .  مخترع أو موضوع بطريقة احتيالية

 .معدودة

 

 .ليستت معدودة] 1,2(مجموعة آل الأعداد الحقيقية في الفترة نصف المفتوحة   .مساندة 1.1.34أ

 

 .لا يمكن وضعها بقائمة] 1,2(سوف نبين أن مجموعة الأعداد الحقيقية في   .البرهان

Lاجعل  ൌ ሼrଵ, rଶ, … , r୬, … ሽ  1,2(أي مجموعة من الأعداد الحقيقية آل منهم يقع في المجموعة  .[

 أآتب صيغهم العشرية على الشكل

 

 ،n∈Գ حيث لكل المعرَّف على الشكل  تأمل العدد الحقيقي 

 

ولهذا لا نستطيع .  Lلا تظهر في أي مكان في القائمة  لذلك .  n∈Գلكل  ولذلك  واضح أن 

 .                                               ةأي أن هذه المجموعة غير معدود ]1,2(ترقيم آل الأعداد الحقيقية في 

 

 .المكونة من آل الأعداد الحقيقية هي غير معدودة Թالمجموعة   .نظرية 1.1.35أ

 

معدودة ] 1,2(مجموعة آل الأعداد الحقيقية في  1.1.11إذاً بواسطة تمهيدية أ.  معدودة Թافرض أن   .البرهان

                                                                          .غير معدودة Թلذلك  1.1.34مما يناقض مساندة أ
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 .المكونة من آل الأعداد غير النسبية هي غير معدودة ॴالمجموعة   .نتيجة 1.1.36أ

 

 Թ، 1.1.15أبواسطة تمهيدية .  Էو ॴهي اتحاد مجموعتين معدودتين  Թفإن .  معدودة ॴافرض أن   .البرهان

                                                                                   .غير معدودة ॴلذلك .  معدودة وهذا تناقض

 .نحصل على النتيجة التالية 1.1.36أباستخدام برهان مشابه لذلك الذي في نتيجة 

 

                                                         .مجموعة آل الأعداد المبهمة هي غير معدودة  .نتيجة 1.1.37أ

 

 Cardinal Numbers    الأعداد الأصلية 1.2أ

في الجزء الماضي عرَّفنا غير المنتهي المعدود وغير المعدود واقترحنا بدون توضيح ماذا يمكن أن يقصد 

" أآبر" لتوضيح ماذا نعني بـ.  المعدودةمن المجموعات غير المنتهية " أآبر"بأن المجموعات غير المعدودة 

 .سوف نحتاج إلى النظرية التالية

 ].Halmos ]96شرحنا يعتمد على ذلك الموجود في آتاب 

 

مكافئة لمجموعة  Sإذا آانت .  مجموعات Tو  Sلتكن ) Cantor-Schröder-Bernstein( نظرية 1.2.1أ

 . T مكافئة لـ Sفإن  Sمكافئة لمجموعة جزئية من  Tو  Tجزئية من 

 

 و  ليكن .  منفصلتين Tو  Sبدون فقدان التعميم نستطيع أن نفرض أن   .البرهان

 .Tإلى  Sمطلوب منا أن نجد اقتران تماثل من .  اقترانين واحداً لواحد

 منحدر من الأصلهو  و  العنصر ) parent( أصلهو  نقول أن العنصر 

)descendant (  . يملك متتالية غير  آل .  منحدر من الأصل  و  هو أصل  آذلك

TSf →:STg →:

s)(sf)(sf

st)(tg)(tgtSs∈
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نقول أن آل حد في هذه .  ، وهكذا،  ، : منتهية من المنحدرات من أصول

 .لكل الحدود التي تتبعه في المتتالية) ancestor( سلفالمتتالية هو 

 :التالية يجب أن يحدثإذا تتبعنا أسلافه إلى الخلف بقدر الإمكان أحد الأشياء الثلاثة .  الآن اجعل 

)i(  قائمة آل السلف هي منتهية وتتوقف عند نقطة فيS لا تملك سلف. 

)ii(  قائمة آل السلف هي منتهية وتتوقف عند نقطة فيT لا تملك سلف. 

)iii( قائمة آل السلف هي غير منتهية. 

بالإضافة إلى آل  هي المجموعة  SSأي أن  Sهي مجموعة العناصر التي تنشأ في  SSلتكن 

هي مجموعة آل  STأي أن  Tهي مجموعة آل العناصر التي تنشأ في  STلتكن .  Sات من أصولها في المنحدر

التي ليس لها  Sهي مجموعة آل العناصر في  ∞Sلتكن .  المنحدرة من أصول في  Sالعناصر في 

هي اتحاد ثلاث  Tبنفس الأسلوب  ∞Sو  SS،STهي اتحاد ثلاث مجموعات منفصلة  Sفإن .  أصول أو سلف

 .∞Tو  TT،TSمجموعات منفصلة 

 .TSإلى  SSهو اقتران تقابل من  SSعلى  واضح أن تقييد الاقتران 

هو  STعلى  واضح أن تقييد .  إلى  Tمن  هو الاقتران النظير للاقترن  الآن ليكن 

 .TTإلى  STاقتران تقابل من 

 .∞Tإلى  ∞Sهو اقتران تقابل من  ∞Sعلى  أخيراً تقييد 

 على الشكل  عرِّف 

 

                                                        .T  مكافئة لـ Sلذلك .  Tإلى  Sهو اقتران تقابل من  إذاً 

 ".عدد أصلي"عملنا القادم هو أن نعرِّف ماذا نعني بـ
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 :إذا آانت تحقق الشروط" Cardinal number" عدد أصليمن المجموعات تسمى  العائلة   .تعاريف 1.2.2أ

)i ( لتكنS  وT إذا آانت .  مجموعاتS  وT  فإن  فيS~T. 

)ii ( و  في  إذا آانت .  مجموعات و  لتكنB~A  في  فإن. 

 .فإننا نكتب  مجموعة في  عدد أصلي و  إذا آانت 

 

العدد الأصلي يعرَّف آعائلة من .  ةغريب اظهر بأنهتيمكن بالنظرة الأولى أن  1.2.2تعاريف أ

 :لذلك دعنا ننظر إلى الزوج التالي من الحالات الخاصة.  المجموعات

هو عائلة آل  2؛ العدد الأصلي مجموعة تحوي عنصرين نكتب  إذا آانت 

 .أي عائلة آل المجموعات التي تحوي عنصرين المجموعات المكافئة للمجموعة 

هو عائلة  Յفي هذه الحالة العدد الأصلي  غير منتهية معدودة فإننا نكتب  Sإذا آانت 

 .Գ آل المجموعات المكافئة لـ

 .إذا وفقط إذا آان   T مكافئة لـ Sفإن .  مجموعات Tو  Sلتكن 

 

العدد الأصلي للمجموعة .  card Թ=  ࣷ أي أن ࣷيرمز له بالرمز  Թالعدد الأصلي للمجموعة   .تعاريف 1.2.3أ

Գ  يرمز له بالرمزՅ. 

 

 .الآن نعرِّف ترتيب الأعداد الأصلية

 

، أي أن يسمى أقل أو يساوي  فإن العدد الأصلي .  أعداد أصلية و  لتكن   .تعاريف 1.2.4أ

.  Tتكافئ مجموعة جزئية من  Sو  ، بحيث  Tو  S، إذا وجد مجموعات 

 .و  ، إذا آان m൏n، أي أن تسمى أقل ولا يساوي  بالإضافة لذلك، العدد الأصلي 

 

ℵ

ℵ

ABAℵBℵ

ℵAℵℵ=Acard 

A2 =Acard

{ }2,1

oScard ℵ= 

TcardScard   =

mnmn

nm ≤mScard = nTcard = 

mnnm ≤nm ≠
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فإننا  Գ ليست مكافئة لـ Թو  Յ  =card Գو  card Թ=  ࣷآمجموعة جزئية،  Գتملك  Թبما أن 

 .مباشرة نستنتج النتيجة التالية

Յ  .تمهيدية 1.2.5أ ൏ ܿ.                                                                                                    

 

الذي  ሺSሻ࣪ليست مكافئة للعائلة  Sو  ሺSሻ࣪مكافئة لمجموعة جزئية من  S  ،Sنعرف آذلك أن لأي مجموعة 

 .منه نحصل على النتيجة التالية

                                                           .S ،  ࣪ሺSሻ card S ൏ cardلأي مجموعة   .نظرية 1.2.6أ

 

 .Cantor-Schröder-Bernsteinالتالي هو إعادة آتابة لنظرية 

 

                         .فإن  و  إذا آانت .  أعداد أصلية و  لكن   .نظرية 1.2.7أ

 

 

 :هذا واضح من حقيقة أن.  يوجد عدد غير منتهي من الأعداد الأصلية غير المنتهيةنلاحظ أنه   .ملاحظة 1.2.8أ

)                         (*   Յ ൌ card Գ ൏ card ࣪ሺԳሻ ൏ ൫࣪ሺԳሻ൯࣪ ݀ݎܽܿ ൏                    ڮ

 .1.2.6النتيجة التالية هي نتيجة مباشرة لنظرية أ

 

                                                                                     .لا يوجد أآبر عدد أصلي  .نتيجة 1.2.9أ

 

من العناصر، من  تملك  ሺSሻ࣪من العناصر فإن  مجموعة منتهية تملك  Sملاحظاً أنه إذا آانت 

 .الطبيعي أن نقدم الرمز التالي

mnnm ≤mn ≤nm =

nn2
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 .2Յ يرمز له بالرمز ሺSሻ࣪فإن العدد الأصلي للعائلة  Յتملك عدد أصلي  Sإذا آانت   .تعريف 1.2.10أ

 

 أعلاه على الشكل (*) لذلك نستطيع إعادة آتابة 

    (**)Յ ൏ 2Յబ  ൏ 2ଶՅబ ൏ 2ଶమՅబ
൏  ڮ

 عندما ننظر إلى هذه المتتالية من الأعداد الأصلية هناك عدد من الأسئلة تظهر وتشمل

 هو أصغر عدد أصلي غير منتهي؟ Յهل ) 1(

 تساوي واحد من الأعداد الأصلية في هذه القائمة؟ ࣷهل ) 2(

 ولا يساويهما؟ و  Յهل هناك أي عدد أصلي يقع بين ) 3(

في الحقيقة تحتاج إلى نظرة حذرة ومتعمقة في .  ليس من السهل إجابتهم) 3(و ) 1(هذه الأسئلة وخاصة 

على الرغم  .نظرية المجموعات ليس من الممكن في هذا الملحق ان نناقش خواص. خواص نظرية المجموعات

 .من ذلك سوف نشير إلى الأسئلة أعلاه لاحقاً في هذا الملحق

 .نختم هذا الجزء بمطابقة الأعداد الأصلية لبعض المجموعات المألوفة

 فإن .  a൏b أعداد حقيقية حيث bو  aلتكن   .مساندة 1.2.11أ

)i (ሾ0,1ሿ~ሾa, bሿ 

)ii (ሺ0,1ሻ~ሺa, bሻ 

)iii (ሺ0,1ሻ~ሺ1,∞ሻ 

)iv (ሺെ∞, െ1ሻ~ሺെ2, െ1ሻ 

)v (ሺ1,∞ሻ~ሺ1,2ሻ 

)vi (Թ~ሺെ2,2ሻ 

)vii (Թ~ሺa, bሻ 

oℵ2
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.  إلى  يعرِّف اقتران تماثل من  تبرهن بملاحظة أن ) i(  .برهان مختصر

)ii (و)iii( تثبت بنفس الأسلوب بإيجاد الاقترانات المناسبة  .)iv(  تثبت باستخدام)iii(  و)ii(  .)v ( تنتج من

)iv)  .(vi ( تنتج من)iv ( و)v ( بملاحظة أنԹ  و  ، هي اتحاد المجموعات  المنفصلة

)  .vii ( تنتج من)vi (و)ii.(                                                                                          

بحيث  Թأي مجموعة جزئية من  Sإذا آانت .  a൏b أعداد حقيقية حيث bو  aلتكن   .تمهيدية 1.2.12أ

 .بشكل خاص .  card S=  ࣷفإن  

 لاحظ أن  1.2.11باستخدام مساندة أ  .البرهان

 Թ card (a,b) ≤ card [a,b] ≤ card   =card Թ 

Թلذلك  ൌ ࣷ card (a,b) = card [a,b] = card                                                                  

Թଶ هي مجموعة آل النقاط في الفضاء الإقليدي فإن Թଶإذا آانت   .تمهيدية 1.2.13أ ൌ ࣷ card. 

ومن السهولة إثبات أنه  مكافئة للفترة نصف المفتوحة  Թ، 1.2.12باستخدام تمهيدية أ  .برهان مختصر

 .~ (1 ,0] × (1 ,0] (1 ,0] يكفي إثبات أن

هو اقتران واحد  فإن .  هي النقطة  بواسطة  عرِّف 

 .ولذلك  إلى  لواحد من 

 من  يكفي أن نجد اقتران واحد لواحد  Cantor-Schröder-Bernsteinباستخدام نظرية 

 عرِّف.  إلى 

. 

يملك تعبير عشري وحيد لا ينتهي بـ  لأن آل عدد حقيقي في (معرَّف حسناً  واضح أن 

 .وهو واحد لواحد وهذا يكمل البرهان 

 

 

 

 

bxaxf +=)(]1,0[],[ ba

)1,( −−∞]1,1[−

),1( ∞

Sba ⊆),(ccardcard == b][a, b)(a, 

)1,0[

)1,0[)1,0[)1,0[: ×→f)(xf)0,(xf

)1,0[)1,0[)1,0[ ×[0,1)[0,1) [0,1) ×≤= cardcardc

g)1,0[)1,0[ ×

)1,0[

( ) ......,.0.......0 ...,....0( 22112121 nnnn babababbbaaag =

g)1,0[

...9...99(
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 Cardinal Arithmetic    الحساب الأصلي  1.3أ

بالتأآيد عندما تكون الأعداد الأصلية منتهية هذا التعريف يتفق مع جمع .  نبدأ مع تعريف جمع الأعداد الأصلية

 .الأعداد المنتهية

و  بحيث  و  أي أعداد أصلية واختار مجموعات منفصلة  و  لتكن   .تعريف 1.3.1أ

 .ويساوي  يرمز له بالرمز  و  فإن مجموع الأعداد الأصلية .  

و  قبل معرفة أن التعريف أعلاه له معنى وبشكل خاص لا يعتمد على اختيار المجموعات   .ملاحظة 1.3.2أ

مجموعات منفصلة بحيث  و   و مجموعات منفصلة و  ، من الضروري أن نثبت أنه إذا آانت 

أي أن  فإن  و  

                                      .هذا عمل مباشر ولذلك يترك آتمرين.  

 :و  ، لأي أعداد أصلية   .تمهيدية 1.3.3أ

)i  (؛ 

)ii (؛ 

)iii (؛ 

)iv ( فإن  إذا آانت 

                                                                                                                  .تمرين  .البرهان

 .تمهيدية 1.3.4أ

)i (؛ 

)ii (؛ 

)iii (؛ 

)iv ( و  ، لأي عدد أصلي منتهي. 

αβABα=Acard 

β=Bcard αββα +)( BAcard ∪

A

B1A1BAB

1  AcardAcard =1 B Bcardcard =11~ BABA ∪∪

)( )( 11 BAcardBAcard ∪=∪

αβγ

αββα +=+

γβαγβα ++=++ )()(

αα =+ 0

βα ≤γβγα +≤+.

ooo ℵ=ℵ+ℵ

cc o =ℵ+

ccc =+

noon ℵ=ℵ+ccn =+
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 .البرهان

)i(  2- ،2 ،1-،1الترتيب،...، n،-n، ... يبين أن اتحاد المجموعتين غير المنتهيتين

 .ومجموعة الأعداد الصحيحة السالبة هي مجموعة غير منتهية معدودة Գالمعدودتين 

)ii(  [1- ,2-]ملاحظاً أن∪Գ ك Թنرى أن ، 

                   Թ ൌ ࣷ card [-2, -1] + card Գ ≤ card. 

 لذلك

≤ࣷ ࣷ ൌcard [-2, -1] ≤ card ([-2, -1]∪ Գ) = card [-2, -1] + card Գ  = ࣷ  Յ0 

)iii(  ࣷلاحظ أن  ࣷ  ࣷ ൌ ,൫ሺ0 ݀ݎܽܿ 1ሻڂሺ1, 2ሻ൯  Թ݀ݎܽܿ ൌ  ، والذي منهࣷ 

 .تنتج النتيجة المطلوبة

)iv(  والذي منه و  لاحظ أن ،

                                                                                          .النتيجة تتبع

 .نعرِّف ضرب الأعداد الأصليةالآن 

 بحيث  و  اختار مجموعات منفصلة .  أي أعداد أصلية و  لتكن   .تعريف 1.3.5أ

 .ويساوي  يرمز له بالرمز  و  فإن ضرب العددين .  و 

لا  أن  1.3.5آما في حالة جمع الأعداد الأصلية من الضروري ولكنه روتيني أن نختبر في تعريف أ

 .و  يعتمد على اختيار محدد للمجموعات 

 و  ، لأي أعداد أصلية   .تمهيدية 1.3.6أ

)i (؛ 

)ii (؛ 

)iii (؛ 

)iv (؛ 

ooooo n ℵ=ℵ+ℵ≤ℵ+≤ℵccccnc =+≤+≤

αβABα=Acard 

β=Bcard  αβαβ)( BAcard ×

αβ

AB

αβγ

βααβ =

γαββγα )()( =

αα =.1

0.0 =α
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)v (؛ 

)vi ( لأي عدد أصلي منتهيn، = nα α +α + +...α )n ؛)من المرات 

)vii ( اذا آانتα ≤ β  فإنαγ ≤ βγ. 

 .                                                                                                                  تمرين .البرهان

 .تمهيدية 1.3.7أ

)i (ՅՅ ൌ  Յ 

)ii (ࣷࣷ ൌ  ࣷ 

)iii (ࣷՅ0 ൌ ࣷ 

)iv ( لأي عدد أصلي منتهيn , ݊Յ ൌ  Յ  ࣷ݊و ൌ  ࣷ. 

لاحظ أن ) iii(لرؤية  1.2.13تتبع من تمهيدية أ) ii(في حين أن  1.1.16تمهيدية أتتبع من ) i(  .برهان مختصر

                                                              .هو آذلك مباشر )iv(برهان .  

 و  الخطوة التالية في حساب الأعداد الأصلية هو تعريف أسس الأعداد الأصلية أي إذا آانت 

 .أعداد أصلية فإننا نرغب في تعريف 

و  مجموعات بحيث  و  أعداد أصلية و  و  لتكن   .تعاريف 1.3.8أ

 بالإضافة لذلك، .  يرمز لها بالرمز  إلى  من  مجموعة آل الاقترانات .  

 .تُعرَّف لتكون 

 

.  و  لا تعتمد على اختيار المجموعات  مرة أخرى نحتاج أن تختبر أن التعريف معقول أي أن 

مجموعة تحوي  من العناصر و مجموعة تحوي  أعداد أصلية منتهية،  و  آذلك نختبر إذا آانت 

 .إلى  من الاقترانات المختلفة من  من العناصر فإنه يوجد بالضبط  

 مجموعة بحيث  عدد أصلي و إذا آانت : آذلك نحتاج أن نذآر أمراً آخر له علاقة

هي العدد الأصلي لمجموعة آل الاقترانات من  التعريف أعلاه يقول أن .  تعريفين مختلفين لـفإن لدينا 
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 لتكون عرِّف ي 1.2.10على الجانب الآخر تعريف أ.  إلى المجموعة التي تحتوي عنصرين  

فإن .  ليكن .  ሻܣሺ࣪إلى  من  يكفي أن نجد اقتران تماثل .  ሻሻܣሺ࣪ሺ ݀ݎܽܿ

 .اقتران تماثل تُرك آتمرين إثبان أن .  عرِّف .  

 

 :و  ، لأي أعداد أصلية   .تمهيدية 1.3.9أ

)i (؛ 

)ii (؛ 

)iii (؛ 

)iv (  ؛تعطي 

)v (  تعطي. 

                                                                                                                  .تمرين  .البرهان

نحن الآن في موضع نستطيع فيه الإجابة عن السؤال الثاني من .  طرحنا ثلاثة أسئلة 1.2.10بعد تعريف أ

 .هذه الأسئلة

 .  .مساندة 1.3.10أ

ԳԳ ݀ݎܽܿلاحظ أن   .البرهان ൌ  Յ
Յబ   ݂بما أن الاقتران .  و: ሺ0, 1ሻ ՜  ԳԳ  المعطى

 .هو واحد لواحد ينتج أن  على الشكل 

من  لإعمال البرهان يكفي أن تجد اقتران واحد لواحد  Cantor-Schröder-Bernsteinبواسطة نظرية 

ԳԳ  هو أي عنصر في  إذا آان .  إلىԳԳ  ܽفإن آل א Գ  ولذلك نستطيع أن نكتب

ܯحيث لبعض   א Գ  ،، لكل ݊  على سبيل المثال [ ܯ

حيث  و  ، ، فإن  ولذلك إذا آانت  

݊  ܯ ൌ  على الشكل عرِّف الاقتران .  3
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 .)1.1.13قارن هذا مع برهان مساندة أ(

                                                                  .هو واحد لواحد مما يكمل البرهان واضح أن 

 .Georg Cantorالآن نذآر نتيجة جميلة أثبتت أولاً بواسطة 

 

 .  .نظرية 1.3.11أ

لعمل .  لذلك يجب أن نثبت أن .  1.3.10، بواسطة مساندة أأولاً لاحظ أن   .البرهان

,ሼ0 إلى من المجموعة  ذلك يكفي أن نجد اقتران واحد لواحد  1ሽԳ  . يملك  في  آل عنصر

 .1أو  0تساوي  ، حيث آل تمثيل ثنائي 

 ؛1التمثيل الثنائي وحيد ما عدا التمثيلات التي تنتهي بسلسلة من الرقم 

. 

لين ذلك على سلسلة من ضالتمثيل مع سلسلة من الأصفار مف مشترطين أن في آل مثل هذه الحالات نختار

:݂نعرِّف الاقتران .  هو وحيد ، تمثيل الأرقام في 1الرقم  ሾ0, 1ሻ ՜  ሼ0, 1ሽԳ  الذي يصور 

:ሻݔሺ݂إلى الاقتران  Գ ՜ ሼ0, 1ሽ   المعطى على الشكل ،݊ א Գ  . واحد لواحد  لرؤية أن

݉لبعض  إذاً .  حيث  في  و  تأمل أي  א Գ  . لذلك

:ሻݔሺ݂لذلك الاقترانين .   Գ ՜ ሼ0, 1ሽ   ݂وሺݕሻ: Գ ՜ ሼ0, 1ሽ   غير

في الواقع واحد لواحد آما هو  ، ينتج أن في ) غير متساويين(عشوائيين  و  متساويين وبما أن 

                                                                                                                             .مطلوب

 .فإن  عدد أصلي بحيث  إذا آانت   .نتيجة 1.3.12أ

 

                                    .لاحظ أن   .البرهان
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 Topology Personalitiesشخصيات تبولوجية : 2ملحق 

 

 المصدر للمادة الموجودة في هذا الملحق هو

[206] The Mac Tutor History of Mathematics Archive  [30]و Bourbaki  . آل المعلومات في

هذا الجزء يجب أن تعالج بأسلوب يدل على الاقتباس من هذه المصادر، على الرغم من ذلك في بعض الحالات 

 .قمت بتعديل بعض الكلمات قليلاً ووضعت هنا فقط المادة التي أعتقد أن لها الصلة بهذا الكتاب

 

 

René Louis Baire 

 1907وفي  Dijonعُيِّن في آلية العلوم في  1905في .  1874 يفي باريس، فرنسا ف René Louis Baireولد 

التقارير على تدريسه .  1932بعد عدة سنوات من المرض ومات في  1925تعب في .  رُفِّع إلى أستاذ في التحليل

البعض وصف محاضراته بأنها واضحة جداً ولكن آخرين ادعوا بأن : "آانت مختلفة، يمكن بسبب حالته الصحية

 ".تعلموه آان صعباً جداً ويعتمد على قدرة الإنسان على الاستيعابما 

 

 

Stefan Banach 

 Lvovأعطى محاضرات في جامعة .  1892في بولندا في  Ostrowskoفي أوستروسكو  Stefan Banachولد 

Technical  في .  قترانيفي المكان الذي أآمل فيه الدآتوراة حيث آان له دور في مولد التحليل الا 1920من عام

.  Fréchetابتدع بواسطة " فضاء بناخ"الاسم .  عرِّف ما يعرف اليوم بفضاء بناخ 1920أطروحته المكتوبة في 

بالإضافة لاستمراره بإنتاج الأبحاث المهمة آتب آتباً دراسية في الحساب، .  رفِّع إلى رتبة أستاذ 1924في 

تستخدم مفاهيم نظرية المجموعات  1929نات بناخ المفتوحة في نظرية اقترا.  الهندسة والجبر للمدارس الثانوية

ظهر في بحث مشترك  Banach-Tarskiتناقض .  1899في أطروحته عام  Baireالتي وضعت بواسطة 
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حيث آان  Fundamenta Mathematicaeفي المجلة  1926في ) Alfred Tarskiو  Banach(للرياضيين 

 عنوان البحث

Sur la decomposition des ensembles de points en partiens respectivement congruent. 

التناقض المحيِّر بين أن الكرة يمكن أن تقسم إلى مجموعات جزئية يمكن تثبيتها معاً لعمل آرتين آل 

ن وحقيقة أنه يمكن أ) التوزيع إلى أجزاء(مسلمة الاختيار ضرورية لتعريف التحليل .  منهما مطابق للكرة الأولى

آان  Banach-Tarskiتناقض .  نعطي مثل هذه النتيجة غير المتوقعة يجعل بعض الأسئلة الرياضية تظهر

 Hugoبدأ مع  1929في .  مساهمة رئيسية للعمل الذي يعمل على مسلمات نظرية المجموعات في ذلك الوقت

Dyonizy Steinhaus  بمجلةStudia Mathematica  وآانBanach  وSteinhaus لمحرر الأول لهذه هم ا

الطريقة .  سياسة التحرير آانت تسليط الضوء على البحث في التحليل الاقتراني والمواضيع ذاتالعلاقة.  المجلة

 Lvov  .Stanislawأحب أن يجري البحث الرياضي مع رفقائه في .  آانت غير عادية  Banachالتي عمل بها

Ulam  يذآر عدة جلسات فيLovov ) [151]انظر Mauldin" :(أو التغلب على  تمن الصعب مجاراBanach 

في اليوم التالي .  بدون حلول حتى بعد عدة ساعات من التفكير ةناقشنا مسائل صعبة وعاد.  لجلساتخلال هذه ا

، قبل بداية الحرب 1939في ".  يظهر مع عدة أوراق صغيرة تحوي خطوط عريضة لبراهين أتمها Banachآان 

في شهر حزيران  Lvov الاحتلال النازي لـ.  آرئيس للجمعية الرياضية البولندية Banachختير العالمية الثانية ا

عمل بناخ في تغذية القمل بقانون  1941نحو نهاية عام .  يعيش تحت ظروف صعبة جداً Banachجعل  1941

حتى  Lvov لاحتلال النازي لـتغذية القمل آان عمله خلال الوقت المتبقي ل.  ألمانيا متعاملاً مع الأمراض المعدية

 .1945توفي بناخ في .  1944تموز 

 

 

Luitzen Egbertus Jan Brouwer 

عندما آان في مرحلة البكالوريوس .  في روتردام في هولندا 1881في  Luitzen Egbertus Jan Brouwerولد 

حصل على .  في جامعة أمستردام أثبت نتائج رئيسية على الحرآات المتصلة في الفضاءات ذات الأربعة أبعاد

وعملت مساهمة رئيسية في  1907نشرت في  Brouwer أطروحة الدآتوراة لـ.  1904درجة الماجستير في 

المتعلقة بالأساسات المنطقية  Jules Henri Poincaréو  Bertrand Russellة بين المحاورة المستمر

جهداً آبيراً جداً في  Brouwerوضع .  بسرعة أن أفكاره الفلسفية أثارت الخلاف Brouwerوجد .  للرياضيات

ترحت في التي اق David Hilbertدراسة مسائل مختلفة التي هاجم فيها بسبب أنها ظهرت في قائمة مسائل 

الخامسة  Hilbertهاجم مسألة  Brouwerبشكل خاص .  1900آونجرس باريس الدولي لعلماء الرياضيات في 

عن الأساس  1908خاطب الكونجرس الدولي لعلماء الرياضيات في روما في .  المتعلقة بنظرية زمر لي

 .التبولوجي لزمر لي
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وفي نفس السنة أشير إليه بالأستاذ الاستثنائي لنظرية  1912للأآاديمية الملكية للعلوم في  Brouwerاختير 

 .1951المجموعات، نظرية الاقترانات والبديهيات في جامعة أمستردام واحتفظ بهذا المرآز حتى تقاعد في 

Bartel Leendert van der Waerdn  آتب عن  1923إلى  1919الذي درس في أمستردام منBrouwer 

جاء فقط مرة في ).  Laren(لإعطاء فصوله لكنه عاش في لارن ] الجامعةإلى [جاء  Brouwer: آمحاضر

... استثناء ولكن جعل له -هو آان يجب أن يعيش في أمستردام –يَسمح له  أن عموماً ذلك ما آان يمكن.  الأسبوع

يقول أن قبل درس الأسبوع اللاحق مساعده جاء إلي ل.  ه خلال المحاضرة لأسأله سؤالاًفي أحد المرات قاطعت

Brouwer هو فقط لا يريد الأسئلة لأنه دائماً ينظر إلى السبورة ولا .  لا يريد أسئلة تطرح عليه في المحاضرة

على الرغم من أن مساهماته البحثية الأآثر أهمية آانت في التبولوجيا إلا أنه لم يعط أي مواد .  ينظر إلى الطلاب

بدا أنه لم يكن مقتنعاً إلى حد بعيد بنتائجه .  لق فقط بالحدسية أو البديهيةفي التبولوجيا، ولكن دائماً يعطي مواد تتع

في التبولوجيا بسبب أنها آانت غير صحيحة من الناحية الحدسية، وحاآم آل شيء عمله قبل ذلك، وآانت نتيجته 

في التبولوجيا  آان مساهماً آبيراً Brouwerآما هو مذآور في هذا التقرير، .  العظمى، خاطئ طبقاً لفلسفته

.  1913و  1909عمل تقريباً آل عمله في التبولوجيا مبكراً في مهنته بين .  ويعتبر من قبل الكثير أنه مؤسسها

نظريته الأولى في النقطة .  اآتشف وصف الاقترانات التبولوجية لفضاء الضرب وعدد من نظريات النقطة الثابتة

ة للتوجيه المتصلة والواحدة لواحد التي تصور الكرة لنفسها هي دائماً الثابتة، التي بينت أن الاقترانات الحافظ

، 2المثبت أصلاً للكرة في البعد .  الخامسة Hilbertتثبت على الأقل نقطة واحدة، نتجت من بحثه على مسألة 

Brouwer م النتيجة للكرات في الأبعاد مفيما بعد عn  .نائية آانت نتيجة أخرى من النتائج ذات الأهمية الاستث

آذلك طور طرقاً  Brouwerبالإضافة إلى إثبات نظريات مهمة جداً في التبولوجيا، .  إثبات ثبات البعد التبولوجي

بشكل خاص استعمل التقريب البسيط الذي قرب الاقترانات .  أصبحت طرقاً قياسية ورئيسية في الموضوع

 nالاقتران، عمم نظرية منحنى جوردان إلى فضاء بعدة قدم آذلك فكرة درجة .  المتصلة باقترانات خطية متقطعة

لا يحاضر عن  Brouwerفي الاقتباس أعلاه قال بأن  Van der Waerdn.  1913وعرَّف فضاءات تبولوجية في 

معروف جيداً للعديد من  Brouwerفي الحقيقة .  نتائجه التبولوجية الخاصة لأنها لا تتلاءم مع الحدس الرياضي

معروف جيداً للعديد منعلماء  Brouwerفي الحقيقة .  يات آمؤسس لمذهب الحدس الرياضيعلماء الرياض

الرياضيات آمؤسس لمذهب الحدس الرياضي الذي يظهر الرياضيات آصياغة تراآيب عقلية محكومة بقوانين 

هاجمت  1907أطروحته للدآتوراة في .  Russellومنطقية  Hilbertاختلف مذهبه جوهرياً عن شكلية .  واضحة

المعنون عدم الثقة بالمبادئ  1908الأساس المنطقي للرياضيات وعملت البداية للمدرسة الحدسية في بحثه عام 

رفض في البراهين الرياضية مبدأ المنتصف المستثنى الذي يقول أن أي عبارة رياضية إما  Brouwerالمنطقية، 

.  ات طُوِّرت بدون استعمال مبدأ المتصف المستثنىنشر نظرية مجموع 1918في .  أن تكون صحيحة أو خاطئة

لقد آان نشيطاً وأسس مجلة جديدة وأصبح المحرر المؤسس .  1932لقد جعل فارس في طلب الأسد الهولندي في 

آان  Brouwerأثناء الحرب العالمية الثانية .  1934التي بدأت النشر في  Compositio Mathematicaلمجلة 

بعد التقاعد في .  المقاومة الهولندية وبشكل خاص دعم الطلاب اليهود أثناء هذه الفترة الصعبةنشيطاً في مساعدة 

1951 ،Brouwer  وعلى  1962في .  1953والولايات المتحدة وآندا في  1952حاضر في جنوب أفريقيا في

في  1966مات في ).  Montana(الرغم من أنه آان في الثمانين من عمره فقد عرض عليه منصب في مونتانا 

 .بلاريكم في هولندا نتيجة لحادث مرور
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Maurice Fréchet 

في ) انظر الفصل السابع(ووضع مفاهيم الفضاء المتري والتراص  1878في فرنسا في  Maurice Fréchetولد 

.  1948-1928حصل على مراآز في عدد من الجامعات من ضمنها جامعة باريس من .  1906أطروحته في 

 .1973مات في .  بحثه تضمن مساهمات مهمة في التبولوجيا، الاحتمالات والإحصاء

 

Felix Hausdorff 

 

 

 

 

 



270 
 

 

 

لقد عمل عملاً .  Felix Hausdorffأحد العلماء البارزين في الرياضيات للنصف الأول من القرن العشرين آان 

ولد في .  تحليل الاقتراني ونظرية المجموعاترائداً في وضع أرضية في التبولوجيا، الفضاءات المترية، ال

Breslau  الآن  –في ألمانياWrocław تخرج من، وعمل في، جامعة .  1868في  –، بولنداLeipzig  1910حتى 

آيهودي أجبر لترك موقعه الأآاديمي هناك من قبل قوانين  1935في .  عندما قبل دآتور آرسي في جامعة بون

واصل إجراء البحث في الرياضيات لعدة سنوات ولكنه فقط يتمكن من نشر أبحاثه خارج .  نوريمبيرج النازية

 .أبلغ بأنه يجب عليه الذهاب إلى حجز المعسكر ولكن بدلاً من ذلك انتحر هو وزوجته وأخته 1942في .  ألمانيا

 

Wactaw Sierpiński 

بعد خمسون عاماً من .  الآن بولندا –في وارسو، الإمبراطورية الروسية  1882في  Wactaw Sierpińskiولد 

للوراء إلى المسائل التي آانت عنده مثل القطب الذي يأخذ درجته  Sierpińskiتخرجه من جامعة وارسو، نظر 

آل  ...أن نحضر محاضرة سنوية عن اللغة الروسيةآان يجب علينا : ...وذلك آان في وقت الاحتلال الروسي

... أنا لم أجب أي سؤال . ...واحد من الطلبة آانت لديه مسألة شرف أن تكون عنده اسوأ النتائج في هذا الموضوع

امتحاناتي ولكن قارئ النتائج قال بأن يجب أن آخذ امتحان  نجحت بكل... على علامة غير مرضيةوأنا حصلت 

أنا قاطعته قائلاً ... إعادة وما عدا ذلك فإنني لن أآون قادراً على الحصول على درجة مرشح في علم الرياضيات

بأن هذه ستكون الحالة الأولى في جامعتنا بأن يحصل شخص على علامات ممتازة في آل المواضيع ولديه قبول 

طالب "روحته وميدالية ذهبية ولا يحصل على درجة مرشح في علم الرياضيات ولكن درجة أدنى، درجة لأط

.  وذلك بسبب علامة واحدة منخفضة في اللغة الروسية) بغرابة تلك آانت ما يدعى الدرجة الأدنى" (حقيقي

Sierpiński  حتى يتمكن من الحصول " جيد"آان محظوظاً لأن معلن النتائج غير علامته في اللغة الروسية إلى

على .  وعمل آمعلم مدرسة للرياضيات والفيزياء في مدرسة بنات 1904تخرج في  Sierpiński.  على درجته

لدراسة الدآتوراه في جامعة   Krakòvأية حال عندما أغلقت المدرسة بسبب ضربه بهجوم عسكري ذهب إلى 

Jagiellonian  فيKrakòv  .ن في جامعة حصل على الدآتوراه وعيLvov  أصبح  1907في .  1908في

Sierpiński دخل خلال نظرية تقول أن النقاط في المستوى يمكن أن .  للمرة الأولى مولعاً في نظرية المجموعات

.  سائلاً إياه آيف مثل هذه النتيجة أن تكون ممكنة Tadeusz Banachieviczآتب لـ.  تحدد من خلال إحداثي وحيد

أعطى أول مادة  1909دراسة نظرية المجموعات وفي  Sierpińskiبدأ ".  آانتور) "جورج(دة استلم آلمة واح

عندما آان يدرس في  1914إلى  1908خلال السنوات من .  دراسية مخصصة بالكامل لنظرية المجموعات

النسبية هذه الكتب آانت نظرية الأعداد غير .  نشر ثلاثة آتب بالإضافة للعديد من الأبحاث Lvovجامعة 

عندما بدأت الحرب العالمية الأولى في ).  1912(ونظرية الأعداد ) 1912(، خلاصة نظرية المجموعات )1910(

على أية حال .  Viatkaفي  Sierpińskiحُجز .  وعائلته في روسيا Sierpiński، صادف أن يكون 1914



271 
 

Dimitri Feddvovich Egorov  وNikolai Nikolaevich Luzin ه آان قد حُجر فرتبا له لكي يسمح سمعا بأن

دراسة  آمعاً بد.  Luzinبقية سنوات الحرب في موسكو يعمل مع  Sierpińskiأمضى .  له الذهاب إلى موسكو

على أية .  Lvovإلى  Sierpińskiعاد  1918عندما انتهت الحرب العالمية الأولى في .  المجموعات التحليلية

في .  رفع إلى رتبة أستاذ ماآثاً بقية حياته هناك 1919في .  جامعة وارسو بموقع في قبل حال قليلاً بعد ذلك

1920 Sierpiński  مع طالبهStefan Mazurkiewicz  أوجدا المجلة المهمة في الرياضياتFundamenta 

Mathematica  . آانSierpiński من .  محرراً للمجلة التي تخصصت في الأبحاث على نظرية المجموعات

في الغالب بنظرية المجموعات وآذلك التبولوجيا والاقترانات على المتغيرات  Sierpińskiذلك الوقت عمل 

درس منحنى .  في نظرية المجموعات عمل مساهمات مهمة في مسلمة الاختيار وفرضيات الاستمرار.  الحقيقية

Sierpiński  طول المنحنى ".  الفراغ-منحنى مالئ" –الذي يصف ممر مغلق يحوي آل النقاط الداخلية لمربع

زاوية  -نمطين هندسيين –من تلك التي للمربع  12/5مالانهاية في حين المساحة المحصورة بواسطته هي 

Sierpiński  وسجادةSierpiński- واصل .  سُميا بعدهSierpiński  التعاون معLuzin  في دراسة المجموعات

آان له  1921في .  مرتبطاً إلى حد آبير بتطور الرياضيات في بولندا Sierpińskiآان .  التحليلية والإسقاطية

أصبح نائب رئيس جميعة وارسو العلمية وانتخب  1928في .  الشرف بانتخابه عميداً للكلية في جامعة وارسو

الحياة في وارسو تغيرت بشكل مثير بوصول الحرب العالمية  1939ي ف.  رئيساً للجمعية الرياضية البولندية

بالعمل في جامعة وارسو تحت الأرض بينما شغله الرسمي آان آاتب في مكاتب  Sierpińskiاستمر .  الثانية

آل من هذه الأبحاث آانت .  منشوراته استمرت لأنه استطاع إرسال الأبحاث إلى إيطاليا.  المجلس في وارسو

والذي فهم منه آل واحد  Fundamenta Mathematicaبراهين هذه النظريات ستظهر في نشر : ي بالكلماتتنته

تكلم .  أحرق النازيون بيته محطمين مكتبته ورسائله الشخصية 1944بعد انتفاضة ".  بولندا ستبقى"أن 

Sierpiński  م عن طلابه الذين ماتوا تكل.  1945عن الأحداث المأساوية للحرب من خلال محاضرة أعطاها في

آان أستاذ متقاعد .  قتل Stanislaw Ruziewicsواحد من طلابي القدامى يدعى  1941في شهر تموز : بالحرب

أحد أآثر طلابي  1943في .  عالم رياضيات بارز ومعلم ممتاز... Lvovفي  Jan Kazimierzفي جامعة 

جامعة وارسو وأحد الخبراء البارزين في العالم في  آان أستاذ مساعد في.  قُتل Stanislaw Saksالبارزين 

آان أستاذ مساعد في جامعة .  قُتل Adolf Lindenbaumطالب آخر من طلابي آان  1942في ... نظرية التكامل

بعد تسجيل الزملاء الذين قتلوا في الحرب مثل .  وارسو ومؤلف مميز في الأعمال على نظرية المجموعات

Juliusz Pawel ن الذين ماتوا آنتيجة للحرب مثل وآخروSamuel Dickstein  وStanislaw Zaremba  استمر

Sierpiński إنها خسارة .  هكذا أآثر من نصف الرياضيين الذين حاضروا في مدارسنا الأآاديمية قتلوا: بالقول

... عات والتبولوجياآبيرة للرياضيات البولندية التي آانت تطوراً إيجابياً في بعض الحقول مثل نظرية المجمو

بالإضافة إلى الخسائر الشخصية الرياضيات البولندية عانت بسبب الهمجية الألمانية أثناء الحرب وآذلك عانت 

لقد حرقوا مكتبة جامعة وارسو التي تحوي عدة آلاف من المجلدات، المجلات، آتب .  بسبب فقدان المواد

تقريباً آل طبعات مجلة .  ة المعمولة من قبل مؤلفين مختلفينالرياضيات والآلاف من مطبوعات الأعمال الرياضي

Fundamenta Mathematica )32 وعشر أعداد من ) عددMathematical Monograph أحرقت بالكامل  .

المكتبات الخاصة للأساتذة الأربعة في الرياضيات في جامعة وارسو وأيضاً عدد من مخطوطات أعمالهم 

بحثاً  724من المؤلفين المدهشين حيث آتب  Sierpińskiآان .  والكتيبات التي آتبت خلال الحرب أحرقت أيضاً

لكنه واصل إعطاء حلقة دراسية على نظرية الأعداد في  آأستاذ في جامعة وارسو 1960تقاعد في .  آتاباً 50و 
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 Acta Arithmeticaواصل عمله التحريري أيضاً آرئيس تحرير لمجلة .  1967الأآاديمية البولندية للعلوم حتى 

، Rendiconti dei Circolo Matimatico di Palermoوآعضو لجنة تحرير للمجلات  1958الذي بدأه في 

Compositio Mathematica  وZentralblatt für Mathematik  .Andrzej Rotkiewicz الذي آان طالباً لـ  

Sierpiński آان : آتبSierpiński هو يمكن أن يعمل تحت أي شروط... عنده صحة جيدة جداً وطبيعة مبتهجة  .

 .1969في  Sierpińskiمات 
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 المحرآةنظرية الفوضى وأنظمة القوى : 3ملحق 

                Chaos Theory and Dynamical Systems 

 مقدمة

معظم المادة تغطى بطريقة .  في هذا الملحق نعطي مقدار قليل عن أنظمة القوى المحرآة ونظرية الفوضى

إذا لم تدرس تفاضل وتكامل .  بعض أجزاء هذا الملحق يحتاج بعض المعرفة في التفاضل والتكامل.  التمارين

 .ستطيع أن تقفز عن هذا الملحق أو أن تتصفحه فقط آحب استطلاعت

 

 Iterates and Orbits  تكرارات ومدارات 3.1أ

 

الاقترانات .  إلى نفسها، أي أن  Sاقتران من المجموعة  مجموعة و  Sلتكن   .تعريف 3.1.1أ

 :تعرَّف استقرائياً على الشكل... ،،...،،،

 ؛أي أن  يعطى على الشكل  

 ؛أي أن  يعطى على الشكل  

 ؛أي أن  يعطى على الشكل  

 معلوماً فإن وإذا آان 

 .أي أن  يعرَّف على الشكل  

 .للاقتران ) iterate(يسمى تكرار ... ،،...،،،آل من الاقترانات 

 

fSSf →:

1f2f3fnf

SSf →:1)()(1 xfxf =ff =1

SSf →:2( ))()(2 xffxf =fff ο=2

SSf →:3( )))(()(3 xfffxf =23 ffffff οοο ==

1−nf

SSf n →:( ))()( 1 xffxf nn −=1−= nn fff ο

1f2f3fnff
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,݊ ، حيثأن  حظلا ݉ א  Գ. 

،...،،،فإن المتتالية  إذا آانت .  Sإلى  Sاقتران من  ليكن   .تعاريف 3.1.2أ

 .المدار) Seed(تسمى نواة  النقطة .  للنقطة ) orbit(تسمى مدار ... ،

 

 .هناك عدة احتمالات للمدارات، ولكن أآثر الأنواع أهمية هو النقطة الثابتة

 

) fixed point(تسمى نقطة ثابتة  النقطة .  إلى نفسها Sاقتران من المجموعة  ليكن   .تعريف 3.1.3أ

 .إذا آان  للاقتران 

 

Թ ՜ :݂بيانياً نستطيع أن نجد آل النقاط الثابتة لاقتران   .مثال 3.1.4أ  Թ  ببساطة برسم منحنى 

 .عند نقاط التقاطع وفقط عند هذه النقاط يكون لدينا .  ورؤية أين يقطع الخط 

 

 

 

 

                                  .تقريباً هي  النقطة الثابتة للاقتران 

  .مثال 3.1.5أ
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                                                                                 هي  النقطة الثابتة للاقتران 

 3.1تمارين أ

Թ ՜ :݂لتكن الاقترانات  -1  Թ ,݃: Թ ՜  Թ  ݄و: Թ ՜  Թ  معطاة على الشكل ،

 .x∈Թ لكل و  

 .و  احسب ) أ

 .و  احسب ) ب

 .و  احسب ) جـ

 لحساب] على نظام الراديان مع أربع منازل عشرية[استخدم آلتك الحاسبة  إذا آان ) أ  -2

،،،،،،،

 ماذا تلاحظ؟.  ،،،،

، ، ،استخدم آلتك الحاسبة لحساب  إذا آان ) ب

 ماذا تلاحظ؟.  ،،،،،،

Թ ՜ :݄ليكن الاقتران  -3  Թ  لكل  معطى على الشكلx∈Թ. 

 .0.25, 0.5, 1-, 1, 0: لكل من الأنوية التالية احسب المدارات للاقتران 

 .أعلاه 1في تمرين  أوجد آل النقاط الثابتة للاقتران  -4

Թ ՜ :݂ليكن  -5  Թ  أوجد آل النقاط الثابتة للاقتران .  معطى على الشكل. 

 النقاط الثابتة والنقاط الدورية  3.2أ

                                  Fixed Points and Periodic Points 

 eventually(تسمى ثابتة أخيراً  النقطة .  إلى نفسها Sاقتران من المجموعة  ليكن   .تعريف 3.2.1أ

fixed ( هي نقطة ثابتة ليست نقطة ثابتة ولكن نقطة في مدار  إذا آانت. 

Sinxxf =)(ox =

)1()( xxxf −=

xSinxxg   )( =2)( 2 −= xxh

)(1 xf)(2 xf

)(2 xg)1(2g

)(2 xh)(3 xh

xxC  cos)( =

)123(10C)123(20C)123(30C)123(40C)123(50C)123(60C)123(70C

)123(80C)123(90C)123(100C)500(100C)1(100C
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تسمى دورية  فإن النقطة  لتكن .  إلى نفسها S المجموعة اقتران من ليكن   .تعاريف 3.2.2أ

)periodic ( إذا وجد عدد صحيح موجبp  هي أصغر  إذا آانت .  بحيثn∈Գ  بحيث

 .للنقطة ) prime period(تسمى دورة أولية  فإن  

 

تسمى دورية أخيراً  فإن النقطة .  إلى نفسها Sاقتران من المجموعة  ليكن   .تعريف 3.2.3أ

)eventually periodic ( هي دورية ليست نفسها دورية ولكن نقطة في مدار  إذا آانت. 

على آل حال من .  رأينا أن النقاط يمكن أن تكون ثابتة، ثابتة أخيراً، دورية أو دورية أخيراً  .ملاحظة 3.2.3أ

                                                                  .المهم أن تلاحظ أن معظم النقاط ليست في هذه الصفوف

 

 3.2تمارين أ

 .هي نقطة ثابتة أخيراً للاقتران  1-أثبت أن النقطة  -1

Թ ՜ :݂أوجد النقاط الثابتة أخيراً للاقتران  -2  Թ  المعطى على الشكل. 

Թ ՜ :݂إذا آان  -3  Թ  و  ، أثبت أن  معطى على الشكل

 .3هو نقطة دورية مع دورة أولية  0لذلك ... . , 2, 1, 0, 2, 1 ،0هو  0بحيث أن مدار النقطة  

 يملك فقط  فإن مدار  للاقتران  نقطعة دورية مع دورة أولية  أثبت أنه إذا آانت  -4

 .نقطة

بعد ذلك افرض أنه .  من النقاط واستنتج أنه يملك على الأآثر  أولاً أآتب مدار النقطة : مساعدة[

 .]ك دورة تمل واثبت أن هذا يقود إلى تناقض مع آون  من النقاط المختلفة في مدار  يوجد 

Թ ՜ :݂ليكن  -5  Թ  دورية أخيراً 1و  أثبت أن النقاط .  معطى على الشكل. 

Թ ՜ :݂تأمل الاقتران  -6  Թ  المعطى على الشكل. 

fSx∈Sx∈

xxf p =)(m

xxf n =)(mx

fSxo ∈

oxox

2)( xxf =
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)i(  أوجد آل النقاط الثابتة للاقتران. 

)ii(  عدد صحيح فردي ماذا تستطيع أن تتكلم عن مدار  إذا آان. 

)iii(  عدد صحيح زوجي ماذا تستطيع أن تتكلم عن مدار  إذا آان. 

 صور الحالة، نقاط ثابتة جاذبة ونقاط ثابتة صادة 3.3أ

Phase Portraits, Attracting and Repelling Fixed Points 

مثل هذه العمليات تشمل على سبيل المثال .  نرغب في دراسة أنظمة القوى المحرآة التي هي عمليات في الحرآة

البعض حتى يشعر بأن .  الكواآب ولكن أنظمة أخرى تطبق عليها هذه النظرية تشمل الطقس ونمو السكان حرآة

 .دراسة أنظمة القوى المحرآة سوف تساعدنا لفهم حرآات السوق المالي

هذه هي صورة على خط .  الطريقة الجيدة لوصف آل المدارات لنظام القوى المحرآة هو تصوير حالة النظام

 .للمدارات الأعداد

 .والقوى عبر المدارات بواسطة الأسهم) solid dots(في تصوير الحالة نمثل النقاط الثابتة بنقاط مصمتة 

|x|إذا آان .  1-و  1, 0فإن النقاط الثابتة هي  إذا آان   .مثال 3.3.1أ ൏ هو  فإن مدار  1

|x|إذا آان .  ، نكتب ذلك على الشكل 0متتالية تقترب من   فإن المدار هو متتالية تتباعد  1

 وصورة الحالة تعطى على الشكل.   ∞േ أي أن إلى 

 

                              1                         0                            -1 

)(3صورة الحالة للاقتران                                   xxf = 

Թ ՜ :݂نقطة ثابتة للاقتران  aلتكن   .تعريف 3.3.2أ  Թ  . النقطةa  جاذبةنقطة ثابتة تسمى )attracting 

fixed point (لـf  إذا وجد فترة مفتوحةI  تحويa  بحيث إذا آانIx∈  ܖࢌفإنሺܠሻ ՜ عندما  ܉ ՜ ∞. 

 

f

mm

mm

3)( xxf =ox

0)( →o
n xf

∞→)( o
n xf
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Թ ՜ :݂نقطة ثابتة للاقتران  aلتكن   .تعريف 3.3.3أ  Թ  . النقطةa  نقطة ثابتة صادةتسمى )repelling 

fixed point (لـf  إذا وجد فترة مفتوحةI  تحويa  بحيث إذا آانIx∈  حيثax فإنه يوجد عدد  ≠

Ixfبحيث  nصحيح  n ∉)(. 

)(3هو نقطة ثابتة جاذبة للاقتران  0لاحظ أن   .مثال 3.3.4أ xxf هي نقاط ثابتة صادة  1و  -1في حين أن  =

 .لهذا الاقتران

 

 neutral fixed( نقطة ثابتة محايدةالنقطة الثابتة التي لا تكون جاذبة ولا تكون صادة تسمى   .تعريف 3.3.5أ

point.( 
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 3.3تمارين أ

)(2أثبت أن الصورة أدناه هي صورة الحالة الحقيقية للاقتران  -1 xxf وحدد فيما إذا آانت النقاط الثابتة  =

 صادة، جاذبة أو محايدة

 

)(2صورة الحالة للاقتران                                    xxf = 

Թ ՜ :݂ اتآون صور الحالة لكل من الاقتران -2  Թ حدد فيما إذا آانت النقاط الثابتة جاذبة، صادة أو .  التالية

 محايدة

)i( 3)( xxf =. 

)ii( xxf 4)( =. 

)iii( 2)( xxxf −=. 

)iv( xSinxf  )( =. 

RDليكن  -3  الاقتران المعرَّف على الشكل :]1,0(→

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤−

≤
=

1< 
2
1     12

2
1<0          2

)(
xx

xx
xD 
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)i(  أثبت أن النقطة
99
 .هي نقطة دورية وأوجد دورتها الأولية 1

)ii(  وضح لماذا
n
 .nهي إما أن تكون نقطة دورية أو نقطة دورية أخيراً لكل عدد صحيح موجب  1

)iii(  وضح لماذاn2
 .nهي ثابتة أخيراً لكل عدد صحيح موجب  1

)iv(  اآتب صيغة صريحة لكل من)(2 xD  3)(و xD  1حيث<xo ≤. 

)v(  2أوجد آل النقاط الثابتة لكل منD  3وD. 

)(2)1(آون الحالة للاقتران -4 xxxf  logistic( الاقتران المنطقيهذا مثال على ما يسمى ب.  [=−

function (والذي يظهر في دراسة النمو السكاني وعلم البيئة.[ 

 

 Graphical Analysisالتحليل البياني  3.4أ

هي ثابتة دورية، دورية أخيراً إلى  oxاستخدمنا صور الحالة لتحديد فيما إذا آانت النقطة   .ملاحظة 3.4.1أ

Թ ՜ :݂لكن لاقترانات .  هذه الطريقة مفيدة خاصة عندما نتعامل مع أآثر من بعد.  آخره  Թ  نستطيع استخدام ،

 .وهذا يعمل آما يلي.  التحليل البياني

Թ ՜ :݂إذا أعطينا اقتران   Թ ݔ وطلب من أن نحدد طبيعة النقطة א Թ.  الذي نستطيع أن نفعله هو

xyوثم رسم الخط  fنبدأ برسم الاقتران .  oxبجوار  aإيجاد المدارات للنقاط  =. 

),(حدد النقطة  aلإيجاد مدار النقطة  aa  . بعد ذلك ارسم خط عمودي ليلاقي خط الاقترانf  عند

)النقطة  ))(, afa  . بعد ذلك ارسم خط أفقي ليلاقي الخطxy )في النقطة  = ))(),( afaf  . الآن ارسم خط

)في النقطة  fعمودي ليلاقي منحنى  ))(),( 2 afaf  . خط أفقي ليلاقي الخط مرة أخرى ارسمxy في  =

)النقطة  ))(),( 22 afaf  . نستمر بهذه العملية لتكون النقاطa،)(af،)(2 af،)(3 af، ... تشكل مدارa. 

                                                                                                                                         

Թ ՜ :݂الآن سنشاهد الاقتران   .مثال 3.4.2أ  Թ  4المعطى على الشكل)( xxf 4xyنرسم المنحنى .  = = 

xyوآذلك  xxfحل نستطيع لإيجاد النقاط الثابتة .  = xxأي أن نحل  )(= =4. 
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سوف ندرس النقاط بجوار آل من هذه النقاط ونعمل .  1و  0من السهولة مشاهدة أن النقاط الثابتة هي 

 .1وبجوار  0التحليل البياني آما وصف أعلاه لإيجاد المدارات للنقاط بجوار 

 

 

 

 1التحليل في الرسم البياني أدناه يبين ماذا يحدث للنقاط بجوار 

 

                                                                                                                              

بعد .  لاقترانين آخرين لنرى آيف يختلف هذا التحليل لاقترانات مختلفةمثلة اللاحقة تبين تحليل بياني الأ

 .لتحليل البياني بنفسكذلك سوف تكون لديك الخبرة لعمل ا

xy=
( ))(),(( 32 afaf

( ))(),(( 22 afaf ( ))(),(( 2 afaf

( ))(,( afa
( ))(),(( afaf

),( aa

)(xfy=
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 .مثال 3.4.3أ

 

)(2في الرسم أعلاه                   ++= xSinxxf 

                                                                                                                                      

  .مثال 3.4.4أ

 

xy =

),( aa

)(),(( afaf

)(),(( 44 afaf

)(),(( 55 afaf

X

Y

yx =

Y

X
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 3.4تمارين أ

)(4حدد باستخدام التحليل البياني فيما إذا آانت آل نقطة ثابتة للاقتران  -1 xxf هي نقطة ثابتة جاذبة، نقطة  =

 .ثابتة صادة أو نقطة ثابتة محايدة

xxfاستخدم التحليل البياني لوصف المدارات للاقتران  -2 2)(  .ولتحديد نوع النقطة الثابتة التي يملكها =

xxfأوجد النقاط الثابتة للاقتران  -3 أي فيما إذا آانت جاذبة، (واستخدم التحليل البياني لتحديد طبيعتها  )(=

 ).صادة ومحايدة

)(2استخدم التحليل البياني لوصف نهاية آل المدارات للاقتران -4 xxxf −=. 

xexfاستخدم التحليل البياني لوصف نهاية آل المدارات للاقتران -5 =)(. 

)(2ليكن -6 −= xxf  . استخدم التحليل البياني لإظهار تنوع المدارات للاقترانf  . يمكن أن يساعدك

أخيراً وآذلك آخر استخدام ألوان مختلفة؛ على سبيل المثال لون للمدارات الدورية وآخر للمدارات الدورية 

 .ة أخيراًبتللمدارات الثا

:]1,0(]1,0(ليكن  -7 →D  هو الاقتران المعطى على الشكلmod(1) 2)( xxD = 

)i(  أثبت أن)1,0[∈x  هو عدد نسبي إذا وفقط إذا آانx  ًإما نقطة دورية أو نقطة دورية أخيرا

 .Dللاقتران 

)ii(  أثبت أن مجموعة آل النقاط الدورية للاقترانD هي 

U
∞

= ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−

−−−
=

1 12
22,...,

12
3,

12
2,

12
1,0

n
n

n

nnnP 

مع الخط  nDوحساب نقاط التقاطع لمنحنى  nDصيغة لـ من الممكن أن يكون مساعداً لك آتابة: مساعدة[

xy =[. 

)iii(  أثبت أن مجموعة النقاط الدورية للاقترانD  هي آثيفة في)1,0[. 

}سوف نرى أن هذا أحد الشرطين الضروريين لإثبات أن نظام القوى المحرآة [ }D),1,0[  مشوش

 ).]فوضوي(
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 Bifurcationالتشعب  3.5أ

՜ ܵ :݂من الطبيعي أن تسأل فيما إذا آان آل اقتران متصل  .ملاحظة 3.5.1أ  Թ يملك نقطة ثابتة، حيث 

ܵ ك Թ ݂على سبيل المثال، إذا آان .  ؟  من السهولة رؤية أن الإجابة هي لا: Թ ՜  Թ  معطى على الشكل

1)( += xxf لذلك من الملاحظ أننا نستطيع ضمان وجود نقاط .  فإن من الواضح أن ليس هناك نقاط ثابتة

 :بأآثر دقة آنا قد شاهدنا واثبتنا النتيجة التالية.  اإلى نفسه ]1,0[ثابتة لكل الاقترانات المتصلة من 

 z∋]1,0[فإنه يوجد .  ]1,0[إلى  ]1,0[اقتران متصل من  fليكن  )نظرية النقطة الثابتة.  (نتيجة 5.2.11

zzfبحيث  =)(. 

النتيجة أعلاه لا تساعدنا في إيجاد النقاط الثابتة ولكنها تخبرنا فقط بأن على الأقل يوجد نقطة  بالتأآيد

 .ثابتة

آذلك من الجميل أن يكون لديك طريقة سهلة لتحديد فيما إذا آانت نقطة ثابتة محددة هي جاذبة، صادة أو 

                .ستكون فعالة في هذا الاتجاه 3.5.3و أ 3.5.2للاقترانات ذات السلوك الحسن النظريات أ.  محايدة

نقطة ثابتة للاقتران  aبالإضافة لذلك لتكن .  ܵنقطة في داخلية  aو  Թفترة في  ܵلتكن   .نظرية 3.5.2أ

݂: ܵ ՜  Թ  . إذا آانf  قابلاً للاشتقاق عند النقطةa  1و<)(af  .fنقطة ثابتة جاذبة للاقتران  aفإن  ′

af)(>1بما أن   .البرهان k<)(af>1فإن لدينا  ′ هو العدد الحقيقي الموجب المعطى  kحيث  ′

على الشكل 
2

1)( +′
=

af
k. 

بالتعريف 
ax

afxfaf
ax −

−
=′

→

)()()( lim  . لذلك لأيx "لـ" قريبة بما فيه الكفايةa فإن لدينا> 

k
ax

afxf
≤

−
− ],[؛ بأآثر دقة، يوجد فترة )()( δδ +−= aaI  0لبعض〉δ  بحيث

k
ax

afxf
≤

−
− axحيث  ∋Ixلكل  )()( ≠. 

aafنقطة ثابتة فإن  aبما أن  axkaxfلذلك .  )(=  )1(                    .∋Ixلكل  )(−≥−

وبهذا الشكل .  Iهو آذلك في  xf)(ولذلك  aلـ xأآثر من قرب  aأقرب لـ xf)(هذا يعطي أن 

 ونحصل على xبدلاً من  xf)(نقوم بتكرار نفس العمليات بوضع 
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axfkaxf −≤−  )2(                             . ∋Ixلكل  2)()(

 نحصل على) 2(و ) 1(من 

axkaxf −≤− 22  )3(                                 ∋Ixلكل  )(

12يعطي أن  k≥1ملاحظاً أن  〈kبالاستقراء الرياضي نحصل على .، نستطيع تكرار العمليات مرة أخرى 

axkaxf nn ݊ و ∋Ixلكل  )(−≥− א Գ                  )4( 

k ،0lim〉1بما أن  =
∞→

n

n
k  . هذا يعطي أن ) 4(بواسطةaxf n وبذلك .  n→∞عندما  )(→=

                                                                                         .نقطة ثابتة جاذبة aنكون قد أثبتنا أن 

 .ولذلك يترك آتمرين 3.5.2مشابه لبرهان نظرية أ 3.5.3برهان نظرية أ

نقطة ثابتة للاقتران  aبالإضافة لذلك، لتكن .  ܵنقطة داخلية في  aو  Թفترة في  ܵلتكن   .نظرية 3.5.3أ

݂: ܵ ՜  Թ  . إذا آانf  قابل للاشتقاق عند النقطةa  1و)( 〉′ af  فإنa  هي نقطة ثابتة صادة للاقترانf. 

.  لا تعطي الشروط الضرورية والكافية 3.5.3ونظرية أ 3.5.2من المهم أن نلاحظ أن نظرية أ  .ملاحظة 3.5.4أ

fبالأحرى هي تقول إذا آانت  )(1موجودة و  ′ 〈′ xf  في فترة تحوي النقطة الثابتةa  فإنa جاذبة نقطة ثابتة ,

)(1 واذا آانت  〉′ xf  في فترة تحوي النقطة الثابتةa  فإنa إذا لم يحدث أي من هذين .  صادة نقطة ثابتة

 aغير قابل للاشتقاق عند  fعلى سبيل المثال، من الممكن أن يكون !  الشرطين لا نستطيع أن نقول شيء

 هذه الحالة مثلاً عندما يكون الاقتران على الصورة .  (aيملك نقطة ثابتة جاذبة عند  fولكن 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈−

∈
=

QRxx
Qxx

xf
\,

,
)(

2

2

 .)آنقطة ثابتة جاذبة 0والذي يملك  

لا تخبرنا مطلقاً ماذا يحدث إذا  3.1.18و أ 3.1.17، النظريات أaقابلاً للاشتقاق عند  fحتى إذا آان 

)(1آان  =′ af  . تأمل الاقترانxSinxf  )( و  0هذا الاقتران قابل للاشتقاق عند .  =

1)0cos()0( ==′f  .هو نقطة  0على الرغم من أن .  لا تخبرنا بشيء 3.1.18و أ 3.1.17لذلك النظريات أ

                                                                                                         .fثابتة جاذبة للاقتران 
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 الاقترانات التربيعيةواحدة من عائلات الاقترانات المهمة في هذه النظرية هي عائلة   .ملاحظة 3.5.5أ

)quadratic maps (ܳ: Թ ՜  Թ  ܿحيث א Թ  وcxxQc += نحصل على  cلأي قيمة مختلفة لـ.  )(2

 .اقتران تربيعي مختلف

.  النظرية التالية تحدد ذلك.  cتتغير بتغير  cQلـ) القوى المحرآة(ولكن الملمح المدهش هو أن الديناميكا 

 .تمريننترك برهان النظرية آ

ܿ هو الاقتران التربيعي لـ cQليكن ) النظرية الأولى في التشعب(  .نظرية 3.5.6أ א Թ. 

)i ( إذا آانت
4
1

〉c  ݔفإن آل المدارات تؤول إلى ما لا نهاية أي أن لكل א Թ  ،∞→)()( xQ n
c 

 .n→∞عندما 

)ii ( إذا آانت
4
1

=c  فإنcQ  يملك فقط نقطة ثابتة واحدة عند
2
1

=x وهذه نقطة ثابتة محايدة. 

)iii ( إذا آانت
4
1
〈c  فإنcQ  يملك نقطتين ثابتتين( )ca 411

2
1

و  +=+−

( )ca 411
2
1

−+=−. 

 .هي دائماً صادة a+النقطة ) أ(

إذا آانت ) ب(
4
1

4
3

〈〈− c  فإن−a هي جاذبة. 

ܿاذا آانت ) ج( ൏ ିଷ
ସ

 .صادة هي a−فإن  

نلاحظ في النظرية أعلاه أن لأي.  الانقسام إلى اثنينيعني ) bifurcation( تشعبالمصطلح   .ملاحظة 3.5.7أ
 

4
1

〉c لا يوجد نقاط ثابتة، عندما
 4

1
=c يوجد فقط نقطة ثابتة واحدة ولكن عندما

 4
1
〈c  هذه النقطة الثابتة تنقسم

 .سوف نتكلم أآثر الآن عن التشعب.  a− وواحدة عند a+ واحدة عند –إلى اثنين 

 xفإن مدار  mتملك دورة أولية  ∋Sxإذا آانت .  ܵإلى   ܵاقتران من المجموعة  fليكن   .تعريف 3.5.8أ

}هو  })(),...,(, 1 xfxfx m−  والمدار يسمىm− حلقة )m-cycle.( 
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SSfنقطة دورية للاقتران  aلتكن   .تعاريف 3.5.9أ ݉لبعض  m ة اوليةلها دور :→ א Գ]  . لذلكa 

SSfهي نقطة ثابتة للاقتران  m إذا آانت نقطة ثابتة  fللاقتران  نقطة دورية جاذبةتسمى  aفإن .]  :→

إذا آانت نقطة ثابتة صادة  fللاقتران  نقطة دورية صادةتسمى  aوبنفس الشكل .  mfجاذبة للاقتران 

 .mfللاقتران 

 .النظرية التالية ترآت آتمرين

ܿ هو الاقتران التربيعي لـ cQليكن ) النظرية الثانية في التشعب(  .ةينظر 3.5.10أ א Թ. 

إذا آانت ) أ(
4
1

4
3

〈≤− c  فإنcQ  حلقات−2لا يملك. 

إذا آانت ) ب(
4
3

4
5 −

〈〈
− c  فإنcQ  حلقة جاذبة −2يملك{ }+− qq حيث  ,

( )341
2
1

−−+−=+ cq و  ( )341
2
1

−−−−=− cq. 

إذا آانت ) ج(
4
5−

〈c  فإنcQ  حلقة صادة  −2يملك{ }+− qq ,. 

 تشعب ثنائي الدورةفي النظرية الثانية في التشعب رأينا نوع جديد من التشعب يسمى   .ملاحظة 3.5.11أ

)period doubling bifurcation  .( عندماc  تتناقص تحت
4
تتحول من  a−النقطة الثابتة : يحدث أمران −3

}حلقة جديدتين −2جاذبة إلى صادة وتظهر  }+− qq لاحظ أنه عندما .  ,
4
3−

=c  فإن لدينا

−+− =
−

== aqq
2
عندما  a−لذلك هاتان النقطتان الدوريتان الجديدتان تظهران عند .  1

4
3−

=c. 

مثل (لدينا الكثير لنقوله عن التشعب ثنائي الدورة عندما ندرس عائلة الاقترانات التي تعتمد على متغير واحد 

ܳ: Թ ՜  Թ  الذي يعتمد على المتغيرc  1(والاقترانات المنطقية()( xxxf −= λλ  التي تعتمد على المتغير

λ.(                                                                                                                        
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 3.5تمارين أ

 3.5.3أثبت نظرية أ -1

 :حدد طبيعة النقاط الثابتة لكل من الاقترانات التالية 3.5.3و أ 3.5.2باستخدام النظريات أ -2

)i( xxf 3)(1 =. 

)ii( 
x

xf
4
1)(2 =. 

)iii( 3
3 )( xxf =. 

 .3.5.6أثبت النظرية الأولى في التشعب أ -3

 أثبت أن.  للاقتران التربيعي  2نقطة دورية ذات دورة  لتكن  -4

)i ( أثبت أن. 

)ii (تحقق المعادلة في  و لماذا النقاط)i(؟ 

 .]استخدم النظرية الأولى في التشعب.  مساعدة[

)iii ( باستخدام)ii( فإن  للاقتران  2نقطة دورية ذات دورة أولية  ، أثبت أنه إذا آانت

. 

)iv ( واحدة من النقاط  فإن  2نقطة دورية ذات دورة أولية  استنتج أنه إذا آانت

 .و 

)v ( آن حذراً لحذف الحالة عندما .  [حلقة إذا وفقط إذا آانت -2يملك  استنتج أن

[. 

xcQ

02 224 =+−+ cxcxx

( )411
2
1 ca −+=+( )411

2
1 ca −−=−

xcQ

12 +++ cxx

xx

( )341
2
1

−−+−=+ cq( )341
2
1

−−−−=− cq

cQ
4
3−

〈c

4
3−

=c
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)vi (آنقاط دورية جاذبة إذا  و  يملك  أثبت أن الاقتران التربيعي  3.1.17باستخدام نظرية أ

 .و عند  آان 

)vii ( يحققان المعادلة  و ملاحظاً أن ) من)iii ( و)iv( أثبت أن) أعلاه 

 

)viii ( باستخدام)vi( ،)vii(  و)v (هي نقاط دورية جاذبة  و فإن   أثبتت أن لـ

 .للاقتران 

)ix ( هي نقاط دورية صادة و فإن  بنفس الأسلوب أثبت أن لأي. 

)x ( من ما أثبت أعلاه في هذا التمرين 3.5.10الثانية في التشعب أاستنتج النظرية. 

 

 

 

  تعطي الفوض 3الدورة : 3سحر الدورة  3.6أ

           The Magic of Period 3: Period 3 Implies Chaos 

بالروسي ]) Sarkovskii ]193(نشر البحث  A.N.Sarkovskiiالرياضي السوفياتي  1964في   .ملاحظة 3.6.1أ

نشرا  T-Y. Liو  James Yorke 1975في .  هناك أثبت نظرية رائعة آانت غير ملاحظة.  في مجلة أآرانية

على الرغم من أن آلمة .  American Mathematical Monthlyفي مجلة ]) Yorke and Li ]225(البحث 

النتيجة .  دأ بتبسيط هذا المصطلحاستخدمت في المواد العلمية سابقاً ولكن هذا البحث هو الذي ب" فوضى"

.  التي أثبتت أبكر بعقد من الزمن Sarkovskiiالرئيسية لهذا البحث مدهشة ولكنها حالة خاصة جداً من نظرية 

 ]).Davaney ]56(في آتابه  Robert L. Devaneyتعتمد على عرض  3مناقشة نظرية الدورة 

Թ ՜ :݂ليكن ) 3نظرية الدورة (  .نظرية 3.6.2أ  Թ ًيملك نقطة دورية مع دورة  إذا آان .  اقتراناً متصلا

݉فإن لكل  3أولية  א Գ  ،  يملك نقطة دورية مع دورة أولية. 
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                                                                                                  .4-1#  3.6تمارين أ .البرهان

وهو ما .  ولكن آما ذآر سابقاً هناك نتيجة أآثر تعميماً هي صحيحة.  رائعة 3نظرية الدورة   .ملاحظة 3.6.3أ

 .سوف لا نقدم البرهان ولكن نشير إلى أن البرهان له طبيعة مشابه لما هو أعلاه.  Sarkovskiiيعرف بنظرية 

تسمى ترتيب ة الغريبة التالية والتي نحتاج أن نرتب الأعداد الطبيعية بالطريق Sarkovskiiلكتابة نظرية 

Sarkovskii للأعداد الطبيعية 

 

Թ ՜ :݂ليكن  )Sarkovskiiنظرية .  (نظرية 3.6.4أ  Թ يملك نقطة دورية مع  إذا آان .  اقتران متصل

له نقطة دورية مع دورة أولية  للأعداد الطبيعية فإن  Sarkovskiiفي ترتيب  تسبق  و  دورة أولية 

. 

للأعداد الطبيعية فإن نظرية  Sarkovskiiتظهر أولاً في ترتيب  3أولاً لاحظ أنه بما أن ) i(  .ملاحظات 3.6.5أ

Sarkovskii  3تعطي نظرية الدورة. 

)ii(  تشكل ذيل ترتيب  ثانياً لاحظ أنه بما أن الأعداد التي على الشكلSarkovskii  للأعداد

يملك فقط عدد منتهي من النقاط الدورية فإنها جميعها يجب أن تكون  الطبيعية فينتج إذا آان 

 .على الشكل 

)iii(  ثالثاً لاحظ أن نظريةSarkovskii  تطبق على الاقترانات المتصلة منԹ إذا .  إلى نفسهاԹ 

يمكن  Թعلى الرغم من ذلك .  استبدلت بفضاءات أخرى النظرية يمكن أن تصبح خاطئة

.  اقتراناً متصلاً لرؤية ذلك ليكن .  استبدالها بأي فترة مغلقة 

Ԣ: Թ ՜݂إلى اقتران متصل  وسع   Թ  ؛ إذا آانت  بتعريف

فإن النظرية للاقتران .  إذا آانت  و  إذا آانت  

 .يمكن أن تستنتج من النظرية على الاقتران  
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 Dunnانظر .  (و آذلك صحيح ولكن سوف لا نثبته هناه Sarkovskiiمن الملاحظ أن عكس نظرية 

]67([ 

݊لتكن ) Sarkovskiiعكس نظرية (  .نظرية 3.6.6أ א Գ  في ترتيب  تسبق  وSarkovskii  للأعداد

Թ ՜ :݂فإنه يوجد اقتران متصل .  الطبيعية  Թ  ولكن لا يملك نقطة دورية  يملك نقطة دورية مع دورة أولية

 .مع دورة أولية 

 Թإلى  Թينتج على سبيل المثال أنه يوجد اقتران متصل من  Sarkovskiiمن عكس نظرية   .ملاحظة 3.6.7أ

ذلك نقطة دورية مع دورة أولية لكل عدد زوجي ولكن لا يملك نقطة دورية لو 6يملك نقطة دورية مع دورة أولية 

 .1مع دورة أولية فردية ما عدا 

 

 

 

 

 3.6تمارين أ

 .هو فترة أثبت أن  5.2.1و  4.3.5باستخدام التمهيديات .  Թإلى  اقتران متصل من فترة  ليكن  -1

 :لإثبات النتيجة التالية 5.2.9استخدم نظرية ويرستراص للقيمة الوسيطية  -2

,ܽلتكن . تمهيدية أ ܾ א Թ  ܫ :݂و  حيث ൌ ሾܽ, ܾሿ  ՜  Թ أثبت أن  إذا آان .  اقتران متصل

 .يملك نقطة في  

 .و  بحيث  أثبت أنه يوجد نقاط ) i.  (مساعدات[

)ii(  و  متصل و  ولاحظ أن  اجعل. 

)iii(  طبقت نظرية ويرستراص للقيمة الوسيطية على[. 

 :لإثبات النتيجة التالية 5.2.9استخدم نظرية ويرستراص للقيمة الوسيطية  -3
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,ܽلتكن .  تمهيدية ب ܾ א Թ  ܫ :݂بالإضافة لذلك ليكن .  حيث ൌ ሾܽ, ܾሿ  ՜  Թ  اقتراناً متصلاً و

بحيث  من  أثبت أنه يجود فترة جزئية .  حيث  

. 

 .هي مجموعات مغلقة غير خالية و  أثبت أن ) i.  (مساعدات[

)ii ( باستخدام)i ( بحيث  أثبت أنه يوجد عدد أآبر  3.3.2ومساندة. 

)iii(  و  أثبت أنه يوجد عدد أصغر بحيث .  بحيث  أدرس حالة وجود بعض

. 

)iv(  استخدم نظرية ويرستراص للقيمة الوسيطية .  بحيث  افرض أنه يوجد

 .للحصول على تناقض

)v ( بحيث  أثبت آذلك بنفس الأسلوب أنه لا يوجد. 

)vi ( استنتج أنه، تحت الشرط في)ii( ، آما هو مطلوب. 

)vii ( أآبر عدد بحيث  لتكن .  بحيث  الآن أدرس حالة عدم وجود  .

آما  أثبت أن .  و  أصغر عدد بحيث  لتكن .  واضح أن 

 .]هو مطلوب

، لذلك .  3لها دورة أولية  Թفي  لذلك يوجد نقطة .  3.6.2آما هو في نظرية أ ليكن  -4

الحالات .  سوف ندرس الحالة .  و  ، حيث  و  

 .و  اجعل .  الأخرى تعامل بنفس الأسلوب

)i(  أعلاه، أثبت أن  1باستخدام تمرين. 

)ii(  أعلاه مرة أخرى، أثبت أن  1باستخدام تمرين. 

)iii(  استنتج من)ii ( بحيث  وتمهيدية ب أعلاه بأنه يوجد فترة مغلقة. 

)iv(  استخدم تمهيدية ب أعلاه مرة أخرى لإثبات وجود فترة مغلقة  ملاحظاً أن

 .بحيث  

)v(  و  لاحظ أن. 
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)vi(  بحيث ،...،،يوجد فترات مغلقة  استخدم الاستقراء الرياضي لإثبات أن لأي 

 

 و  ، ...، ، بحيث 

)vii(  استنتج من)vi(  و  أن. 

)viii(  بحيث  أثبت أنه يوجد فترة مغلقة  ملاحظاً أن

. 

)ix(  بحيث  أثبت أنه يوجد فترة مغلقة  أخيراً باستخدام حقيقة أن

. 

)x(  بوضع الأجزاء أعلاه معاً نلاحظ 

 

لإثبات أنه يوجد نقطة  أوتمهيدية  استخدم حقيقة أن .  و  حيث 

 .بحيث  

)xi(  لاحظ من)x ( بقي علينا أن نبين أن .   [مع دورة  هي نقطة دورية للاقتران  أن النقطة

 .]تملك دورية أولية  

)xii(  و ،...،حيث  و باستخدام حقيقة أن

 لاحظ أن إمكانية أن يكون .  [تملك دورة أولية  أثبت أن  

 .]ولكن  هذا يمكن عمله بملاحظة أن .  يجب أن تحذف

)xiii(  من)xi ( و)xii (و)vi ( لكل يملك نقطة دورية تملك دورة أولية  استنتج أن   .

 .]و نتعامل تحت مع الحالات [

)xiv(  أي في  لإثبات أنه يوجد نقطة ثابتة للاقتران  وحقيقة أن أ استخدم تمهيدية ،

 .1أنه يوجد نقطة دورية تملك دورة أولية 
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)xv(  باستخدام تمهيدية ب أثبت أنه يوجد فترة مغلقة .  و  لاحظ أن

ج أنه ومن تمهيدية أ استنت بعد ذلك لاحظ أن .  بحيث  

في حين أن  أثبت أن .  بحيث  يوجد نقطة 

 2نقطة دورية تملك دورة أولية  استنتج أن .  و  

 .3هذا يكمل برهان نظرية الدورة .  للاقتران 

5- )i ( يمكن أن تكون خاطئة إذا  3أثبت أن نظرية الدورةԹ استبدلت بـ  Թଶ. 

 .]ادرس الدوران حول نقطة الأصل.  مساعدة[

)ii ( يمكن أن تكون خاطئة إذا  3أثبت أن نظرية الدورةԹ استبدلت بـ  Թ ، بـ. 

 )iii ( يمكن أن تكون خاطئة إذا  3أثبت أن نظرية الدورةԹ هي الدائرة التي  حيث  استبدلت ب

 .Թଶ في  1مرآزها نقطة الأصل ونصف قطرها 

,ܽ، حيث تستبدل بأن فترة مفتوحة  Թصحيحة عندما  Sarkovskiiلماذا نظرية  -6 ܾ א Թ   ؟

 .]Թعلى  Sarkovskiiمن السهل استنتاجه من نظرية .  مساعدة[

 

 Chaotic Dynamical Systems   الأنظمة الديناميكية الفوضوية 3.7أ

اليوم هناك الآلاف من الأبحاث المنشورة ومئات من الكتب تتعامل مع الأنظمة الديناميكية   .ملاحظات 3.7.1أ

سيكون من الحماقة .  هذه متعلقة بعلوم مختلفة مثل الفن وعلم الأحياء، الاقتصاد، علم البيئة والمالية.  الفوضوية

-Genesis in the Bible and Hun محاولة إعطاء أو تحديد تاريخ محدد للفوضى وهو تعبير استخدم في آتاب

Tun )ترجم آفوضى ( فيTaoism )Giradot]92([ سنة في الصين، إلى سلالة  2,200، تقليد فلسفي يرجع

 .هنا نرآز في العشرين قرن.  الهان

بالأحرى نحن سنعطي .  للمفهوم الرياضي للفوضى" صحيح"آذلك من الحماقة أن نحاول هنا إعطاء تعريف 

في الحقيقة بعض علماء الرياضيات .  احد ملاحظاً أن هناك تعاريف أخرى غير مكافئةتعريف معقول و

 .يصرحون بأن ليس هناك تعريف حالي يوضح بالضبط ماذا نريد الفوضى أن تكون

سبب اهتماماً واسع الانتشار في الأنظمة  Liو  Yorke لـ 1975آما هو منصوص في وقت سابق فإن البحث في 

 Robert، لاحقاً اللورد Robert M. Mayعلى أية حال السنة السابقة العالم الاسترالي .  ضويةالديناميكية الفو

May  ورئيس الجمعية الملكية رفيعة المستوى للندن نشر البحث)May ]152 ([ بعض من "الذي فيه قال

تعرض طيفاً رائعاً  معادلات الاختلاف اللاخطية التي تصف نمو السكان الحيوي مع عدم تداخل الأجيال يمكن أن
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, 8, 4للسلوك الديناميكي، من نقاط التوازن المستقر إلى تذبذب دوري ثابت بين نقطتي سكان إلى دورات ثابتة مع 

الدورات لأي دورة أو ) اعتماداً على قيمة السكان الأولية(من النقاط، دخولاً إلى منطقة الفوضى التي فيها  ...,16

 ".حتى المستوية آلياً ولكن بنمو سكاني محدود يمكن أن تحصل

Jules Henri Poincaré )1854-1912 ( أحد علماء الرياضيات العظام في فرنسا، مُعترف له بأنه أحد مؤسسي

عمله قاد .  من حقول الرياضيات من ضمن ذلك الديناميكا اللاخطية الحديثة، نظرية ارغو، والتبولوجياعدد 

 Poincaré( 2003والذي أعيد نشر نسخة مترجمة منه سنة  1903آتب في آتابه سنة .  لوجود نظرية الفوضى

يمكن أن نتوقع بالضبط حالة ذلك إذا عرفنا بالضبط قوانين الطبيعة وحالة الكون في لحظته الأولية ]): "183[

ولكن حتى لو آانت الحالة أن القوانين الطبيعية لم تعطينا أي معلومة نحن لا نزال .  الكون في لحظة قادمة

إذا آان ذلك يمكننا لتوقع الحالة القادمة مع التقريب نفسه هذا آل ما .  نستطيع أن نعرف فقط الحالة الأولية تقريباً

ولكنه ليس دائماً هكذا، ممكن أن .  أن نقول بأن الظاهرة آانت متوقعة وأنه محكوم بالقوانين نحتاجه ويجب علينا

خطأ صغير في .  يحدث اختلافات صغيرة في الشروط الأولية تحدث اختلافات آبيرة في الظواهر النهائية

أصبح معروفاً بعد  Poincaréالشيء الذي وصفه ".  التنبؤ يصبح مستحيل.  المدخل ينتج خطأ آبير في النهاية

 .ذلك بشكل عامي بتأثير الفراشة، ميزة ضرورية للفوضى

-Ray Bradbury )1920للمؤلف المشهور " صوت الرعد"نشرت قصة قصيرة تسمى  Collierمجلة  1952في 

لتعقب  صيد في القصة مشارآة لرجل أعمال غني في رحلة إلى عصر ما قبل التأريخ والذهاب في رحلة).  

على أية حال واحد من الصيادين عرضياً قتل فراشة قبل التأريخ وهذا الحدث غير المؤذي يغير .  صوراتالدينا

إلى الجمعية الأمريكية لتقدم العلم في  1973هذا ربما آان الحافز لتقديم ارصادي في .  العالم المستقبلي بشكل مثير

".  في تكساس؟ اعصارهل تلويح أجنحة الفراشات في البرازيل تحدث : توقيعه"، أعطى الاسم .D.Cواشنطن 

والجناح الخفاق يمثل تغيير صغير جداً في الشروط الأولية ) -Edward Norton Lorenz )1917الأرصادي آان 

آان يجري على حاسوب .  حساسية الشروط الأولية بالصدفة Lorenzاآتشف .  التي تسبب تغييرات هائلة لاحقاً

أعاد إدخال العدد من مطبوعته آخذاً .  بعد أن أجرى سلسلة معينة قرر مضاعفتها.  نموذج رياضي لتوقع الطقس

الذي وجده هو أن النتائج الجديدة آانت مختلفة بشكل جذري عن .  طريق ذو أجزاء خلال السلسلة وجعله ينفذ

بدلاً من العدد   506.رت إلى ثلاثة منازل عشرية، أدخل العدد نتائجه الأولى لأن المخرجات في مطبوعات دوِّ

لأن تكرار التجريب أثبت .  رغم ذلك توقع بأن السلسلة الناتجة سوف تختلف قليلاً عن المرة الأصلية  506127.

لك التنبؤ لذ.  استنتج أن الاختلاف القليل في الشروط الأولية يجعل اختلافاً مثيراً في النتيجة Lorenzعكس ذلك، 

الحساسية من الشروط الأولى أو تأثير الفراشة عُرض ليكون ليس فقط للأهمية .  آان في الحقيقة مستحيلاً

على الأقل  –لقد آان تقييد جدي لتوقع الطقس .  النظرية ولكن في الحقيقة للأهمية العملية في علم الأرصاد الجوية

 .ذلك في مختلف التطبيقات العلمية الأخرىربما هذا التأثير آان واضحاً آ.  بذلك النموذج

) 1892-1977( Harold Calvin Marstonو ) George David Birkoff )1884-1944الرياضيين الأمريكيين 

استخدم التبولوجيا في نظرية الأنظمة  Poincaréفي حين أن .  على الأنظمة الديناميكية Poincaréأآملا عمل 

في ).  Lebesgue measure(خاص زود ذلك باستخدام نظرية قياس ليبيج  بشكل Birkoffالديناميكية فإن 

Birkhoff 1931  وP.A. Smith  في بحثهمBirkhoff  وSmith ]25 [ قدما مفهوم التعدي المتري الذي يترآز



296 
 

في تعريفة واسع  1986في  Robert L. Devaneyواستعمل من قبل ) ergodic theory(في نظرية ارغو 

 .ل إلى الفوضىالانتشار ووص

آانت  3التعدي، الحساسية للشروط الأولية وآثافة النقاط الدورية آما ظهرت في نظرية الدورة : الشروط الثلاث

                                .في تعريفه للفوضى Devaneyبالضبط الذي استخدمه 

 فإن .  إلى نفسها اقتران من  فضاء متري و  ليكن   .تعريف 3.7.2أ

 ).dynamical system( نظام ديناميكييسمى 

على الرغم من .  أآثر للدلالة على النظام الديناميكي أن نستخدم  اًسيكون ملائم  .ملاحظة 3.7.3أ

 .ذلك غالباً هذا لا يفعل

فإن النظام .  إلى نفسها اقتران من  فضاءً مترياً و  ليكن   .تعريف 3.7.4أ

݊ و يوجد  ولكل  إذا آان لكل ) transitive( متعدييسمى  الديناميكي  א Գ 

 .و  بحيث 

بحيث أن هناك نقطة في مدار  من " قريبة" بالكلام التقريبي، التعدي يقول أنه يوجد نقطة   .ملاحظة 3.7.5أ

 .من " قريبة" 

على أية حال يجب أن نكون حذرين من أن هناك عدد من .  أخيراً نحن سنعرف فوضى  .ملاحظة 3.7.6أ

.  التعاريف غير المتكافئة للفوضى بالإضافة إلى العديد من الكتاب الذين يكونون مبهمين بما يعنوه بالفوضى

مع نتائج التعديل الناتجة من عمل مجموعة من  Robert L.Devaneyتعريفنا هو ذلك المستخدم من قبل 

 .1992الرياضيين الاستراليين في 

 إذا آان ) chaotic( فوضوييسمى  النظام الديناميكي   .تعريف 3.7.7أ

)i ( و آثيفة في المجموعة  مجموعة آل النقاط الدورية للاقتران 

)ii ( متعدي. 

هذا .  شرط ثالث في تعريف الأنظمة الديناميكية الفوضويةآان طبيعياً أن تضيف  1992حتى   .ملاحظة 3.7.8أ

على أية حال في .  يعتمد بحساسية على الشروط الأولية ، الشرط هو أن في النظام الديناميكي 

في ملبورن في أستراليا أثبتوا أن هذا الشرط متحقق  La Trobeمجموعة من الرياضيين من جامعة  1992

 On Devaney's definition of"عملهم هذا ظهر في البحث .  3.7.7يح إذا تحقق الشرطان في تعريف أوصح

),( dXXXf →:X),( fX

),,( fdX

),( dXXXf →:X

),( fXXyx ∈,0〉εXz ∈

ε〈),( yzd( ) ε〈xzfd n ),(

zy

zx

),( fX

fX

),( fX

),( fXf
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chaos " للعلماءJohn Banks ،Gary Davis ،Peter Stacey ،Jeff Brooks ،Grant Cairns  في مجلة

American Mathematical Monthly )Banks et al.]17.([  ًانظر أيضا)Banks et al.]18.([ 

بحيث  إذا وجد  يعتمد بحساسية على الشروط الأولية يقال أن النظام الديناميكي   .تعريف 3.7.9أ

݊يوجد  ولكل  أن لكل  א Գ  حيث  مع  و. 

الذي تختاره فدائماً يوجد  نبدأ بها وآم صغيراً جوار  هذا التعريف يقول ليس مهماً أي   .ملاحظة 3.7.10أ

 .]غير معتمدة على  و.  [بعلى الأقل  يختلف عن مدار  في هذا الجوار حيث مدار  

آل نظام ديناميكي فوضوي يعتمد بحساسية على الشروط هو أن  3.7.8الذي قلناه في ملاحظة أ .ملاحظة 3.7.11أ

المعرَّف في تمارين  Dأن الاقتران  2#3.7ولكن سوف نبين في تمارين أ.  سوف لا نثبت ذلك هنا.  الأولية

 .في الحقيقة يعتمد بحساسية على الشروط الأولية 3#3.3أ

 Berglundو  Raoul Berglund Vellekoopو  Michel Vellekoopأثبت  1994في   .ملاحظة 3.7.12أ

هو فترة منتهية أو غير منتهية مع المسافة الإقليدية فإن التعدي  أن في الحالة الخاصة وهي أن ] 214[

 Davidعلى آل حال، .  ، أي أن مجموعة آل النقاط الدورية هي آثيفة3.7.7في تعريف أ) ii(يعطي الشرط 

Asaf  وSteve Gadbois IV  وGadbois ]123 [بينوا أن ذلك ليس صحيحاً في الفضاءات المترية بشكل عام. 

 

 3.7أ تمارين

أثبت أن النظام الديناميكي .  معطى على الشكل  ليكن  -1

 .هو فوضوي 

هي  D أثبت أن مجموعة آل النقاط الدورية لـ 7#3.4تذآر أن في تمرين أ  .مساعدة[

 

) ii(لإثبات الشرط .  متحقق 3.7.7في تعريف أ) i(لذلك الشرط .  (0,1]آثيفة في  Pوأن المجموعة 

 التاليةاستخدم الخطوات 

݊لتكن .  معطاة و  لتكن  )أ ( א Գ  لأي .  بحيث{ }nk  اجعل ∋2,1,...,
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}أثبت أنه يوجد  }nk  بحيث  ∋2,1,...,

 .أثبت أن  )ب (

 .بحيث  أنه يوجد ) b(استنتج من  )ج (

 .هو نظام ديناميكي متعدي ولذلك  3.7.4تملك الخواص المطلوبة في تعريف أ استنتج أنه  )د (

 .]هو نظام ديناميكي استنتج أن  )ه (

.  لتكن .  مساعدات.  [أعلاه يعتمد بحساسية على الشروط الأولية 1في تمرين  أثبت أن الاقتران  -2

݊، لتكن معطى أي  א Գ  أولاً أثبت أن .  اجعل .  بحيث

β〉)),(( sxfd n  . ولكن بواسطة تمرين .  لبعض  ، )أ(1آما لوحظ في تمرين

تملك الخواص  الآن أثبت أن .  بحيث  لتكن .  ، )ب(1

 .] )ii(و  ) i(المطلوبة 

.  حيث  وتأمل النظام الديناميكي ) محدد(عدد صحيح موجب  لتكن  -3

 .هو فوضوي أثبت أن 

 ]أعلاه 1انظر تمرين .  مساعدة[

),(ليكن  -4 τX  متعدي تبولوجياًيسمى  فإن .  إلى نفسها اقتراناً متصلاً من  فضاءاً تبولوجياً و 

)topologically transitive ( إذا آان لأي زوج من المجموعات المفتوحة غير الخاليةU  وV  في),( τX 

݊يوجد  א Գ  و  لأي فضاء متري .  بحيثτ  التبولوجيا المحدثة بواسطة المسافة

 .متعدي إذا وفقط إذا آان متعدي تبولوجياً أثبت أن  

 

  الأنظمة الديناميكية المترافقة 3.8أ

                                      Conjugate Dynamical Systems 
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.  أنظمة ديناميكية و  فضاءات مترية و  و  لتكن   .تعريف 3.8.1أ

أو وجد ) Conjugate Dynamical Systems( أنظمة ديناميكية مترافقةتسمى  و  فإن 

لكل  أي أن  بحيث  هوميومورفزم 

 ).Conjugate map( اقتران مرافقيسمى  الاقتران .  

 

هي أنظمة ديناميكية مترافقة، وبعد ذلك  و  أثبت أن  2#3.8في تمارين أ  .ملاحظة 3.8.2أ

لذلك نرى أن الترتيب في الأنظمة الديناميكية المدروسة .  أنظمة ديناميكية مترافقة و  

                                    .  ليس مهماً

.  ك متكافئةالفضاءات التبولوجية الهوميوموف الأنظمة الديناميكية المترافقة متكافئة بنفس معنى  .ملاحظة 3.8.3أ

في معظم الأحيان سوف يكون ممكناً تحليل نظام ديناميكي معقد بإثبات أنه .  النظرية القادمة تعرض هذه الحقيقة

                                                                                                          .مترافق مع واحد مفهوم

 

 .هو الاقتران المرافق فضاءات ديناميكية مترافقة حيث  و  لتكن   .نظرية 3.8.4أ

)i ( هي نقطة ثابتة للاقتران  إذا وفقط إذا آان  في  نقطة ثابتة للاقتران  النقطة 

 .في 

)ii ( ݊هي نقطة دورية ذات دورة  النقطة א Գ  إذا وفقط إذا آان  في  للاقتران 

 .في  للاقتران   ة ذات دورة يهي نقطة دور

)iii ( هو  هو فوضوي إذا وفقط إذا آان النظام الديناميكي  النظام الديناميكي

 .فوضوي

 .مباشرة وترآت لك آتمرين) ii(و ) i(  .البرهان

بما أن .  مجموعة النقاط الدورية للاقتران  لتكن .  هو فوضوي ، افرض أن )iii(لرؤية 

آثيفة في المجموعة  ل رؤية أن متصل من السه بما أن .  آثيفة في  فوضوي فإن  

) i(يحقق الشرط  ينتج أن  هي مجموعة نقاط دورية لـ بما أن .  

 .3.7.7في تعريف أ
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فإنه يوجد .  و  لهذا الهدف اجعل .  متعدي لإتمام البرهان نحتاج أن نبين أن 

لذلك .  متصل فإنه متصل عند النقاط  بما أن .  و  بحيث  

 )10.1(                                   ، و  ∋1Xzبحيث  يوجد 

 و

 )10.2(       ، و  

݊و  متعدي بوجد  بما أن  א Գ  بحيث 

         )10.3( 

وبأخذ ) 10.1(في  باستخدام هذه القيمة لـ.  تتحقق واجعل ) 10.3(أنها اختيرت بحيث  افرض 

 نحصل على) 10.2(في  مثل  

 )10.4(     )10.3(و ) 10.1(من   

 و

( )
( )

ε〈
=

=

                      
)(),((                     
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2222

yhzfhd

yhzhfdvwfd
n

nn

      )10.5( 

                  . متعدي ينتج أن ) 10.5(و ) 10.4(الآن من ).  3(و  )2(من 

 

 3.8تمارين أ

 المعطى على الشكل ) tent function( اقتران الخيمةهو  ليكن  -1
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)ii(  وارسم منحنى  احسب صيغة. 

)iii(  وارسم منحنى  احسب صيغة. 

)iv(  حيث ليكن ، ،݊ א Գ  . أثبت أن

. 

)v(  يملك نقطة ثابتة في آل  أثبت أن  2#3.6باستخدام تمهيدية أ في تمارين. 

)vi(  استنتج من)v (في آل  أنه يوجد نقطة دورية لـ. 

)vii(  باستخدام النتائج أعلاه أثبت أن)],1,0([ T هو نظام ديناميكي فوضوي. 

آذلك  و  أنظمة ديناميكية مترافقة فإن  و  أثبت أنه إذا آان  -2

 .)لذلك الترتيب في الأنظمة الديناميكية المدروسة ليس مهماً.  (أنظمة ديناميكية مترافقة

 .هو الاقتران المعطى على الصورة  ليكن  -3

)i(  المعطى على الصورة  أثبتت أن الاقتران)
2

()( 2 xSinxh π
هو  =

 .هو اقتران الخيمة حيث  إلى نفسها بحيث  هوميومورفزم من 

)ii(  أنظمة ديناميكية مترافقة و  استنتج أن. 

)iii(  استنتج من)ii(هو نظام ديناميكي فوضوي أعلاه أن  1وتمرين  3.8.4، نظرية أ. 

2:]2,2[]2,2[تأمل الاقتران التربيعي  -4 −→−−Q  حيث. 

)i(  أعلاه هي مترافقة 3في تمرين  و  أثبت أن الأنظمة الديناميكية. 

)ii(  هو نظام ديناميكي فوضوي استنتج أن. 
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 Hausdorff Dimension  بعد هوسدورف: 4ملحق 

 

 مقدمة

في هذا الجزء نقدم مفهوم بعد هوسدورف الذي يلعب دوراً مهماً في دراسة صور النمط الهندسي المتكرر 

)fractals.( 

 

 Hausdorff Dimensionهوسدورف بعد  4.1أ

.  أآثر تعقيداً من معظم المادة الموجودة في الفصول السابقة من هذا الكتابنبدأ بتحذير القارئ بأن هذا الجزء 

 .بالإضافة لذلك فهم هذا الجزء ليس ضرورياً لفهم بقية الكتاب

لذا بشكل .  وهكذا 3، المكعبات ذات بعد 2لمربعات ذات بعد ا، 1، الخطوط ذات بعد 0نحن نعتبر النقاط ذات بعد 

في الفضاءات التبولوجية العشوائية هناك مفاهيم متنافسة للأبعاد .  حدسي نعتقد بأننا نعرف ما هو مفهوم البعد

على أية حال حتى .  المفاهيم المختلفة للبعد التبولوجي تميل إلى التوافق" اللطيفة"في الفضاءات .  التبولوجية

 .تملك مفاجئات مخزنة لنا ، Թ୬لحسن الفضاءات الإقليدية ذات السلوك ا

الملمح المدهش لبعد هوسدورف هو .  قدم مفهوم بعد هوسدورف للفضاء المتري Felix Hausdorff 1919في 

 Abram Samoilovitchهذا الموضوع طور بواسطة .  أنه يمكن أن يملك قيم ليست أعداد صحيحة

Besicovitch  لعقد أو يزيد بعد ذلك ولكن ظهرت أهميته في السبعينيات مع عملBenoit Mandelbrot  الذي

نظرية الفوضى وصور . والذي ساعد على تطور نظرية الفوضى دعاه هندسة صورة النمط الهندسي المتكرر

علم الأرصاد  استعملت في مجال واسع من المجالات التي تشمل الاقتصاد، المالية، النمط الهندسي المتكرر

 .الجوية، الفيزياء وعلم وظائف الأعضاء

بعض القراء سيكونون على .  أو ما يسميه البعض قياس هوسدورف بيسيكوفيتش(نبدأ بمناقشة قياس هوسدورف 

 .، على أية حال مثل هذا الفهم ليس ضرورياً هنا)Lebesgue measure(ألفة مع مفهوم قياس ليبيج 

1〉n
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 فإن العدد .  مجموعة جزئية من الفضاء المتري  Yلتكن   .تعريف 4.1.1أ

 .diam Yويرمز له بالرمز  Yالمجموعة ) diameter( قطريسمى 

عدد حقيقي   مجموعة مفهرسة، I، مجموعة جزئية من الفضاء المتري  Yلتكن   .تعريف 4.1.2أ

.  ، ولكل  بحيث  عائلة مجموعات جزئية من  موجب و 

 .Yللمجموعة ) ( غطاء تسمى  فإن 

أي المجموعات الجزئية من الفضاءات : لذلك سوف نسأل.  غطاءات معدودة نحن نهتم بشكل خاص بـ

 .التمهيدية التالية تزودنا بالإجابة.  ؟غطاءات معدودة لكل  المترية التي تملك 

 Yفإن .  Yالمسافة المحدثة على  و  مجموعة جزئية من فضاء متري  Yلتكن   .تمهيدية 4.1.3أ

,ሺܻاذا وفقط اذا آان  غطاء معدود لكل  تملك  ݀ଵሻ انفصالي. 

 غطاء معدود، تملك  Yبشكل خاص  .غطاء معدود لكل  تملك  Yافرض أن . البرهان

ሼܷ୬,୧: i א Գሽ  . يجب أن نرى أن المجموعة المعدودة.  أي نقطة في  لتكن              

ሼݕ୬,୧: i א Գ, ݊∈Գሽ  آثيفة فيY  . ݊يوجد  واضح أن لكل∈Գ  لذلك لتكن .  بحيث 

 مرآزها  تحوي آرة مفتوحة  فإن   لتكن .  بغير  Yأي مجموعة مفتوحة تتقاطع مع 

:୬,୧ݕሼولهذا .  Գ∋݅لبعض  لذلك .  Գ∋݊لبعض  ونصف قطرها  i א Գ, ݊∈Գሽ  هي آثيفة فيY 

 .انفصالي Yولذلك 

:୧ݕሼفإنه يملك مجموعة جزئية آثيفة معدودة .  انفصالي Yبالمقابل افرض أن  i א Գሽ  . في الواقع إذا آان

ሼلذلك عائلة آل .  بحيث  Գ∋݅ ،فإنه يوجد  و   ୧ܷ: i א Գሽ هي آرة  ، حيث

                 .آما هو مطلوب Y غطاء لـ هي  ونصف قطرها  مفتوحة مرآزها 

بدقة .  للمجموعة الجزئية من الفضاء المتري أصبحنا الآن قادرين على تعريف قياس هوسدورف ذو البعد 

 بالتاآيد إذا آان .  أآبر، سوف نعرف هذا القياس للمجموعات الجزئية الانفصالية من الفضاء المتري

انظر تمارين ( .فإن آل المجموعات الجزئية منه هي انفصالية Գ∋݊لأي  Թ୬فضاء متري انفصالي مثل 

6.3#15(. 

 

),( dX{ }Yyxyxd ∈,:),(sup

),( dXε

{ }IiU i ∈:XU
Ii

iUY
∈

⊆Ii∈ε〈idiamU

{ }IiU i ∈:ε−covering−ε

ε−

ε−o〉ε

),( dX1d

ε−o〉ε

ε−o〉ε
n
1

−

iny ,inUY ,I

Yy∈
n

yyd in
1),( , 〈O

φYOy I∈OBy

n
1Oy in ∈,

Yy∈o〉εiy
2

),( ε
〈iyydiU

iy
2
εε−

s

),( dX
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لأي .  عدد حقيقي موجب و  مجموعة جزئية انفصالية من فضاء متري  Yلتكن   .تعريف 4.1.4أ

εعدد حقيقي موجب  ൏  ، اجعل1

{ }}NiUi =∑}غطاء لـ−εهي  :∋ YdiamU s
i )(inf ఌ

ୱ
ሺYሻ و 

 

) s )s.dimensional Hausdorff outer measureقياس هوسدورف الخارجي ذو البعد تسمى  ௦ሺYሻفإن 

 .Yللمجموعة 

21، إذا آانت 4.1.4لاحظ أنه في تعريف أ  .ملاحظة 4.1.5أ εε ఌమ فإن 〉

ୱ
ሺYሻ  ఌభ

ୱ
ሺYሻ  . لذلك عندماε 

ఌإما نهاية  0تقترب من 
ୱ
ሺYሻ  هذا يساعدنا لفهم تعريف .  ∞موجودة أو تؤول إلى௦ሺYሻ. 

على  dبواسطة المسافة  Yهي المسافة المحدثة على  1dمن المهم أن تلاحظ أنه إذا آانت   .ملاحظة 4.1.6أ

X  فإن௦ሺYሻ  1تعتمد فقط على المسافةd  علىY  . بمعنى آخر إذا آانتY  هي آذلك مجموعة جزئية من

),(الفضاء المتري  2dZ  2وd  1يحدث نفس المسافةd  علىY  فإن௦ሺYሻ  هي نفسها عندما نعتبرها

),(آمجموعة جزئية من  dX  أو),( 2dY  . لذلك على سبيل المثال، قياس هوسدورف الخارجي ذو البعدs 

Թأو من  Թإذا اعتبرت مجموعة جزئية من  ]1,0[هو نفسه للفترة المغلقة 
ଶ

Թأو في الحقيقة من  


لأي عدد  

 .nصحيح موجب 

),(مجموعة جزئية انفصالية من فضاء متري  Yلتكن   .مساندة 4.1.7أ dX ،s  وt  أعداد حقيقية موجبة

 .ε〉1عدد حقيقي موجب حيث  εو  〉tsحيث 

 فإن

)i (ε

୲
ሺYሻ  ε

ୱ
ሺYሻ و 

)ii (ε

୲
ሺYሻ  ௧ି௦εߝ

ୱ
ሺYሻ 

),( dXs
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والذي يعطي  idiamU〉1ولذلك آل  ε〉1ينتج مباشرة من حقيقة أن ) i(البند   .البرهان

( ) ( )si
t

i diamUdiamU ولذلك  εidiamU〉〉1يتبع من حقيقة أن  )ii(البند .  〉

( ) ( )si
stt

i diamUdiamU −〈ε.                                 

),(مجموعة جزئية انفصالية من فضاء متري  Yلتكن   .تمهيدية 4.1.8أ dX  وs  وt  أعداد حقيقية موجبة

 .〉tsحيث 

)i ( إذا آان௦ሺYሻ ൏∞  فإن௧ሺYሻ ൌ 0. 

)ii ( إذا آان௦ሺYሻ ൏∞ ≠ 0  فإن௦ሺYሻ ൌ ∞. 

                  )).ii(4.1.7ومساندة أ 4.1.3هذه تنتج مباشرة من تعريف أ  .البرهان

فإن لكل  sمنتهي ولا يساوي صفراً لبعض  ௦ሺYሻنلاحظ أنه إذا آان  4.1.8من تمهيدية أ  .ملاحظة 4.1.9أ

                           .∞تساوي  ௦ሺYሻ، sتساوي صفراً ولكل القيم الأصغر لـ ௦ሺYሻ، sالقيم الأآبر لـ

 .تمكننا من تعريف بعد هوسدورف 4.1.8تمهيدية أ

),(مجموعة انفصالية من فضاء متري  Yلتكن   .تعريف 4.1.10أ dX  . فإن 

݀݅݉ுሺܻሻ

 

 Yللمجموعة ) Hausdorff dimension( بعد هوسدورفيسمى 

 

 مباشرة نحصل على التمهيدية التالية
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),(مجموعة جزئية انفصالية من فضاء متري  Yلتكن   .تمهيدية 4.1.11أ dX  .فإن 

)I (   ݀݅݉ுሺܻሻ ൌ ൞
0,                                   s لكل௦ሺܻሻ ൌ اذا آان 0

supሼݏ א ሾ0, ∞ሻ: ௦ሺܻሻ ൌ ∞ሽ , موجود supاذا آان
عدا ذلك                                                                 ,∞

 

)II    (      ௦ሺܻሻ ൜ 0, s  dimHሺYሻ
∞, s ൏ dimHሺYሻ                                                                                

 .ولكن هنا لدينا مثال تعليمي.  ليس تمريناً سهلاًحساب بعد هوسدورف لفضاء متري 

),(أي مجموعة جزئية منتهية من فضاء متري  Yلتكن   .مثال 4.1.12أ dX  . 0فإن)(dim =YH. 

}اجعل   .البرهان }NyyyY ,...,, 21=، ܰ א Գ  . لتكن)(iOε  هي الكرة المفتوحة التي مرآزهاiy  ونصف

قطرها 
2
ε  . فإن{ }NiOi ,...,1,:  .Yغطاء للمجموعة  −εهي  =

 لذلك 

{ }} ∑
∈

+
=≤

N

i
s

sss
ii

NdiamOU
1

1

2
.)( ε هو غطاء مفتوح لـ

⎩
⎨
⎧

= ∑
∈Ni

s
i YdiamU :)(inf ε

୲
ሺYሻ. 

02لذلك 
.lim

1
=≤

+

〉
→

s
ss

o
o

Nε
ε
ε

  ୱሺYሻ  .  ولهذاୱሺYሻ ൌ dim)(0لذلك .  〈osلكل  0 =YH.    

 .التمهيدية التالية مباشرة

),(إذا آان   .تمهيدية 4.1.13أ 11 dY  و),( 22 dY  فضائين متريين متقايسين فإن

)(dim)(dim 21 YY HH =.                                                                                          

 

),(مجموعتين جزئيتين انفصاليتين من فضاء متري  Zو  Yلتكن   .تمهيدية 4.1.14أ dX  . إذا آانت

 .فإن  

                                                                                                                  .تمرين  .البرهان

YZ ⊂)(dim)(dim YZ HH ≤
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 فإن.  جزئية انفصالية من فضاء متري  مجموعة لتكن   .مساندة 4.1.15أ

ୱሺYሻ  ∑ ୱሺY୧ሻஶ
୧ୀଵ 

                                                                                                                  .تمرين  .البرهان

 فإن؛ ). X, d(مجموعة جزئية انفصالية في فضاء متري  لتكن  .تمهيدية 16.1.4أ 

 

 أن؛ 15.1.4ينتج مباشرة من مساندة أ  .البرهان

 

، بوضع هاتين لكل  ،  14.1.4على أي حال، بواسطة تمهيدية أ 

                                                                                       .الملاحظتين معاً يكتمل برهان التمهيدية

 .dimH (Y) = 0فإن ) X, d(مجموعة جزئية معدودة من فضاء متري  Yإذا آانت  .تمهيدية 17.1.4أ 

 .                                                      12.1.4ومثال أ  16.1.4هذا يتبع مباشرة من تمهيدية أ  .البرهان

 .تخبرنا بأن  17.1.4بشكل خاص، تمهيدية أ  

فإن . تملك المسافة الأقليدية Թحيث  Թرة مغلقة في فت a, a + 1 [ ،ܽ߳Թ[لتكن  .مثال 18.1.4أ

 . 

]) a, a + 1[da,(فإن . Թبواسطة المسافة الأقليدية على ] a , a + 1[المسافة المحدثة على  daلتكن  .البرهان

 . ،  13.1.4ولذلك بواسطة تمهيدية أ ]) d0 ,]0, 1(متقايسة مع 

 لذلك؛. الآن لاحظ أن 

 

                                                                                  .لأن آل 

U
ℵ∈

=
i

iYY),( dX

U
Ni

iYY
∈

=

( ){ }NiYY iHH ∈= :dimsup)(dim

( ){ }NiYY iHH ∈≤ :dimsup)(dim

)(dim)(dim iHH YY ≥Ni ∈

0)(dim =QH

[ ] [ ] )(dim1,0dim1,dim Raa HHH ==+

[ ] [ ]1,0dim1,dim HH aa =+

[ ]U
∞

∞−=

+=
a

aaR 1,

[ ]{ }
[ ]1,0dim

...,,...,2,1,0,1,2,...,,...:1,dimsup)(dim

H

HH nnaaaR
=

−−−=+=

[ ] [ ]1,0dim1,dim HH aa =+
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إذا وجد . اقتران شامل فضاءات مترية انفصالية و ) Y , d2(و ) X , d1(لتكن  .تمهيدية 19.1.4أ 

  بحيث ان لكل bو aعدد حقيقي موجب 

 

 .فإن 

 .                                                                                                                  تمرين .البرهان

 7انظر تمارين . مفيدة في حساب بعد هوسدورف للفضاء 19.1.4في بعض الحالات تمهيدية أ  .ملاحظة 20.1.4أ 

 .# 8و  6.6 #

آما  sسدورف هو أن نحسن تعريف قياس هوسدورف الخارجي ذو البعد هووسيلة مفيدة أخرى في حساب بعد 

 .غطاء هي مجموعات مفتوحة ε-في التمهيدية التالية آل عناصر 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

YXf →:
Xxx ∈21 ,

( ) ( ) ( )211212211 ,.)(,)(,. xxdbxfxfdxxda ≤≤

( ) ( )21 ,dim,dim dYdX HH =
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إذا آان . عدد حقيقي موجب sو ) X , d(مجموعة جزئية انفصالية من فضاء متري  Yلتكن  .تمهيدية 21.1.4أ 

 . ε < 1لكل عدد حقيقي موجب 

  بواسطة مجموعات مفتوحة  Yغطاء لـ  ε-هي  

கܱ فإن
ୱሺYሻ ൌ க

ୱሺYሻ . 

 بالإضافة لذلك؛

      

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

∞

>
→

=

كلذريغ

YOsةدوجومةياهنلاتناكاذإ

,

0
0

,)(lim

ε
ε

ε

 ୱሺYሻ 

 .                                                                                                                  تمرين .البرهان

}إذا آانت ). X , d(مجموعة جزئي انفصالية مترابطة في فضاء متري  Yلتكن  .مساندة 22.1.4أ  }NiOi ∈: 

 فإن؛ Oiبواسطة مجموعات مفتوحة  Yهي غطاء لـ

∑
∈

≥
Ni

i YdiamOdiam 

 .                                                                                                                  تمرين .البرهان

 . ଵሾ0,1ሿ ≥ 1أثبت أن  .مثال 23.1.4أ 

]1,0[1ملاحظاً أن 21.1.4في تمهيدية أ s = 1و  22.1.4في مساندة أ Y = [0,1]إذا وضعنا  .البرهان =diam 

ఌينتج 
ଵሾ0,1ሿ ≥ 1  لكلε > 0  .هذا يعطي النتيجة المطلوبة.                                   

 

 

 

 

 

{ }}NiOi ∈:( ){ i
s

iiam
s OOdYO :inf)( ∑=ε
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]فإن . ترمز إلى فترة الوحدة المغلقة مع المسافة الأقليدية] 1 ,0[لتكن  .تمهيدية 24.1.4أ  ] 11,0dim =H. 

ଵሾ0,1ሿ ≠ 0يكفي أن نبين أن   11.1.4من تمهيدية أ .البرهان   وهذه هي الحالة إذا بينا أن  . ∞ 

ଵሾ0,1ሿ = 1. 

حيث  εمن الفترات آل منها لها قطر أقل من  nεيمكن أن تغطى بـ ] 1 ,0[من الواضح أن الفترة  ε < 1 > 0لأي 

εε
12+≤n .  لذلكఌ

ଵሾ0,1ሿ   ሺ2ߝ   ଵ
ఌ
ఌأي أن  (

ଵሾ0,1ሿ   1  ଵሾ0,1ሿ      لذلك. ߝ2   من . 1 

                      . الذي منه تنتج التمهيدية ଵሾ0,1ሿ = 1، لدينا الآن 23.1.4مثال أ 

 

Rbaبحجة مماثلة لما ذآر في الأعلى نستطيع إثبات أنه إذا آانت  تملك المسافة الأقليدية  Rو  a < bحيث  ,∋

]فإن  ] 1,dim =baH . مثال أ 24.1.4النتيجة التالية تتضمن هذه النتيجة وهي تنتج بسهولة من ضم تمهيدية أ ،

 . 2.5 # 10وتعريف غير مترابط بالكامل في تمارين  5.3.4، تمهيدية 14.1.4، تمهيدية أ 18.1.4

 .ترمز إلى مجموعة آل الأعداد الحقيقية مع المسافة الأقليدية Rلتكن  .نتيجة 25.1.4أ 

)i (1dim =RH . 

)ii ( إذا آانتRS 1dimفإن  ⊇ ≤SH. 

)iii ( إذا آانتS  تحوي فترة ليستφ )1، فإن )أي أنها ليست غير مترابطة بالكاملdim =SH. 

)iv ( إذا آانتS  فترة ليستφ  فيR  1فإنdim =SH. 

                                                                                                                   .تمرين .البرهان

Nnتملك المسافة الأقليدية حيث  Rnفي الحقيقة إذا آانت  .ملاحظة 26.1.4أ  nRnفإن  ∋
H =dim . هذا

التي لم تثبت  3.3.8بورل المعممة -على أية حال، البرهان هناك يعتمدعلى نظرية هبن 1.4.يثبت في تمارين أ 

 .حتى الفصل الثامن
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من وقت لآخر رجاءً دقق للتجديدات على الإنترنت على . هذا الملحق عن بعد هوسدورف لم يكمل لغاية الآن

http://uob-community.ballarat.edu.au/smorris/topology.html .                                     
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 4.1أتمارين 

YdiamYdiamأثبت أن . هي علاقتها Yو ) X , d(مجموعة جزئية من فضاء متري  Yلتكن  -1 = . 

 .14.1.4أثبت تمهيدية أ  -2

 ]10.1.4و أ  4.1.4استخدم تعاريف أ . مساعدة[

 . 15.1.4أثبت مساندة أ  -3

Uإذا آانت  -4
n

i
iYY

1=

Nnلبعض  = أثبت أن ) X , d(مجموعة جزئية انفصالية من فضاء متري  ∋

{ }niYY iHH ,...,2,1:)(dimsup)(dim ==. 

5- )i ( لتكنNn nRbaو  ∋  Br  أي أعداد حقيقية موجبة فإن الكرات المفتوحة sو  rأثبت أنه إذا آانت . ,∋

(a)  وBr (b)  فيRn مع المسافة الأقليدية تحقق؛ 

)(dim)(dim bBaB sHrH = 

)ii ( ؛ أثبت أن 18.1.4باستخدام طريقة مثال أn
rH RaB dim)(dim =. 

)iii ( إذا آانتS1  هي المكعب المفتوح( ){ }nixRxxx i
n

n ,..,1,10:,...,, 21 أثبت أن  .∋>>=

n
H RS dimdim 1 =. 

)iv * ( أثبت أنه إذا آانت  24.1.4باستخدام طرقة تمهيدية أn = 2  فإنଶሺSଵሻ  ولذلك  2

2)(dim 1 ≤SH. 

)v ( 2أثبت أنdim 2 ≤RH . 

)vi ( باستخدام طريقة مشابهة أثبت أنnRn
H ≤dim  لكلn > 2 . 

 .19.1.4أثبت أن تمهيدية أ  -6

.௦ܽأثبت أن . مساعدة[ ௦ሺܺሻ  ௦ሺܻሻ  ܾ௦. ௦ሺܺሻ .[ 
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:2ليكن  -7 RRf )(),(اقتراناً معطى على الشكل → 2xxxf أثبت أن  19.1.4باستخدام تمهيدية أ . =

[ ] [ ]1,0dim1,0dim HH f   R2المنحنى في  يه Yأنه إذا آانت  16.1.4استنتج من ذلك ومن تمهيدية أ . =

 . فإن  المعطى بواسطة  RR→:θللاقتران 

لأي آثير  R2هي المنحنى في  Zأعلاه، أثبت أنه إذا آانت  7باستخدام طريقة مشابهة لتلك التي في تمرين  -8

 حدود؛

 

 .فإن  an ≠ 0حيث 

 . موجودة لكل  n ،g(n)اقتراناً بحيث أن المشتقة رقم  ليكن   -*9

أمثلة على . (ولكل  لكل  ،  بالإضافة لذلك افرض أنه يوجد 

باستخدام توسعة متسلسلة ). آثير حدود gو  ،  ،  مثل هذا الاقتران تشمل 

معطى على  أعلاه لإثبات أنه إذا آان  8و  7، وسع الطريقة في تمارين  gتايلور للاقتران 

 .فإن  الشكل 

 .21.1.4أثبت تمهيدية أ  -10

مع ) X , d(أي مجموعة في  Ui، و 1أي عدد حقيقي موجب أآبر من  zأولاً أثبت أنه إذا آانت . مساعدة[ 

i(ii(بحيث  Oi، فإنه يوجد مجموعة مفتوحة εقطر أقل من  OU ⊆  ،)ii(ε<iOdiam و)iii( 

ii UdiamzOdiam ఌܱاستخدم هذا لإثبات أن . ≥.
௦ሺܻሻ  .௦ݖ ఌ

௦ሺܻሻ  لكلz > 1 [. 

 .22.1.4أثبت مساندة أ  -11

بعد ذلك ادرس . تغطى بواسطة مجموعتين مفتوحتين وأثبت النتيجة المشابهة Yأولاً افرض أن . مساعدة[ 

أخيراً ادرس حالة الغطاء غير المنتهي متذآراً . تغطى بعدد منتهي من المجموعات المفتوحة Yالحالة عندما 

 موجودةإذا وفقط إذا آانت نهاية المجاميع المنتهية ) ومنتهي(أن مجموع عدد غير منتهي من الحدود موجود 

.[ 

 .ترمز إلى مجموعة الأعداد غير النسبية مع المسافة الأقليدية فإن   Pأثبت أنه إذا آانت  -12

 .25.1.4املأ التفاصيل في برهان نتيجة أ  -13

2)( xx =θ[ ]1,0dim)(dim HH Y =

01
2

2
1

1 ...)( axaxaxaxax n
n

n
n +++++= −

−φ

[ ]1,0dimdim HH Z =

RRg →:Nn ∈

Nk ∈kxg n <)()(Nn ∈[ ]1,0∈x

exp=gsin=gcos=g

2: RRf →

))(,()( xgxxf =[ ] [ ]1,0dim1,0dim HH f =

1dim =PH
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 -εهي  المبرهنة في الفصل الثامن تعطي أنه إذا آانت  3.3.8بورل المعممة -نظرية هين -14

غطاء  -εهي آذلك  بحيث  Գ߳ܰأعلاه فإنه يوجد  5في مثال  S1غطاء للمكعب المفتوح 

 ،εلكل عدد حقيقي موجب : للقول أن 21.1.4باستخدام هذا وسع تمهيدية أ .  S1لـ

∑ S1غطاء مفتوح لـ  -εهو  O1،... ،ONو Գ߳ܰحيث {
=

=
N

i

s
iOdiam

1

:)({inf ఌ
௦ሺ ଵܵሻ 

 .لاحظ أن هذا التمرين يعتمد على نتيجة لم تثبت لغاية الفصل الثامن :تحذير

15- )i ( أثبت أنه إذا آانتO  مجموعة جزئية منR2  مع المسافة الأقليدية وA  هي مساحتها فإن

. 

)ii ( استنتج من)i ( أنه إذا آانتO1 ،O2 ،... ،ON  هيε-  غطاء لـS1  فيR2  أعلاه فإن؛ 5في مثال 

 

)iii ( استنتج من)ii (  أعلاه أن 14وتمرينଶሺSଵሻ  ସ


. 

)iv ( باستخدام)iii ( وتمرينS  أثبت أن. 

)v ( حيث  باستخدام طريقة مشابهة لما هو أعلاه أثبت أنRn تملك المسافة الأقليدية. 

)vi ( أثبت أنه إذا آانتS  أي مجموعة جزئية منRn  مع المسافة المترية بحيث أنS  تحوي آرة مفتوحة

 .فإن  Rnغير خالية في 

 .في هذا التمرين تعتمد على نتيجة أثبتت في الفصل الثامن) vi(و ) iii ( ،)iv ( ،)v(لاحظ أن  :تحذير

 

 

 

 

 

{ }NiOi ∈:
{ }NOOO ,...,, 21

2)(.
4

OdiamA π
≤

∑
=

≥
N

i
iOdiam

1

2 4)(
π

)(dimdim2 1
2 SR HH ==

nRn
H =dim

nSH =dim
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 Topological Groupsالزمر التبولوجية :  5ملحق 

 

 

 :مقدمة

 

القارئ على علم بمفهوم الزمرة لأنه متضمن يفترض أن . في هذا الملحق نعطي مقدمة لنظرية الزمر التبولوجية

 .في أي مساق أولي في نظرية الزمر أو في مساق أولي للجبر المجرد

 

 Topological Groupsالزمر التبولوجية  1.5أ 

 

تسمى ) G , τ(فإن .  Gعلى τ، والتي هي زمرة، مع التبولوجيا Gهي المجموعة ) G , τ(لتكن  .تعريف 1.1.5أ 

 إذا آان؛) Topological Group( زمرة تبولوجية

)i ( الاقترانyxyx →),( ),(),(الشامل من  )  ττ GG ),(إلى  × τG متصل و. 

)ii ( الشامل من  الاقتران),( τG  إلى),( τG متصل. 

 

 

 

 

 

1−→ xx
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 .أمثلة 2.1.5أ 

 .  R الجمعية للأعداد الحقيقية مع التبولوجيا الأقليدية هي زمرة تبولوجية يرمز لها عادة بـالزمرة ) 1(

 .هي آذلك زمرة تبولوجية Rالزمرة الضربية للأعداد الحقيقية الموجبة مع التبولوجيا المحدثة من ) 2(

 . Q ة يرمز لها بـالزمرة الجمعية للأعداد النسبية مع التبولوجيا الأقليدية هي زمرة تبولوجي) 3(

 .Z الزمرة الجمعية للأعداد الصحيحة مع التبولوجيا المتقطعة هي زمرة تبولوجية يرمز لها بـ) 4(

 .أي زمرة مع التبولوجيا المتقطعة هي زمرة تبولوجية) 5(

 .أي زمرة مع التبولوجيا غير المتقطعة هي زمرة تبولوجية) 6(

، أي مجموعة الأعداد (المرآبة التي مرآبتها واحد المكونة من الأعداد " الدائرة"زمرة ) 7(

مع العملية على الزمرة هي ضرب الأعداد المرآبة والتبولوجيا المحدثة من التبولوجيا الأقليدية على المستوى ) 

 ).S1أو ( Tهذه الزمرة التبولوجية يرمز لها بالرمز . المرآب هي زمرة تبولوجية

 Atالناقل . هي أعداد مرآبة ajkحيث المدخلات  n   ×nهي مصفوفة بعدها  A = ( ajk(لتكن . الزمر الخطية) 8(

هو المرافق  حيث) (هو المصفوفة  Aللمصفوفة  والمرافق  )akj(هو المصفوفة  Aللمصفوفة 

وتسمى  و  إذا آانت ) orthogonal( متعامدةتسمى  Aالمصفوفة . ajkالمرآب للعدد 

 .إذا آان ) Unitary( مرآزية

زمرة تسمى ) مع مدخلات أعداد مرآبة( n   ×nمجموعة آل المصفوفات التي محددتها لا تساوي صفراً وبعدها

الزمرة . n , ԧ (GL(ويرمز لها بالرمز ) على حقل الأعداد المرآبة) (general linear group( خطية عامة

 Special linear( زمرة خطية خاصةالمكونة من المصفوفات التي محددتها واحد هي  GL) n , ԧ(الجزئية من 

group) ((ويرمز لها بالرمز ) على الحقل المرآبn , ԧ (SL  .الزمرة المرآزية )Unitary group) (n (U 

المكونة آل المصفوفات المرآزية وآل المصفوفات المتعامدة  orthogonal group) (n (O( الزمرة المتعامدةو

 Special unitary( الزمرة المرآزية الخاصةأخيراً نعرّف . GL) n , ԧ(على التوالي؛ هي زمر جزئية من 

group (الزمرة المتعامدة الخاصةو )Special orthogonal group ( على الشكل

 n , ԧ (GL(الزمرة . على التوالي و  

ترمز إلى مستوى الأعداد  ԧ، حيث ԧ୬మ وآل الزمر الجزئية منها يمكن اعتبارها آمجموعات جزئية من

وآل الزمر الجزئية منها تملك  ԧ n , (GL(بما أن  .2n2 هو الفضاء الأقليدي الذي بعده ԧ୬మالمرآبة، ولذلك

 .أنها مع هذه التبولوجيا هي زمر تبولوجية نثبت التبولوجيا المحدثة فمن السهل أن

xie π210 <≤ x

Ajkajka

AA =1−= AAt

tAA )(1 =−

)(),()( nUCnLSnUS ∩=)(),()( nOCnLSnOS ∩=
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 بأي أن ترآيب الزمرة والترآي زمرة تبولوجية بالتأآيد ليس آل تبولوجيا على زمرة تجعلها .ملاحظة 3.1.5أ 

زمرة ) G , τ(تجعل  Gعلى الزمرة  τإذا آانت التبولوجيا . التبولوجي ليس بالضرورة أن يكونا متناغمين

 topological group( تبولوجيا زمرة تبولوجيةأو ) group topology( تبولوجيا زمرةتسمى  τتبولوجية فإن 

topology.( 

المجموعة : على النحو التالي Gعلى  τعرف تبولوجيا . الزمرة الجمعية للأعداد الصحيحة Gلتكن  .مثال 4.1.5أ 

 مفتوحة إذا آان إما؛ Gمن  Uالجزئية 

0 ) أ( ב  أو ܷ

 .منتهية U \ G) ب(

ليست زمرة ) G , τ(أدناه تبين أن  5.1.5، ولكن تمهيدية أ )هوسدورف متراصة(واضح أن هذه تبولوجيا 

 .وجيةتبول

هي  a، الإزاحة يميناً ويساراً بمقدار لكل . زمرة تبولوجية) G , τ(لتكن  .تمهيدية 5.1.5أ 

 .أخذ النظير هو آذلك هو ميومورفزم). G , τ(هوميومورفيزمات على 

:),(),(الاقتران  .البرهان ττ GGLa gagالمعطى على الشكل  → a هو ضرب الاقترانين المتصلين؛ 

),(),(),( τττ GGG ),(المعطى على الشكل  →× gag a  حيثGg ∈ ،a ثابتة و 

),(),(),( τττ GGG yxyxالمعطى على الشكل  ×→ a),( ،Gyx لذلك . ، ولذلك هو متصل,∋

 له نظير متصل، أي Laبالإضافة لذلك، . هو متصل ∋Gaالإزاحة من اليسار بأي  1−aLلأن،

ggaagaLgLL aaa === −−
− ][][)]([ 11
ggaagaLgLLو 1 aaa === −

−− ][][)]([ 1
11 

 .هوميومورفزم بنفس الأسلوب الإزاحة من اليمين هي. لذلك الإزاحة من اليسار هي هوميومورفزم

:),(),(الاقتران  ττ GGI gg−1المعطى على الشكل  → a آذلك . متصل باستخدام التعريفI  له نظير

gggIgIIنفسه، لأن  Iمتصل، أي  === −−− 111                       .آذلك هوميومورفزم Iلذلك . ])[(][][

تأخذ  1أعلاه ليس زمرة تبولوجية لأن الإزاحة من اليسار بـ 4.1.5في مثال أ ) G , τ(إنه الآن واضح أن 

الذي قلناه في الحقيقة هو أن أي زمرة . مجموعة ليست مفتوحة} 0{، ولكن }0{إلى } 1-{المجموعة المفتوحة 

الفضاءات المتجانسة تعرّف . في حين أن المثال ليس آذلك) homogeneous( متجانستبولوجية هي فضاء 

 .لاحقاً

Ga ∈
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إذا آان يملك الخاصية أن لكل ) homogeneous( متجانسيسمى ) X , τ(الفضاء التبولوجية  .تعريف 6.1.5أ 

:),(),(يوجد هوميومورفزم  Xمن نقاط  x  ،yزوج  ττ XXf yxfبحيث  → =)(. 

آل فضاء في حين أن آل زمرة تبولوجية هي فضاء تبولوجي متجانس سوف نرى بشكل مختصر أنه ليس 

 .متجانس يمكن تحويله إلى زمرة تبولوجية

إذا آان آل نقطة في الفضاء هي مجموعة ) T1- )T1- spaceفضاء الفضاء التبولوجي يسمى  .تعريف 7.1.5أ 

 .مغلقة

 .1.4 # 13انظر تمارين . ولكن العكس ليس صحيحاً -T1من السهل رؤية أن آل فضاء هوسدورف هو فضاء 

 .هي هوسدورف -T1سوف نرى على آل حال أن أي زمرة تبولوجية وفضاء 

تبولوجيا لأن أي مجموعة غير منتهية مع  –بالمصادفة هذا ليس صحيحاً بشكل عام للفضاءات المتجانسة 

 .متجانس ولكنه ليس هوسدورف -T1هي فضاء  المتممات المنتهية

 .يمكن تحويله إلى زمرة تبولوجيةليس آل فضاء متجانس آنتيجة سوف يكون لدينا أن 

،  e هي أي جوار لـ Uإذا آانت  .هو عنصرها المحايد eأي زمرة تبولوجية و) G , τ(لتكن  .تمهيدية 8.1.5أ 

 بحيث؛ e لـ Vفإنه يوجد جوار مفتوح 

)i (V = V-1 ) أي أنV  جوار متماثل للعنصر المحايد هيe.( 

)ii (UV ⊆2. 

}هنا ( }VvvV ∈= −− }و  11: }VvVvvvV ∈∈= 2121
2 }وليست المجموعة  :, }Vvv ∈:2.( 

                                                                                                       .            تمرين .البرهان
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 .فإنها آذلك هوسدورف -T1فضاء ) G , τ(حيث ) G , τ(أي زمرة تبولوجية  .تمهيدية 9.1.5. أ

eyxفإن . Gنقطتين مختلفتين في  yو  xلتكن  .البرهان \}{المجموعة . 1−≠ 1 yxG  e هي جوار مفتوح لـ −

}بحيث  e يوجد جوار متماثل مفتوح لـ 8.1.5ولذلك بواسطة تمهيدية أ  }yxGV 12 \ 21لذلك . ⊇− Vyx ∉−. 

∩≠φافرض أن . على التوالي yو  xجوارات مفتوحة لـ  yVو  xVالآن  VyVx . 21فإن vyvx  v1حيث  =

211؛ أي أن Vهي في  v2و 
21

1 . VVVvvyx =∈= ∩=φلذلك . وهو تناقض −−− VyVx ولذلك     )G , 

τ (هو هوسدورف.                                                                                                         

لاختبار فيما إذا آانت زمرة تبولوجية هي هوسدورف أنه فقط من الضروري أن تثبت أن آل  .ملاحظة 10.1.5أ 

 .هي مجموعة مغلقة {e}يكفي أن نبين أن  5.1.5في الواقع بواسطة تمهيدية أ . نقطة هي مجموعة مغلقة

 .لتبولوجيةافي تعريفهم للزمرة " هوسدورف"ون عدة مؤلفين يضمن .تحذير

الأغلبية الواسعة للعمل في الزمر التبولوجية تتم مع الزمر التبولوجية التي تكون هوسدورف  .ملاحظة 11.1.5أ 

سوف نرى باختسار سبباً واحداً ) في تعريفهم للزمرة التبولوجية" هوسدورف"في الواقع عدة مؤلفين يضعون (

تجعلها زمرة تبولوجية؟ هل آل زمرة تقابل تبولوجيا هوسدورف : على أية حال، من الطبيعي أن نسأل. لذلك

 .التبولوجية المتقطعة –" نعم"الجواب بالتأآيد هو 

 :ولكن نذآر المسألة التالية

 هل آل زمرة تقابل تبولوجيا زمرة هوسدورف غير متقطعة التي تجعلها زمرة تبولوجية؟. سؤال

Shelah ]194 [زود بجواب سلبي تحت فرض فرضيات الاستمرار. 

 .وسوف نثبت ذلك حالاً" نعم"الجواب هو ) أي أنها تبديلية(الخاصة أن الزمرة هي ابيلية على أية حال في الحالة 
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 1.5تمارين أ 

 .Gأي عنصر في  kعنصرها المحايد و  eزمرة تبولوجية، ) G , τ(لتكن  1-

 بحيث؛ e لـ Vأثبت أنه يوجد جوار مفتوح  e أي جوار لـ Uإذا آانت 

)i (1−=VV 

)ii (UV  و 2⊇

)iii (UkVk أي مجموعة جزئية متراصة من  Kفي الحقيقة مع جهد أآبر تستطيع أن تبين أنه إذا آانت . (1−⊇

)G , τ ( فإنV يمكن اختيارها آذلك لتملك الخاصية) :iv ( لأيKk∈ ،UkVk ⊆−1.( 

-2 )i ( لتكنG  ࣨأي زمرة و = {N}  عائلة من الزمر الجزئية الناظمية فيG.  أثبت أن عائلة آل المجموعات

، هي شبه قاعدة مفتوحة لتبولوجيا الزمرة  ࣨتتغير على  Nو  Gتتغير على  gحيث  gNالتي على الشكل 

 .تبولوجيا شبه زمرةمثل هذه التبولوجيا تسمى . Gالتبولوجية على 

)ii ( مكونة من فقط  ࣨأثبت أن آل تبولوجيا زمرة تبولوجية على زمرة منتهية هي تبولوجيا شبه زمرة حيث

 .شبه زمرة ناظمية واحدة

 أثبت أن؛ 3-

)i ( إذا آانت)G , τ ( زمرة تبولوجية فإن)G , τ (فضاء منتظم. 

)ii ( أي فضاءT0- ء منتظم هو هوسدورف ولذلك أي زمرة تبولوجية والتي هي فضاT0- تكون هوسدورف. 

 أثبت أن؛. Gأي عنصر في  gو  Gمجموعات جزئية من  Bو  Aزمرة تبولوجية، ) G , τ(لتكن  4-

)i ( إذا آانتA  مفتوحة فإنgA مفتوحة. 

)ii ( إذا آانتA مفتوحة وB  أي مجموعة عشوائية فإنAB مفتوحة. 

)iii ( إذا آانتA  وB  متراصة فإنAB متراصة. 

)iv ( إذا آانتA  متراصة وB  مغلقة فإنAB مغلقة. 

)v( * إذا آانتA  وB  مغلقة فإنAB ليس بالضرورة أن تكون مغلقة. 
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Syxبحيث  Gمجموعة جزئية متراصة من زمرة تبولوجية قابلة للقياس  Sلتكن  5- . Sفي  yو  xإذا آانت  ∋

 .Sx∈ ،xS = Sأثبت أن لكل 

Iوبين أن  Sفي ... ،  x  ،x2  ،x3نقطة تجمع للمتتالية  yاجعل (
∞

=

=
1n

nSxyS  استنتج أن ،ySyxS لذلك ). =

 ).16.9نظرية ] Ross ]100و  G )Hewittزمرة جزئية من  Sبين أن 

 

 الفضاءات الجزئية والنسبة من الزمر التبولوجية 2.5أ 

Subgroups and Quotient of Topological Groups                 

:21الاقتران . زمر تبولوجية G2و  G1لتكن  .تعريف 1.2.5أ  GGf  هومومورفزم متصليسمى  →

)Continuous homomorphism (إذا آان . إذا آان هومومورفزم لزمر وآذلك متصلf ومورفزم يآذلك هوم

 ايسومورفزم تبولوجيأو ) Topological Group Isomorphism( ايسومورفزم زمرة تبولوجيةفإنه يسمى 

)Topological Isomorphism (وG1  وG2  ايسومورفك تبولوجياًتسمى )Topologically Isomorphic.( 

الزمرة الضربية للأعداد  Rxالزمرة الجمعية للأعداد الحقيقية مع التبولوجيا العادية و  Rلتكن  .مثال 2.2.5أ 

 Rايسومورفك تبولوجياً حيث الايسومورفزم التبولوجي من  Rxو  Rفإن . الحقيقية الموجبة مع التبولوجيا العادية

هما نفس  Rxو  Rمرة أخرى لأنه آزمر تبولوجية  Rxلذلك لا نحتاج أن نذآر الزمرة . (xexaهو  Rxإلى 

                                                                                                                             ).الشيء

مع تبولوجيا الفضاء الجزئي المرافقة  Hفإن . Gزمرة جزئية من  Hزمرة تبولوجية و Gلتكن  .تمهيدية 3.2.5أ 

 .لها هي زمرة تبولوجية

yxyxالاقتران  .البرهان a),(  الشامل منH  ×H  إلىH  1والاقتران−xxa  الشامل منH  إلىH  هما

                                                 .Gو  G  ×Gمتصلان لأنهما اقترانات تقييد للاقترانات المناظرة على 

i (RZ(   .أمثلة 4.2.5أ  ≤    )ii (RQ≤                                                                              . 
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 فإن؛. Gزمرة جزئية من زمرة تبولوجية  Hلتكن  .تمهيدية 5.2.5أ 

)i( لاقة غالH  .Gهي زمرة جزئية من  Hللمجموعة   

)ii ( إذا آانتH  زمرة جزئية ناظمية منG  فإنH  هي زمرة جزئية ناظمية منG. 

)iii ( إذا آانتG  هوسدورف وH  ابيلية فإنH ابيلية. 

                        .                                                                                           تمرين .البرهان

 زمرة تبولوجية، فإن؛ Gلتكن  .نتيجة 6.2.5أ 

)i (}{ e  .G؛ في الحقيقة، هي أصغر زمرة جزئية مغلقة في Gهي زمرة جزئية ناظمية مغلقة في  

)ii ( إذا آانتGg∈  فإن}{ g  هي المجموعة المساعدة)coset (}{}{ egge =. 

)iii ( إذا آانتG  هوسدورف فإن}{}{ ee =. 

           .Gهي زمرة جزئية ناظمية في  {e}بملاحظة أن ) ii( 5.2.5هذا يتبع مباشرة من تمهيدية أ  .البرهان

 .هي آذلك مغلقة Gمن زمرة تبولوجية  Hأي زمرة جزئية مفتوحة  .تمهيدية 7.2.5أ 

Uلذلك . Gفي  H هي مجموعة المجموعة المساعدة اليمني لـ ∋xi  ،Iiلتكن  .البرهان
Ii

iHxG
∈

، حيث =

φ=∩ ji HxHx  لأي عددين مختلفينi  وj  في المجموعة المفهرسةI. 

 .∋Iiمفتوحة لكل  Hxiمفتوحة فإن  Hبما أن 

Iio∈ ،HHxoبالتأآيد لبعض  U)(أي أن لدينا  =
Ji

iHxHG
∈

\}{حيث  =∪ oiIJ هذين الحدين . =

مجموعة ) Gفي (هي متممة  Hلذلك . منفصلين والحد الثاني مجموعة مفتوحة لأنه اتحاد لمجموعات مفتوحة

                                                                                                .Gمفتوحة ولذلك هي مغلقة في 

ولكن ليست  Rهي زمرة جزئية مغلقة في  Zعلى سبيل المثال، . صحيحاً ليس 7.2.5لاحظ أن عكس تمهيدية أ 

 .Rزمرة جزئية مفتوحة في 
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مغلقة في  Hمتراصة موضعياً فإن  Hإذا آانت . Gزمرة جزئية من زمرة هوسدورف  Hلتكن  .تمهيدية 8.2.5أ 

G . بشكل خاص هذه هي الحالة إذا آانتH متقطعة. 

KHUبحيث  e لـ Gفي  Uفإنه يوجد جوار . Hفي  e جوار متراص لـ Kلتكن  .البرهان بشكل خاص، . ∩=

HU UVبحيث e لـ Gهي جوار في  Vلتكن . Gمغلقة في  ∩ ⊆2. 

Hxفإن ) 5.2.5تمهيدية أ(هي زمرة  Hوبما أن  ∋Hxإذا آانت  لذلك يوجد عنصر .  1−∋

HUxy I1−∈  . سوف نبين أنHyx∈  . بما أنHy∈  هذا سوف يعطي أنHx∈  ولذلكH  هي

 .مغلقة آما هو مطلوب

HUهي نقطة نهاية للمجموعة  yxسوف نبين أن  ∋Hyxلإثبات أن  I  . بمان أنHU I  مغلقة هذا

HUyxسوف يعطي أن  I∈  ولذلك بشكل خاصHyx∈. 

Oyفإن .  yxجواراً عشوائياً لـ Oلتكن  xVOyولذلك  xهي جوار لـ −1 I1− هي جوار لـx  . بما أن

Hx∈  فإنه يوجد عنصرHxVOyh II )( آذلك .  ∋Oyhلذلك  .∋−1

UVxVVxyh ⊆=∈ − 21 )(أي أن  ∋Hyhو  ))(( HUOyh II∈  . بما أنO  عشوائية هذا يدل

HUهي نقطة نهاية للمجموعة  yxعلى أن  I آما هو مطلوب.                                         

Uفإن .  Gفي زمرة تبولوجية  eجوار متماثل لـ Uلتكن   .تمهيدية 5.2.9أ
∞

=

=
1n

nUH  هي زمرة جزئية

 .Gفي ) ومغلقة(مفتوحة 

 .Gهي زمرة جزئية من  Hواضح أن   .البرهان

 .nلبعض  ∋nUxفإن .  ∋Hhلتكن 

HUhUhلذلك  n ⊆⊆∈  .hلـ hUتحوي الجوار  H؛ أي أن، 1+

، بواسطة تمهيدية Gوهي آذلك مغلقة في .  Gمفتوحة في  Hفإن  Hهو عنصر عشوائي من  hبما أن 

                                                                                                                              .5.2.7أ

Uفإن .  Gفي زمرة تبولوجية مترابطة  eأي جوار لـ Uلتكن   .نتيجة 5.2.10أ
∞

=

=
1n

nUG ؛ أي أن، آل زمرة

 .eمترابطة تولَّد بواسطة أي جوار لـ
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UVبحيث  eهي جوار مترابط لـ Vلتكن   .البرهان U 5.2.9بواسطة تمهيدية أ.  ⊇
∞

=

=
1n

nVH  هي زمرة

 .Gجزئية مفتوحة ومغلقة في 

GHمترابطة فإن  Gبما أن  U؛ أي أن =
∞

=

=
1n

nVG. 

UVبما أن  nnفإن  ⊇ UV Uولذلك  nلكل  ⊇
∞

=

=
1n

nUG آما هو مطلوب.                 

إذا وجدت ) compactly generated( مولدة بشكل متراصتسمى  Gالزمرة التبولوجية   .تعريف 5.2.11أ

 .Xتحوي ) Gمن(هي أصغر زمرة جزئية  Gبحيث أن  Gمن  Xمجموعة جزئية متراصة 

 .أمثلة 5.2.12أ

)i( Թ  1,0[موَلَّدة بشكل متراص بواسطة[ )أو أي فترة متراصة غير خالية( 

)ii( بالتأآيد، أي زمرة متراصة هي مولَّدة بشكل متراص. 

 .أي زمرة مترابطة ومتراصة موضعياً هي مولَّدة بشكل متراص  .نتيجة 5.2.13أ

U 5.2.10إذاً بواسطة نتيجة أ.  eأي جوار متراص لـ Kلتكن   .البرهان
∞

=

=
1n

nKG ،مولَّدة بشكل  ؛ أي أن

                                               .متراص

في الوقت المناسب سنصف ترآيب الزمر الأبيلية الهوسدورف المتراصة موضعياً المولَّدة   .ملاحظة 5.2.14أ

 .الآن نرى أن هذا الصف يشمل آل الزمر الأبيلية الهوسدورف المتراصة موضعياً المترابطة.  بشكل متراص

 .ليدل على زمرة تبولوجية أبيلة هوسدورف متراصة موضعياً زمرة سنستخدم الرمز : رميزت

لزمرة تبولوجية تكون ) أي أآبر مجموعة جزئية مترابطة تحوي (مرآبة العنصر المحايد   .تمهيدية 5.2.15أ

 .زمرة جزئية ناظمية مغلقة

لأن في أي فضاء تبولوجي المرآبات .  هي مرآبة العنصر المحايد في زمرة تبولوجية  لتكن   .البرهان

 .مغلقة تكون مجموعات مغلقة فإن 

 .وتحوي ) آونها صورة هوميومورفك لـ(مترابطة  لأن  فإن .  لتكن 

G

LCA−

e

CG

C

Ca∈CCa ⊆−1Ca 1−Ce
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 .زمرة جزئية والذي يتضمن أن  لذلك 

Cxx، في  زمرة جزئية ناظمية، ببساطة لاحظ أن لكل  لرؤية أن   هي مجموعة مترابطة تحوي  −1

CCxxولذلك  ⊆−1.                                                                                                            

تملك  إذا آانت زمرة النسبة .  زمرة جزئية ناظمية من زمرة تبولوجية  لتكن   .تمهيدية 5.2.16أ

إذا وفقط  مفتوحة في  أي أن، ( التبولوجيا النسبية تحت الهومومورفزم القانوني 

ليس  بالإضافة لذلك، الاقتران .  تصبح زمرة تبولوجية فإن ) مفتوحة في  إذا آانت 

إذا آانت صورة آل مجموعة مفتوحة هي مجموعة  مفتوحالاقتران يسمى .  (فقط متصل ولكنه آذلك مفتوح

 .)فتوحةم

متصل أمر  وأن الاقتران .  مع تبولوجيا النسبة هي زمرة تبولوجية أمر روتيني إثبات أن   .البرهان

 ).وصحيح لكل اقترانات النسبة للفضاءات التبولوجية(واضح 

)فإن .  مجموعة مفتوحة في  اقتران مفتوح، لتكن  لرؤية أن  ) GNOOPP ⊆=−  بما أن .  1)(

فإن  لذلك بواسطة تعريف تبولوجيا النسبة على ) 4#5.2انظر تمارين أ.  (مفتوحة مفتوحة فإن 

                                                               .هو اقتران مفتوح ؛ أي أن مفتوحة في  

 .ملاحظات 5.2.17أ

)i(  بالضرورة أن تكون اقترانات مفتوحةلاحظ أن اقترانات النسبة للفضاءات التبولوجية ليس. 

)ii( على سبيل المثال، إذا .  اقترانات النسبة للزمر التبولوجية ليس بالضرورة أن تكون اقترانات مغلقة

Թترمز إلى زمرة الضرب  Թଶآانت  ൈ Թ  اقتران الإسقاط الشامل  مع التبولوجيا العادية و

فإن المجموعة  Թإلى  Թଶمن 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≠∈= oxRx

x
xS هو  و  Թଶهي مغلقة في  ),1(:,

                   .Թليست مغلقة في  اقتران نسبة ولكن 

فإن الهومومورفزم  زمرة جزئية ناظمية متراصة من  زمرة تبولوجية و إذا آانت   .تمهيدية 5.2.18أ

 .هو آذلك اقتران مفتوح الهومومورفزم .  هو اقتران مغلق القانوني 

 والذي هو ضرب في  فإن  مجموعة جزئية مغلقة في  إذا آانت   .البرهان

 لذلك .  فإن هذا الضرب هو مجموعة مغلقة 4#5.1بواسطة تمارين .  لمجموعة متراصة ومجموعة مغلقة

U
Ca

CCCCa
∈

−− ⊆= 11C

CxGe

NGNG /

NGGP /: →UNG /

)(1 UP−GNG /P

NG /P

POGO

NONG /

)(OPNG /P

P

P

)(SP

GNG

NGGP /: →P

SG( ))(1 SPPNS =G

)(SP
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تعطي أنه اقتران  5.2.16هو اقتران نسبة، تمهيدية  بما أن .  هو اقتران مغلق و  مغلقة في 

                                                                                                                      .مفتوح

إذا آانت مرآبة آل ) totally disconnected( غير مترابط بالكاملالفضاء التبولوجي يسمى   .تعريف 5.2.19أ

 .نقطة هي النقطة نفسها

هي زمرة  هي مرآبة العنصر المحايد فإن  أي زمرة تبولوجية و إذا آانت   .تمهيدية 5.2.20أ

 .تبولوجية غير مترابط بالكامل

 .هي زمرة تبولوجية ولذلك  هي زمرة جزئية ناظمية في  لاحظ أن   .البرهان

                               .مترابط بالكامل ترك آتمرين غير إثبات أن 

متراصة  فإن  هي أي زمرة نسبية من زمرة متراصة موضعياً  إذا آانت   .تمهيدية 5.2.21أ

 .موضعياً

          .ببساطة لاحظ أن أي صورة متصلة مفتوحة لفضاء متراص موضعياً هي متراصة موضعياً  .البرهان

متقطعة إذا وفقط إذا  فإن .  زمرة جزئية ناظمية زمرة تبولوجية و لتكن   .تمهيدية 5.2.22أ

 .مغلقة هي هوسدورف إذا وفقط إذا آانت  آذلك .  مفتوحة آانت 

                                             ).فإنها هوسدورف لاحظ أن أي زمرة إذا آانت (هذا واضح   .البرهان

 

 

 5.2تمارين أ

متصل إذا وفقط إذا آان  أثبت أن .  هومومورفزم زمر تبولوجية و  و  لتكن  -1

بحيث  لـ في  Vيوجد جوار  لـ في  متصل عند العنصر المحايد، أي إذا وفقط إذا آان لكل جوار 

UVf ⊆)(. 

 

Թ ايسومورفك تبولوجياً للزمرة النسبية أثبت أن الزمرة الدائرية  -2
Ժൗ. 

NG /PP

GCCG /

CGCG /

CG /

NG /GNG /

GNNG /

NNG /N

1T

GHHGf →:f

UHeGe

Τ
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 أثبت أن).  حقيقية(فضاءات بناخ  و  لتكن  -3

)i(   مع التبولوجيا المحددة بالطول لكل منهما هي زمر تبولوجية و. 

)ii(  هو هومومورفزم متصل  إذا آان)هو تحويل  فإن ) لزمر تبولوجية

فإنها " إيسومورفك آزمر تبولوجية" و  لذلك إذا آانت .  (خطي متصل

إيسومورفك "ولكن ليس بالضرورة " إيسومورفك آفضاءات متجهة تبولوجية"

 ".)بناخ آفضاءات

 

تملك  إذا وفقط إذا آانت  مفتوحة في  أثبت أن .  زمرة جزئية من زمرة تبولوجية  لتكن  -4

 ).تحوي مجموعة جزئية مفتوحة غير خالية من  أي إذا وفقط إذا آانت (داخلية غير خالية 

 

 أثبت أن.  زمرة جزئية من زمرة تبولوجية  لتكن  -5

)i(   زمرة جزئية من. 

)ii(  زمرة جزئية ناظمية في  فإن  زمرة جزئية ناظمية في  إذا آانت. 

)iii(  أبيلية أبيلية فإن  هوسدوف و  إذا آانت. 

)iv(  

 متراصة موضعياً، أثبت أن  إذا آانت .  فضاء جزئي آثيف من فضاء هوسدورف  لتكن  -6

 .هوسدورف هي مغلقة الزمرة الجزئية المتراصة موضعياً من زمرةلذلك أثبت أن .  مفتوحة في 

 

زمرة تبولوجية هوسدورف  أثبت أن .  هي مرآبة العنصر المحايد في زمرة تبولوجية  لتكن  -7

إلى أي زمرة  أي هومومورفزم متصل من  بالإضافة لذلك أثبت أنه إذا آان .  غير مترابطة بالكامل

حيث  بحيث  ، فإنه يوجد هومومورفزم متصل تبولوجية غير مترابطة بالكامل 

CGGpهو اقتران الاسقاط   /: →. 

1B2B

1B2B

21: BBT →T

1B2B

HGHGH

HG

HG

HG

HGHG

GHH

YXYY

X

CGCG /

fG

HHCGg →/:fgp =

p
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مولدة  .  (هي مترابطة للزمرة التبولوجية المترابطة  أثبت أن الزمرة الجزئية المحولة  -8

 .)بواسطة 

 

 ، أثبت أن زمرة جزئية ناظمية غير مترابطة بالكامل من زمرة هوسدورف مترابطة  إذا آانت  -9

 .)و لكل  أي أن ( ، لـتقع في المرآز، 

ghgg−1ولاحظ أن الاقتران  ثبت .  مساعدة( a  إلى  يأخذ(. 

10- (i)  لتكنG أثبت أن .  أي زمرة تبولوجية{ }eG  Hأثبت أنه إذا آانت .  زمرة تبولوجية هوسدورف /

هومومورفزم متصل فإنه يوجد هومومورفزم متصل  f: G → Hهي أي زمرة هوسدورف و 

{ } HeGg }هو الاقتران القانوني  pحيث  gp=fبحيث  :/→ }eGGp /: هذه النتيجة هي السبب ( →

 ).الرئيسي المعطى لدراسة الزمر التبولوجية الهوسدورف أآثر من الزمر التبولوجية العشوائية

(ii)  لتكنGi رة زمتشير إلى الG  مع التبولوجيا غير المتقطعة وi: G → Gi أثبت أن .  هو الاقتران المحايد

}الاقتران  } iGeGGip ×→× )المعطاة على الشكل  :/ ))(),()( gigpgip هو ايسومورفزم زمرة  ×=

 .p × i (g)إلى صورتها  Gتبولوجية شامل من 

، ايسومورفك تبولوجياً لزمرة جزئية مغلقة في زمرة هوسدورف مترابطة Hآل زمرة هوسدورف، أثبت أن  -11

 (f: [0, 1         المكونة من آل الاقترانات Gتأمل المجموعة .  (Gمترابطة قوسياً موضعياً  (arcwise)قوسياً 

→ H  0بحيث أنه يوجد متتالية = a0 < a1 < a2 < … < an = 1  حيثf  ثابت عند آل[ak, ak-1)  .آيبعرِّف تر 

العنصر المحايد .  (t ∈ [0, 1و  Gفي  gو  fحيث  f-1 (t) = (f(t))-1و fg (t) = f(t)g (t)بواسطة  Gزمرة على 

اجعل  Hفي  eلـ  Vولأي جوار  ε<0لأي .  Hفي  eهو الاقتران الذي يساوي بشكل مماثل لـ  Gفي 

),( εVU  هي مجموعة آلf  بحيث{ }( ) ελ <∉∈ Vtft .  (1 ,0]هي قياس ليبيج على  λحيث  ]1,0(:)(

),(مجموعة آل  εVU  هي قاعدة مفتوحة لتبولوجيا زمرة علىG  . الاقترانات الثابتة من زمرة جزئية مغلقة من

G  ايسومورفك تبولوجيا لـH. 

 

 

 

],[ GGG],[ GG

{ }Ggggggg ∈−−
2121

1
2

1
1 ,:

HGH

)(GZGhggh =Gg ∈Hh∈

Hh∈GH
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 تضمين في الزمر القابلة للقسمة 5.3أ 

                                     Embedding in Divisible Groups 

.  ضرب الفضاءات التبولوجية قدِّم بالتفصيل في الفصل الثامن والفصل التاسع والفصل العاشر  .ملاحظة 5.3.1أ 

منتهي أو غير (التي تقول أن أي ضرب  10.3.4النتيجة الأآثر أهمية على الضرب هي بالتأآيد نظرية تيخونوف 

تقول  10.3.4بالإضافة لذلك، نظرية .  لفضاءات تبولوجية متراصة هو متراص) مع تبولوجيا الضرب) (منتهي

)أن ضرب فضاءات تبولوجية  ){ }IiX ii ∈:,τ  هو متراص فقط إذا آان آل من الفضاءات(Xi, τi) متراص. 

iIiهو زمرة فإن  Giإذا آان آل 
G

∈
Π  يملك ترآيب الزمرة المعروف))(. iiIiiIiiIi

hghg
∈=∈∈
ΠΠΠ  حيثgi  وhi  في

Gi.( 

والذي يرمز ) الضرب المباشر الضعيف( الضرب المباشر المقيدهي عائلة من الزمر فإن  {Gi: i∈I}إذا آانت 

iله بالرمز 
r

Ii
G

∈
Π  هو زمرة جزئية منiIi

G
∈
Π  مكون من عناصرiIi

g
∈
Π  حيثgi = e  لكل ما عدا عدد منتهي

 .i ∈ Iمن العناصر 

iIiهي عائلة زمر تبولوجية فإن  {Gi: i ∈I}من الآن فصاعداً، إذا آانت 
G

∈
Π  سوف ترمز للضرب المباشر مع

iبالإضافة لذلك .  تبولوجيا الضرب
r

Ii
G

∈
Π  سوف ترمز للضرب المباشر المقيد مع التبولوجيا المحدثة آفضاء

iIiجزئي من 
G

∈
Π.    
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iIiزمرة تبولوجية فإن  Gi ،i ∈  Iإذا آانت آل   .تمهيدية 5.3.2. أ
G

∈
Π بالإضافة لذلك . هي زمرة تبولوجية

i
r

Ii
G

∈
Π  هي زمرة جزئية آثيفة فيiIi

G
∈
Π. 

 

                                                                                                                   .تمرين .البرهان

 

 :فإن.  عائلة من الزمر التبولوجية {Gi: i ∈I}لتكن   .تمهيدية 5.3.3أ 

(i) iIi
G

∈
Π  آل  آانت متراص موضعياً إذا وفقط إذاGi  متراصة موضعياً وآل ما عدا عدد منتهي منGi  هو

 .متراص

(ii) i
r

Ii
G

∈
Π    هوسدورف متراص موضعياً إذا وفقط إذا آانت آلGi هوسدورف متراصة موضعياً و         Gi 

= {e}  لكل ما عداد عدد منتهي منGi. 

 

                                                                                                                  .تمرين  .البرهان

 

قطعة وهوسدورف، نحتاج بعض تنتهية تقبل بتبولوجيا زمرة غير مآل زمرة ابيلية غير م: لإثبات النتيجة

 .المعلومات في نظرية الزمر

 

݊إذا آان لكل  (divisible) قابلة للقسمةتسمى  Dالزمرة   .تعريف 5.3.4أ א Գ ،{ } DDxxn أي أن آل  :∋=

 .nله الجذر رقم  Dعنصر في 

 

              .غير قابلة للقسمة Ժقابلة للقسمة ولكن الزمرة  ॻ و Թمن السهولة رؤية أن الزمر   .أمثلة 5.3.5أ 
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إلى زمرة  Hأي هومومورفزم من  φإذا آانت .  Gزمرة جزئية من زمرة ابيلية  Hلتكن   .تمهيدية 5.3.6أ 

 .Dإلى  Gمن  Φيمكن توسيعه إلى هومومورفزم  φفإن  Dابيلية قابلة للقسمة 

يمكن توسيعه إلى  φفإن  ∋Hx، يكفي أن نبين أنه إذا آانت 10.2.16باستخدام مساندة زورن   .البرهان

}الزمرة  }ZnHhhxH n ∈∈= ,:0. 

Hxnافرض أن .  (i)الحالة  ∉ ,݊ א Գ  . عرِّف)()( hhxn φ=Φ  ݊لكل א Ժ  . واضح أنΦ  ًمعرَّف حسنا

 .Hعلى  φوهومومورفزم ويوسع 

Hxnبحيث  nهي أصغر عدد صحيح موجب   k< 2لتكن .  (ii)الحالة  Ddxkلذلك .  ∋ ∈=)(φ  بما أنD 

 .zk = dبحيث  ∋Dzقابلة للقسمة فإنه يوجد 

nnعرِّف  zhhx )()( φ=Φ  ݊لكل א Ժ  . واضح أنΦ  معرّف حسناً وهومومورفزم ويوسعφ  علىH.    

:يوجد هومومورفزم  g ≠ hحيث  Gفي  hو gزمرة ابيلية فإن لكل  Gإذا آانت   .نتيجة 5.3.7أ  G ՜ ॻ  بحيث

)()( hg φφ  .Gتفصل نقاط  φأي أن  ≠

:يوجد هومومورفزم  Gفي  واضح أنه يكفي أن نبين أن لكل   .البرهان G ՜ ॻ  بحيث. 

:عرِّف .  لتكن .  o < k < nلكل  gk ≠e، و gn = eافرض أن .  (i)الحالة  H ՜ ॻ  على

 الشكل

r  = جذر رقمn  لكل  و  ،  = للوحدةm. 

 .5.3.6بواسطة تمهيدية أ  Gعلى  الآن وسع 

 .ॻفي  لكل  عرِّف .  n > 0لكل  افرض أن .  (ii)الحالة 

                                                                 .G، لـ 5.3.6وبعد ذلك، بواسطة تمهيدية أ  Hلـ  وسع 

 

 5.3.6للاستعمال لاحقاً نسجل النتيجة التالية لتمهيدية أ 

 

eg ≠eg ≠)(φ

{ }ZngH m ∈= :

)(gφ)( er ≠mm rg =)(φ

φ

eg ≠2zg =)(φez ≠

φ
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ايسومورفك  Gفإن .  Gزمرة جزئية مفتوحة قابلة للقسمة من زمرة تبولوجية ابيلية  Hلتكن   .تمهيدية 5.3.8أ 

 .H × G / Hتبولوجياً لـ 

 .)زمرة تبولوجية متقطعة G/Hواضح أن (

                                                                                                                   .تمرين .البرهان

 

 .تقبل بتبولوجيا زمرة هوسدورف غير متقطعة Gأي زمرة ابيلية غير منتهية فإن  Gإذا آانت   .نظرية 5.3.9أ 

حيث آل  اجعل .  ॻإلى  Gعائلة من الهومومورفزمات المختلفة من  لتكن   .البرهان

Ti = ॻ  . هو هومومورفزم فإن  بما أن آل .  بجعل  عرِّف اقتران

f 5.3.7بواسطة نتيجة أ .  آذلك هومومورفزم  ،f  آذلك واحد لواحد أي أنG  ايسومورفك للزمرة الجزئيةf(G) 

 .Hمن 

هو آذلك زمرة تبولوجية  Hمع التبولوجيا المحدثة من  f (G)زمرة تبولوجية هوسدورف فإن  Hبما أن 

 .غير متقطع f (G)يبقى أن نبين أن .  هوسدورف

ولكن باستخدام .  Hسيكون زمرة جزئية مغلقة من  f(G)، 5.2.8فباستخدام تمهيدية أ .  متقطع f (G)افرض أن 

ستكون فضاء متراص متقطع  f(G)ستصبح متراصة أي أن  f(G)متراصة ولذلك  H، 4.3.10نظرية تيخونوف 

                                       .غير متقطع f(G)لذلك لدينا تناقض ولهذا . ذا مستحيلهو –غير منتهي 

 

هذه النتيجة هي حالة خاصة من  .9.3.5. آانت ضرورية لإثبات نظرية أ 7.3.5نتيجة أ   .ملاحظة 10.3.5أ 

 .النظرية الأآثر تعميماً والتي ستوصف لاحقاً، نذآر النتيجة التالية

 

يوجد هومومورفزم متصل  g ≠ hحيث  Gفي  hو  gزمرة فإن لأي  – LCAأي  Gإذا آانت   .نظرية 11.3.5. أ

: G ՜ ॻ  بحيث)()( hg φφ ≠. 

 

 

{ }Iii ∈:φiIi
TH

∈
Π=

iIi
THGf

∈
Π=→:)(:)( ggf iIi

φ
∈
Πiφ
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 5.3تمارين أ 

 :هي عائلة زمر تبولوجية، أثبت أن إذا آانت  -1

(i)  هو زمرة تبولوجية؛ 

(ii)   ؛هو زمرة جزئية آثيفة في 

(iii)   متراص موضعياً إذا وفقط إذا آانت آلGi  متراصة موضعياً وآل ما عدا عدد منتهي منGi  هي

 متراصة؛

(iv)   متراص موضعياً وهوسدورف إذا وفقط إذا آانت آلGi عياً وهوسدورف و هي متراصة موضGi 

= {e}  لكل ما عدا عدد منتهي منGi. 

ايسومورفك  Gفإن  Hزمرة تبولوجية ابيلية مع زمرة جزئية مفتوحة وقابلة للقسمة  Gأثبت أنه إذا آانت  -2

 H ×G/Hتبولوجياً لـ 

أثبت أنه ). n ∈ Գولكل  Gفي  g≠eلكل  gn≠eأي أن ( (torsion-free)زمرة ابيلية خالية من الالتواء  Gلتكن  -3

)()(بحيث  Թإلى  Gمن  فإنه يوجد هومومورفزم  g ≠ hحيث  Gفي  hو  gإذا آانت  hg φφ ≠. 

 .زمرة تبولوجية متراصة موضعياً غير مترابطة بالكامل Gلتكن  -4

(i)  كونه من زمر جزئية متراصة مفتوحةمأثبت أنه يوجد قاعدة جوار للعنصر المحايد. 

يمكن أن تفرض أن أي فضاء تبولوجي هوسدورف متراص موضعياً غير مترابط بالكامل يملك قاعدة،  :مساعدة(

 ).للتبولوجيا الواقعة عليه، مكونة من مجموعات متراصة مفتوحة

(ii)  إذا آانتG  في " الزمر الجزئية"متراصة أثبت أن(i) يمكن اختيارها لتكون نظامية. 

(iii)  لذلك أثبت أن أي زمرة تبولوجية متراصة غير مترابطة بالكامل تكون ايسومورفك تبولوجياً لزمرة جزئية

 .مغلقة من ضرب زمر متقطعة منتهية

لتكن .  قاعدة من الجوارات للعنصر المحايد مكونة من زمر جزئية ناظمية مفتوحة {Ai:i∈I}لتكن : مساعدة(  

بجعل  هي هومومورفزمات قانونية وعرِّف  ، 

.( 

{ }IiGi ∈:

iIi
G

∈
Π

i
r

Ii
G

∈
ΠiIi

G
∈
Π

iIi
G

∈
Π

i
r

Ii
G

∈
Π

φ

ii AGG /: →φIi∈)/(: iIi
AGG

∈
Π→Φ

)()( iiIi
gg φ

∈
Π=Φ
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:݂ليكن  -5 Թ ՜ ॻ  على الفضاء التبولوجي .  أي عدد غير نسبي اقتران قانوني وG = Թ2 x ॻ2  عرِّف

 .العملية

(x1, x2, t1, t2). (x1
', x2

', t1
', t2

') = (x1+x1
', x2+x2

', t1 + t1
'+f(x2x1

'), t2+t2
'+f(θx2x1

')). 

الزمرة .  (Gليست مغلقة في  Gهي زمرة تبولوجية وأن الزمرة الجزئية المحوِّلة لـ  Gأثبت أن، مع هذه العملية، 

 .المولَّدة بواسطة المجموعة  Gهي الزمرة الجزئية من  Gالجزئية المحوِّلة للزمرة 

افرض أنه معطى لدينا زمرة تبولوجية  لكل .  <مجموعة مدارة بواسطة الترتيب الجزئي  Iلتكن  -6

.  Giإلى  Gjمن  fjiيوجد هومومورفزم متصل مفتوح  i < jبحيث  Iفي  jو  iافرض أنه لكل .  Giهوسدورف 

 فإن  i < j < kافرض إضافة لذلك أنه إذا آانت 

fki = fji fkj  . الجسم  المكون منI  . الزمرGi  والاقتراناتfji  معكوسنظام الاقتران اليسمى )inverse 

mapping system  ( نظام الاقتران الإسقاطيأو ) projective mapping system(  . المجموعة الجزئيةH  من

 نهاية إسقاطيةتسمى  xi=fji(xj)فإن  i < jبحيث إذا آانت  المكونة من آل  زمرة الضرب 

)projective limit  (أثبت أن .  لنظام الاقتران المعكوسH  زمرة جزئية مغلقة فيG. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

θ

{ }Ghgghhg ∈−− ,:11

Ii∈

iIi
GG

∈
Π=)( iIi

x
∈
Π
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 نظرية مقولة بير ونظرية الاقتران المفتوح 5.4أ 

               Baire Category and Open Mapping Theorem 

هي فضاء منتظم متراص  Xإذا آانت   ).نظرية مقولة بير للفضاءات المتراصة موضعياً.  (نظرية 5.4.1أ 

 .ليست اتحاد عائلة معدودة من المجموعات المغلقة التي آل منها تملك داخلية خالية Xموضعياً فإن 

 .nلكل  هي مغلقة و  Anحيث آل  افرض أن   .البرهان

مناقضاً المساواة  سوف نبين أن .  Xمفتوحة وآثيفة في  Dnفإن آل .  Dn = X \ Anاجعل 

. 

فإن  Xآثيفة في  D1بما أن .  متراصة بحيث  Xمجموعة جزئية غير خالية مفتوحة في  U0لتكن 

منتظم نستطيع أن نختار مجموعة غير  Xلكون .  Xهي مجموعة جزئية غير خالية مفتوحة في  

 .بحيث  U1خالية مفتوحة 

 بما أن آل .  هي مجموعة غير خالية مفتوحة و  Unبحيث أن آل  Unاستقرائياً عرِّف 

وهذا التناقض للفرض يعني أن .  وهذا يعطي  غير خالية فإن  متراصة وآل 

                                                                                                                  .النظرية قد أثبتت

النظرية .  6.5.1شاهدنا أن نظرية مقولة بير قد أثبتت للفضاءات المترية التامة في نظرية   .ملاحظة 5.4.2أ 

 ".هوسدورف متراص موضعياً"استبدلت بـ " منتظم متراص موضعياً"أعلاه آذلك تبقى صحيحة إذا 

 

تملك التبولوجيا  Gدودة فإن عاصة موضعياً مأي زمرة تبولوجية هوسدورف متر Gلتكن   .نتيجة 5.4.3أ 

 .المتقطعة

 

                                                                                                                  .تمرين  .البرهان

U
∞

=

=
1n

nAXφ=)( nAInt
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∞

=
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1n
nD

U
∞
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 -σزمرة متراصة موضعياً وآذلك  Gلتكن ) نظرية الاقتران المفتوح للزمر المتراصة موضعياً(  .نظرية 5.4.4أ 

إلى  Gشامل من وأي هومومورفزم متصل  fليكن  .هي متراصة Anحيث آل  أي أن  .  متراصة

 .اقتران مفتوح fفإن .  Hزمرة هوسدورف متراصة موضعياً 

 

يكفي أن نبين أن .  Hفي  eعائلة آل جوارات  '࣯و  Gفي  eعائلة آل الجوارات المتماثلة لـ  ࣯لتكن   .البرهان

 .بحيث  Ԣ ߳ ࣯Ԣܷيوجد  ࣯ ߳ ܷلكل 

عائلة المجموعات .  متراصة و  تملك الخاصية أن  ࣯ ߳ ܸفإنه يوجد .  ࣯ ߳ ܷلتكن 

لذلك عائلة منتهية من هذه .  Anولذلك لكل مجموعة متراصة  Gهي لذلك غطاء مفتوح لـ  

 .Gتغطي  دودة علذلك هناك عائلة م.  معطاة Anالمجموعات سوف تغطي أي 

باتحاد معدود لمجموعات مغلقة،  Hهذا يعبر عن .  لذلك 

تحوي  ، واحدة منها يجب أن تملك داخلية غير منتهية، أي أن 5.4.1وبواسطة نظرية مقولة بير 

 .Hفي  'Vتحوي مجموعة جزئية مفتوحة  إذاً .  مجموعة مفتوحة

 .'U' = (x')-1 Vواجعل  'Vفي  'xلإتمام البرهان اختار أي نقطة 

 إذاً لدينا

( ) ( ) )()()()(')'(')'(' 1111 UfVVfVfVfVVVxU ⊆=⊆⊆= −−−− 

                                                                                                                   .آما هو مطلوب

 

 .5.5.6قابلنا نظرية الاقتران المفتوح لفضاءات بناخ في نظرية   .ملاحظة 5.4.5أ
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 5.4تمارين أ 

 .قطعةتعياً معدودة تملك التبولوجيا المأثبت أن أي زمرة هوسدورف متراصة موض -1

أو " متراص -σ"لا تبقى صحيحة إذا حذف أي من الشرطين  5.4.4أثبت أن نظرية الاقتران المفتوح أ  -2

 ".شامل"

 .أثبت أن أي هومومورفزم متصل وشامل من زمرة متراصة إلى زمرة هوسدورف هي اقتران مفتوح -3

 .Թn/Ժnايسومورفك تبولوجياً لزمرة النسبة  ॻnالزمرة التبولوجية المتراصة  Գ߳݊أثبت أن لكل  -4

5- (i)  لتكنφ  هومومورفزم من زمرة تبولوجيةG  إلى زمرة تبولوجيةH  . إذا آانتX  أي مجموعة جزئية

HXبحيث التقييد  Gغير خالية في  →:φ  هو اقتران مفتوح، أثبت أنHG →:φ هو آذلك اقتران مفتوح  .

G ،Uمن  Uلأي مجموعة جزئية : مساعدة( I
Gg

gXUU
∈

= )()( φφ.( 

(ii) ت لذلك بين أنه إذا آانG  وH  زمر هوسدورف متراصة موضعياً حيثHG →:φ  هومومورفزم

 .اقتران مفتوح φجبرياً فإن  Hتولِّد  Gمن  Kمتصل بحيث أنه يوجد مجموعة جزئية متراصة 

UKبحيث  eلـ  Uأثبت أنه يوجد جوار متراص : مساعدة( ⊆. 

 ).Uالزمرة الجزئية المولَّدة جبرياً بواسطة =  Xاجعل 

عرِّف .  Gإلى زمرة الاوتومورفزميات على  Hهومومورفزم من  ηزمر تبولوجية ولتكن  Hو  Gلتكن  -6

),(.),()))(,((على الشكل  ×HGترآيب زمرة على المجموعة  212112211 hhghghghg η=. 

),())((بالإضافة لذلك، ليكن  ghhg ηa  اقتران متصل شامل منHG×  إلىG  .أثبت أن 

)i(  هو هوميومورفزم من  آلG إلى نفسها و 

)ii(  زمرة تبولوجية مع تبولوجيا الضرب وترآيب الزمرة هذا فإن)  . ضرب نصف تسمى

ܩ ويرمز له بالرمز المحدد بـ  Hبـ  Gلـ ) semidirect product مباشر ఎډ  ).ܪ

 

)(hη

HG×

η
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7- (i)  لتكنG  ًزمرة تبولوجية هوسدورف متراصة موضعياσ- متراصة وN  زمرة جزئية ناظمية مغلقة فيG 

ايسومورفك تبولوجياً لضرب  Gأثبت أن .  و  G = NHبحيث  Gزمرة جزئية مغلقة في  Hو 

ܰنصف مباشر معرَّف بشكل ملائم  ఎډ  .ܪ

 .)اجعل : مساعدة(

(ii)  إذا آانتH  آذلك ناظمية أثبت أنG  ايسومورفك تبولوجياً لـ. 

(iii)  إذا آانتA  وB  زمر جزئية مولََّدة بشكل متراص من زمرة تبولوجية ابيلية هوسدورف متراصة

 .ايسومورفك تبولوجياً لـ  G، أثبت أن  بحيث  Gموضعياً 

تملك جواراً  Gإذا آانت .  Hإلى  Gهومومورفزم متصل من  fزمر تبولوجية هوسدورف و  Hو  Gلتكن  -8

 .هو اقتران مفتوح f، أثبت أن Hفي  eجوار لـ  f(U)متراص و  بحيث  eلـ  
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